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HOOFDSTUK XIV

VECTOREN IN EEN n-DIMENSIONALE RUIMTE (R,).

§ 1. Vectoren in R,.

In R; wordt een vector aangegeven door twee kentallen, in R door drie ken-

tallen. Zo is a = (a1,az) een vector in Ry en a = (a1, as,a3) een vector in Rg.

Op analoge wijze noemen we een geordend rijtje van n getallen, waarbij het

natuurlijke getal n vast is, een vector in een n-dimensionale ruimte Ry; dus
a = (a1,aas,. . .,an)

is een vector in R;. De getallen a;,as,as, . . .,an heten weer de kentallen van de
vector a. De nulvector is:

o= (0,0,0,...0) (n getallen 0) .
Op vectoren in R, passen we twee bewerkingen toe, nl. optelling van vectoren
en vermenigouldiging van een vector met een (scalair) getal,
We definiéren deze bewerkingen als volgt:
Zijn a = (aj,az,as,...,an) en b = (b, ba,bs,. . .,by) fwee vectoren in Ry,
dan 1s: a ~E—b = (‘cl.l +b1, dsa +b2,. . o dp +])n) l

Aa = (Aai,Aas,. .., Aan) .

De som a b en Aa zijn weer vectoren in Rj.
Gewoonlijk schrijven we —1.a als —a.

Voor de vectoren en de bewerkingen van vectoren in R, gelden de volgende
eigenschappen:
1. a = b dan en slechts dan, alsaxy = bx (k= 1,2,...,n).
2.a +b = b +a, (commutatieve eigenschap).
3.(a +b) +c=a + (b +¢), (associatieve eigenschap).
Hieruit volgt, dat we mogen schrijven:a +b +c.
4. Aan elk tweetal vectoren a en b in Ry, is één en slechts één vector x in R,
toegevoegd met de eigenschap:
a+x=D0b.

We schrijven meestal: x = b — a en noemen x het verschil van b en a.
Is 2 = (aj,az,...,an) en b = (by,bs,. . .,by), dan is:

b—a= (bl—al,ba—'az.- . -.bn_an) .

5. Voor de scalaire vermenigvuldiging geldt:
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1°. A(a +b) = Aa - b, (distributieve eigenschap),

2°, (A +mwma = Ja + pa, (distributieve eigenschap),

3°. (Au)a = A(pa), (associatieve eigenschap).

Opmerkingen.

1. In plaats van: a is een vector in Ry, wordt wel geschreven: a € R.

2. De vectoren e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),..., en = (0,0,0;=..:,1)
heten de eenheidsvectoren in Ry,.

3. Uit het bovenstaande volgt, dat we voor a = (ay,as, . . .,4y) kunnen schrijven:

a = 216 +asgs - . +anén .

Verder is:

§ 2. Lineaire afhankelijkheid en lineaire onafhankelijkheid.

Gegeven zijn p vectoren in Ry : a1,az,as,. . . €n ap.

Definitie.
Een vector b € Ry is lineair afhankelijk van deze p vectoren. als er p getallen
A1, A2, A3, . ., Ap, bestaan, 76 dat:

b = 4121 + Azaz + A3as 4. .. + Apap.

Hierin mogen enkele getallen 4 of alle getallen 4 nul zijn.

Voorbeelden.
1. De vector (—8,7,0,—3) is lineair afhankelijk van de vectoren (15;0:2,1);
(2,—1,0,—1) en (—1,1,—1,—2). Immers:

—8) 1\ [ 2 1

7 0 —1 1
=% — =

0 il 5 0. ! 4 —1

—3 1 —1 —2

2. De nulvector in Ry, is lineair afhankelijk van elk p-tal vectoren in Ry, immers:
0=0.21+0.a2+0.as+...+0.ap.

3. Elke vector a = (aj,as,ag, . .,a,) is lineair afhankelijk van de n eenheids-

1

vectoren in Ry, immers (zie § 1): a = aje1 + azes | azes +... +ankn.
De betrekking:

Mar + Aas +Azas +... +Apap =0 (1
tussen de vectoren a;,as,as, . . .,apis in elk geval juist, als alle getallen A nul zijn.
Er zijn twee mogelijkheden:
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1°. Betrekking (1) is alleenjuistals }; = 43 = 43 = ... = 1, = 0 ; we noemen
dan a;,as,as, ..., ap een lineair-onafhankelijk stelsel, of we zeggen dat deze
vectoren lineair onafhankelijk zijn.

2°. Betrekking (1) geldt ook, als niet alle A’s nul zijn; we noemen dan aj,as,
as,. . .,ap een lineair-afhankelijk stelsel, of we zeggen dat deze vectoren lineair
afhankelijk zijn.

Gevolgen.
1. Vormen aj,as, as,. . .,ap een lineair-afhankelijk stelsel, dan is minstens één
van deze vectoren lineair afhankelijk van de overige. Immers in

Mar +Azas +... FAkax +-.. +Apap =0

zijn niet alle A’s nul; stel bijv. Ax # 0, dan is:

Al .F.g f»p
A= =Rl — —=ige— o, i i o
Ak Ak Ak

De vector ay is dus lineair afhankelijk van de overige vectoren.
2. Is omgekeerd de vector a lineair afhankelijk van de vectoren ay,as,. .., ap,
dan vormen de vectoren a,a;,as,. . .,ap een lineair-afhankelijk stelsel. Uit

a= Ahai +4as +... +Apap

volgt immers:

l.a—M1a;1 — Asag — ... — Apap = 0.
In deze betrekking is de eerste coéfficiént gelijk aan 1, zodat niet alle coéffi-
ciénten nul zijn.
3. Als onder enige vectoren de nulvector voorkomt, dan vormen deze vectoren
een lineair-afhankelijk stelsel. We kunnen immers in de betrekking (1) de
coéfficient van de nulvector ongelijk aan nul en, zo nodig, alle andere coéffi-
ciénten gelijk aan nul nemen.

Voorbeelden.

1. De vectoren in Ry:
a1 = (0,1,2,—1), as = (1,0,0,0), as = (0,1,0,—1) en as = (0,1,—4,—1)

vormen een lineair-afhankelijk stelsel, want:

0\ 1 0 0 0
; 1 ) 0 1 1y [0
: 2] 010 —id o] Tl =4/ =10}
\— 1 0 — ] —1 0
of: / 4
2a; +0.az —3a3 +1.a1=o0.

Nu is a; wel lineair afhankelijk van as,as en a4, maar ap is niet lineair afhankelijk

van ai, ag en ag. We noemen as lineatr onafhankelijk van de overige vectoren.
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2. De n eenheidsvectoren in R, vormen een lineair-onafhankelijk stelsel. Uit
A15,0,0,.%5,0) 2200, 1,0, . 550) =000 = An (0,00 B= (000,52 0)

volgt:
(411,}.2,. - .,.?,n:l = (0,0,‘ . .,U), dus is: }.1 = 412 = ... = An = 0.

3. Hoewel men bij lineaire afhankelijkheid en lineaire onafhankelijkheid meestal
denkt aan twee of meer factoren, zeggen we krachtens de definitie

De nulvector is ,lineair afhankelijk’’, omdat 1o = o geldt voor elke 1 5 0;
elke vector a = o is , lineair onafhankelijk’’, omdat Aa = o alleen geldt voor
=0

§ 3. Lineaire vectorruimte; lineaire deelruimte.

Definitie.

Een lineaire vectorruimte NV is een verzameling vectoren in Ry met de volgende
twee eigenschappen:

1°, Behoren v en w tot V, dan behoort ook v + w tot V.

2°. Behoort v tot V, dan behoort voor elk getal A ook Av tot V.

Zijn v en w vectoren van een lineaire vectorruimte V, dan volgt uit boven-
staande definitie dat elke vector van de gedaante Av - pw ook tot V behoort.
In het bijzonder behoort 0.y = o tot V.

De verzameling van alle vectoren van Ry vormen een lineaire vectorruimte.
Immers als v en w tot R, behoren, dan behoren ook v +w en 2y tot R
We noemen de verzameling van alle vectoren van Ry de lineaire vectorruimte
Ry, kortweg aangeduid met Rp.

Niet elke verzameling vectoren in Ry vormt een lineaire vectorruimte. Zijn bijv.
a(+0) en b twee vectoren in Ry, dan is de verzameling:

x=a+4b
geen lineaire vectorruimte. Immers, alsv=a +Ahbenw=a + Asb tot de
verzameling behoren, dan behoort v 4w = 2a -+ (41 + A2)b niet tot de
verzameling.

Een verzameling vectoren in Ry, die niet alle vectoren van R, hoeft te bevatten,
kan weer een lineaire vectorruimte vormen; deze vectoren vormen dan een
lineaire deelruimte van Ry. In het bijzonder kunnen we R, als een lineaire
deelruimte van zichzelf beschouwen.

Stelling.
De verzameling D van alle vectoren die lineair afhankelijk zijn van een p-tal

vectoren
a1,8d2,. . -:ép

in Ry, vormen een lineaire deelruimte van Ry.

il S d  hmad B
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Bewijs.
Zijn v en w twee vectoren van D, dan is:
V= 2131 + lEQ‘_} ‘!._ ‘e r_ J;»pﬂp
en
W= a1 +usads +... 4+ upap.
Hieruit volgt:
v+w= (4 +mar + (A +u)az +... + (Ap + upap

en
Ay = Ahar + Akas +. .. + Apay,

zodat v -+ w en lv ook tot D behoren.

D is dus een lineaire vectorruimte en wel een lineaire deelruimte van Ry,

Dat D een lineaire deelrnimte is van R, wordt aangegeven met D < R,

of met Ry, > D (R, omvat D).

We zeggen, dat bovenstaande lineaire deelruimte D door het p-tal vectoren:

a1,82,. - - 2p (”
wordt opgespannen.
Het stelsel (1) van p vectoren noemen we een basis van D. Vormen deze P
vectoren een lineair-afhankelijk stelsel, dan spreken we van een lineair-
afhankelijke basis; vormen de p vectoren een lineair-onafhankelijk stelsel, dan
heeft men een lineair-onafhankelijke basis.
De lineaire vectorruimte Ry wordt opgespannen door de n eenheidsvectoren
€1,€s,. . .,en. Deze n eenheidsvectoren vormen een lineair-onafhankelijke basis
van Ry,
De verzameling die alleen de nulvector o bevat, is een lineaire vectorruimte ;
we noemen deze de nulruimte. Is o de nulvector van Ry, dan is de nulruimte
een lineaire deelruimte van R,.

Opmerking.

Uit bovenstaande stelling volgt, dat elke R, met n > 1 (d.w.z. Ry is niet de
nulruimte) een lineaire deelruimte heeft die niet R, zelf is, Daar elke lineaire
deelruimte van R, een lineaire vectorruimte is, zijn er behalve de lineaire
vectorruimten R, nog oneindig veel andere lineaire vectorruimten.

§ 4. Stellingen over lineaire vectorruimten.
Stelling 1.
Als van een lineaire vectorruimte V

a1,4a2,d3,. . ., dp (1)
een basis is en
b= Aa + Aas +... +Akax +... +dpap (2)

met Ay =% 0, dan is ook
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81,80, - oy ak=1; By BxFly0 -2 (3)
een basis van V.
Bewijs.
Daar Ax # 0, volgt uit (2):
I ] - ) i q [ S | 1 1 A
ay = —b — — (21 + A2as +... + A1k +Akndra +. ..+ Ap@p) (4)
Ak Ak

Is x een willekeurige vector van V, dan is, omdat (1) een basis is van V:

X = mar +pedz +... +pxdk +... T ppp -
Substitueren we hierin voor ay het rechterlid van (4), dan blijkt dat elke vector
x €V lineair afhankelijk is van de vectoren (3). Is omgekeerd x lineair
onafhankelijk van ai,as,. . A 1. BlaARil, . -rdp,, danis X € V, Hiermede is
bewezen dat het stelsel (3) ook een basis is van V.
Stelling 2. (Uitwisselingsstelling van Grassmann-Steinitz.)

Als van een lineaire vectorruimte V
ap,4a2,43,. - - dp

een basis is en
b.].: b?;bi}! i 'ib']

een lineair-onafhankelijk stelsel vectoren is, dan is q < p en dan heeft V' een
basis bestaande uit de vectoren by, bs, bs,. . ., bq en nog p — q geschikt gekozen
vectoren van a, as,as,. - ., ap.

Bewijs.
Daar de vectoren by, be,bs,. . .,bq een lineair-onafhankelijk stelsel vormen, is

geen van deze vectoren gelijk aan o.
Daar ai,as, as,. . .,ap een basis is, is:
by = har + Aasz +A3as ... + Apdp-
Uit by # o volgt, dat niet alle 4’s gelijk aan nul zijn. Stel 4 # 0, dan is volgens

stelling 1:

b1, a2,4as,. . ., ap
ook een basis van V.
Hieruit volgt:
bs = m by + peas + p3az + ... -+ ppap .
Daar bs # 0 en b % u by, zijn de coéfficiénten pz, ps,. . ., fip niet alle gelijk

aan nul. Stel g2 # 0, dan is volgens stelling 1:

by, be,as,. . ., ap

ook een basis van V.
Op deze wijze kunnen we telkens ¢én van de vectoren a uitwisselen tegen ¢één
van de vectoren b. Was nu ¢q > p, dan zou

L B el ]

=
=

[— - L T ]
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b].)l_)'.!)‘ . -.bp
een basis zijn van V, dus dan zouden de vectoren bp+1,bpis,. . .,bq hiervan
lineair afhankelijk zijn. Daar dit volgens het gegeven niet mogelijk is, is q < p.
Met behulp van de uitwisseling vinden we dus, dat V een basis heeft bestaande
uit alle vectoren b en nog p — q geschikt gekozen vectoren a.

Stelling 3.

Als van een lineaire vectorruimte een lineair-athankelijke basis gegeven is, dan
kan men van die basis een lineair-onafhankelijke basis maken door een aantal
basisvectoren weg te laten.

Bewijs.
Stel aj, as,as,...,ap is een lineair-athankelijke basis van de lineaire vector-
ruimte V en a; is afhankelijk van de overige basisvectoren, dan is:

g — izéz ‘{—413@3 Tl = A;)Qu‘ (]:]
Voor elke vector x € V geldt:

X =1  p2a2 +... + ppap.
Substitueren we hierin voor a; het rechterlid van (1), dan vinden we:
X = (ml2 +po)as + (u1ls +ps)as +. .. + (wadp + up)ap.

Elke vector x € V is dus lineair afhankelijk van as, ag,. . .,ap, waaruit volgt
dat deze vectoren ook een basis vormen.

Als dus a; lineair afhankelijk is van de overige vectoren a, dan kunnen we
a1 uit de basis weglaten. Is a; lineair onafhankelijk van de overige vectoren a,
dan laten we a; in de basis staan, Op dezelfde wijze beslissen we of we a, weg-
laten of dat a» blijft staan. Op deze wijze gaan we door, Tenslotte houden we
een lineair-onafthankelijke basis over.

Stelling 4.
In een lineaire vectorruimte R, (n = 1) vormt elk p-tal vectoren met p > n
een lineair-athankelijk stelsel.

Bewijs.

In de lineaire vectorruimte R, vormen de n eenheidsvectoren ey, es,e3,. . .,en
een (lineair-onafhankelijke) basis. Zijn p vectoren in R, lineair onafhankelijk,
danisp < n (stelling 2). Alsp > n, dan vormen deze p vectoren dus een lineair-
afhankelijk stelsel.

Heeft een lineaire vectorruimte V meerdere lineair-onafhankelijke basissen, dan
geldt de volgende stelling.

Stelling 5.
Het aantal vectoren van een lineair-onafhankelijke basis van een lineaire vector-
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ruimte V is onafhankelijk van de keuze van de basis.

Bewijs.
Stel dat:

a1,42,...,2p (1)
zowel als:

by, bz,. . -, bg (2)

een lineair-onafhankelijke basis is van V.

Nu is (1) een basis van V, terwijl (2) een stel lineair-onafhankelijke vectoren van
V is. Volgens stelling 2 is dan q = p.

Omgekeerd is (2) een basis van V, terwil (I) een stel lineair-onafhankelijke
vectoren van V is; dus p < q. Hieruit volgt: p = q.

Definitie.

Het aantal vectoren van een lineair-onafhankelijke basis van een lineavre vector-
ruimte V heet de dimensie van V.

Is de dimensie van V gelijk aan m (m 2 1), dan heet V m-dimensionaal; we
geven dit aan met V. De dimensie van Ry is n, immers Ry heeft een lineair-
onafhankelijke basis bestaande uit de n eenheidsvectoren. We zeggen dat de
nulruimte de dimensie 0 heeft.

Opmerkingen.
Uit het voorgaande volgt onmiddellijk:
1. Is a;,2s,. . .,am €en basis van een m-dimensionale vectorruimte Vg, dan is

deze basis een lineair-onafhankelijke basis.
2 In een m-dimensionale vectorruimte Vm vormt elk m-tal lineair-onaf-
hankelijke vectoren een lineair-onafhankelijke basis.

Stelling 6.
Elke vector van een lineaire vectorruimte is op één en slechts één manier te

schrijven als een lineaire combinatie van de vectoren van een lineair-onaf-
hankelijke basis.

Bewijs.

Stel a;,as, . . .,am is een lineair-onafhankelijke basis van Vm en stel dat x € Vi
op twee manieren in deze basis lineair is uit te drukken; dus: |

X = hai +4Aas+... + imdm
X = a; +p2a2 +... + H4mdm,

o= (h — m)ar + (A2 — p2)as +... + (Am — pm)am .



17

Daar aj,as,. . .,am een lineair-onafhankelijke basis is, is

A = px (le=1,2i..,m).

§ 5. Lineaire deelruimten.

In § 3 zagen we, dat in Ry een verzameling vectoren kan voorkomen die niet
alle vectoren van R, hoeft te bevatten en die weer een lineaire vectorruimte
vormt; we noemden deze verzameling een lineaire deelruimte van R,. In het
bijzonder konden we elke lineaire vectorruimte R, als een lineaire deelruimte
van zichzelf beschouwen.

Van lineaire deelruimten behandelen we de volgende stellingen ;

Stelling 1.
Elke lineaire deelruimte D van R, (D is niet de nulruimte) heeft een lineair-
onafhankelijke basis bestaande uit m vectoren met | < m < n.

Bewijs.
Alle vectoren van D zijn ook vectoren van R,. Zou D meer dan n lineair-
onafhankelijke vectoren bevatten, dan zou ook R, meer dan n lineair-onaf-
hankelijke vectoren bevatten. Dit is onmogelijk volgens § 4, stelling 4. Hieruit
volgt: m < n.
Daar D niet de nulruimte is, bevat D minstens één vector a = 0.
Deze a is ,lineair-onafhankelijk’’. D heeft dus minstens één en hoogstens
n lineair onafhankelijke vectoren.
Er bestaat dus een getal m met 1 £ m < n, z6 dat maximaal m vectoren van
D lineair onafhankelijk zijn.
Stel dat

a1,ds,. . .,am (1)
een stel lineair onafhankelijke vectoren van D is. Is b een willekeurige vector
van D, dan is b,aj, as,...,am een stel lineair afhankelijke vectoren van D.
De betrekking:

Ab + a1 +A2as +... + inam =0 (2)
is dus juist voor niet elke 4 gelijk aan nul, Maar voor 4 = 0 geldt betrekking (2)
slechts voor elke Ax = O(k = 1,2,...,m). Betrekking (2) is dus juist voor

A == 0. Hieruit volgt dat elke vector b € D lineair afhankelijk is van het stelsel
(1). Dit stelsel vectoren is dus inderdaad een lineair-onafhankelijke basis van D.
De dimensie van Disdus m met 1 < m < n.

Opmerking.
Uit stelling 1 volgt, dat elke lineaire deelruimte D van R, die niet de nulruimte
Is, minstens ¢én lineair-onafhankelijke basis heeft. Volgens de uitwisselings-
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stelling van Grassman-Steinitz heeft D dan ook oneindig veel lineair-onaf-
hankelijke basissen. Volgens stelling 5 van § 4 is het aantal vectoren van deze
basissen dezelfde. In het bijzonder heeft R, (n = 1) oneindig veel lineair-
onafhankelijke basissen,

De nulruimte heeft slechts één basis, n.l. de vector o; daar o lineair-afhankelijk
is, is deze basis een lineair-afhankelijke basis van de nulruimte.

Stelling 2.
Is D een lineaire deelruimte van een lineaire vectorruimte R,, dan kan een

lineair-onafhankelijke basis van D, aangevuld worden tot een lineair-onaf-
hankelijke basis van R,.

Bewijs.

Zij a1,as,...,am een lineair-onafthankelijke basis van D en b1, bs,. . .,bn €en
lineair-onafhankelijke basis van Ry,

Is Dy de nulruimte, dan is de basis van Dy de vector o en dan is de stelling
vanzelfsprekend.

Is Dy, niet de nulruimte, dan is 1 £ m < n. Daar de vectoren a een lineair-
onafhankelijk stelsel vormen, heeft R, volgens de uitwisselingsstelling een
basis bestaande uit alle m vectoren a en nog n — m geschikt gekozen vectoren
b. Daar deze basis van R, uit n vectoren bestaat, is het een lineair-onaf-
hankelijke basis.

Definitie.

De doorsnede van twee lineaire deelruimien Dy en Dy van Ry is de verzameling
vectoren die zowel tot Dy als tot Dy behoren.

De doorsnede van Dy en Dy geven we aan met Dy N Dy

Daar 0 € Dy en o € Dy, behoort de nulvector ook tot Dy n Dy.

Stelling 3.
De doorsnede van twee lineaire deelruimten D, en D, van R, is een lineaire
deelruimte van D, en van Dg, dus ook van Ry.

Bewijs.
We moeten aantonen dat, als de vectoren x en y tot Dy, N Dg behoren, dit ook
het geval is met x 4y en Ax.

Als x en y tot Dy N Dq behoren, dan x e Dpeny € Dy, dus (x +y) € Dp want
D, is een lineaire vectorruimte. Maar ook x € Dy, en YE Dq dus (x 4 y)€ Dq.
Hieruit volgt dat x + y tot Dy N Dq behoort. a
Zo kunnen we ook aantonen, dat Ax behoort tot Dy N Dg.

P ] B P

e b
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Opmerking.
Uit de definitie van Dy n Dq volgt:
dimensie (Dy N Dg) = dim. Dy en dim. (Dy N Dg) £ dim. D,

Definitie.

De verbinding , of directe som, van twee lineaive declruimten Dy en Dy van R,
is de verzameling vectoren x Y, waarbij X € Dy en y € D,.

De verbinding van Dy en Dq geven we aan met Dp -+ Dy

Merk op, dat elke vector van D, + Dy ook een vector is van Ry,

Stelling 4.
De verbinding van twee lineaire deelruimten D, en D, van R, is een lineaire
deelruimte van R,

Bewijs.
We moeten aantonen dat, als x; yien Xs + ye tot Dy, Dy behoren, (waarbij
X1 en x2 € Dy, y1 en ya € Dy), dit ook het geval is met (x; 4 y1) +(x2 + y2)
en met A(x; —-—yl)
Daar x; € Dy en xs € Dy, is ook x; +x2 € Dp; en daar Y1 €Dgen yz € Dy, is
ook V1 + y2 € Dq. Hieruit vulgt dat (x1 +x2) + (_\_l + y2) behoort tot
p -+ Dg. Verder is:

(B +x2) +(n1 +y2) = (21 +31) + (22 +y0),
waarmede is aangetoond dat (x; +y1) + (X2 + y2) behoort tot Dy + Dy.
Met behulp van:

X1 + Ay = A(x1 + )

kunnen we aantonen dat ook A(x; -+ y1) tot Dy + Dg behoort.
Dy + Dy is dus een lineaire vectorruimte : daar alle genoemde vectoren tot Ry,
behoren, is Dy + Dg een lineaire deelruimte van Ry.

Stelling 5.
Zijn D, en D, twee lineaire deelruimten van R,, dan is:

dim. (D, + D) = dim. D, + dim. D, — dim. (D, n D) .

Bewijs.

De stelling is juist als Dy, en/of D de nulruimte is. Stel nl. dat D, de nulruimte
18, dan is D, + Dq = D,, dim. Dy = 0 en dan is Dy N Dy ook de nulruimte,
dus dim. (D, N Dg) = 0. De stelling luidt dan: dim. D, = dim. D,

We nemen nu aan, dat D, noch D de nulruimte is; dim. Dp = p, dim. D = q
en dim. (Dy N Dy) = m.

We kiezen een lineair-onafhankelijke basis van Dy N Dy, nl.:

a1,82,. - 2m - (1)
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We vullen deze basis aan (zie stelling 2) tot een lineair-onafhankelijke basis

van Dy:
a1,22,. . -,2m, b1, bz,.. ., Dbp-m. (2)

Ook vullen we basis (1) aan tot een lineair-onafhankelijke basis van Dgy:
a;,az,..»am, €1,C2...,Cq-m - (3)

Uit de definitie van Dy + Dq volgt:

21,32, . »&m, b1,bs,...,Bp-m, C1,C2. . Ca-m (4)
is een basis van Dy + Dg. Het aantal vectoren van deze basis is p +q — m.
We bewijzen nu, dat basis (4) een lineair-onafhankelijke basis is, dus dat
dim. (Dp +Dg) =p +q — m.
We beschouwen de betrekking:

m p-m q-m
2 Akak + pxbe + 2 vkck = © (3)
=1 k-1 k-1
of:
J’T; p-m q-=m
Y Axax + X prbe= — 2 vkCk = X.
k=1 k-1 k=1

Uit het eerste lid volgt: x € Dp en uit het tweede lid volgt: x € Dg, dus x
behoort tot Dy N Dy,
Daar (1) een basis is van Dy N Dg is

m

x = X2 M'ax
: k=1
én
q_m
e ViCk ,
. k=1
waaruit volgt:
m q-m
Y A'ak + 2 vkCe = 0. (6)
k=1 k=1

Het stelsel (3) is lineair-onafhankelijk ; betrekking (6) is dus slechts juist voor
v = 0i(le= 1,2,...,q—m)- Betrekking (5) wordt nu:

m p _m

Y Axax + X pxbk = 0.
k=1 k-1

Daar stelsel (2) eveneens lineair-onafhankelijk is, 1s betrekking (5) slechts juist
voor Ax = 0 (k = 1,2,...,m) en ux = 0 (=112 "D — 8],
Hiermede is aangetoond, dat de basis (4) van Dy + Dy lineair-onafhankelijk
is, waaruit volgt:

dim. (D, +Dg) =p +9 —m.
We kunnen de stelling ook zo formuleren:

dim. (Dp N Dy) + dim. (Dp + Dg) = dim. Dp 4 dim. Dy .

TS e N Rw
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§ 6. Opgaven.

1. Bewijs dat a, b en ¢ dan en slechts dan een lineair-onafhankelijk stelsel
vormen, als a 4 2b, b 4 3c en ¢ een lineair-onafthankelijk stelsel vormen.

2. Van een lineaire vectorruimte vormen a, 2a — ben b + 2¢ een basis. Bepaal
de dimensie van deze lineaire vectorruimte:

1°, als a, b en ¢ een lineair-onafhankelijk stelsel vormen;

2°. als a lineair afhankelijk is van b en ¢, terwijl b en ¢ een lineair-onafhankelijk

stelsel vormen.

3. Toon aan dat de vectoren (0,1,2,3), (3,0,1,2), (2,3,0,1) en (1,2,3,0) een
lineair-onafhankelijk stelsel vormen.

4. Van de vectoren x = (x1,Xs,X3,X4) in R4 voldoen de kentallen aan de
vergelijkingen:

Xp — 2Xs — X3 +Xq4 = 3x) — 6% — 3x5 —4x3 = 0.
Bepaal een lineair-onafhankelijke basis en de dimensie van de lineaire deel-
ruimte die door deze vectoren wordt opgespannen.
Antw.: (2,1,0,0) en (1,0,1,0); 2.

5. Van de vectoren x = (x1,Xs, X3,X4,X5) in Rs voldoen de kentallen aan de
vergelijkingen:

.‘(1-——21(3—,\’5: Xg +3X3—2X4 =)\,
Bepaal een lineair-onathankelijke basis en de dimensie van de lineaire deel-
ruimte die door deze vectoren wordt opgespannen.
Antw.: (2,—3,1,0,0), (0,2,0,1,0) en (1,0,0,0,1); 3.

6. D, en D; zijn twee lineaire deelruimten van R, en D; - Ds = Ry,
Te bewijzen: dim. D; + dim. Dz = n.

7. D1 en Dy zijn twee lineaire deelruimten van R,. De verzameling van alle
vectoren die tot D; of tot Ds of tot D; n D2 behoren, heet de vereniging van
Dy en Ds. De vereniging van D; en D; wordt aangegeven met Dy U Ds.

Toon aan dat D; U Dy in het algemeen geen lineaire vectorruimte is.




HOOFDSTUK XV

EUCLIDISCHE VECTORRUIMTEN

§ 1. Euclidische vectorruimte.

Van twee vectoren a en b in een lineaire vectorruimte definiéren we een

inwendig produkt:

Definitie.
Onder een inwendig produkt (a,b) van de vectoren a en b verstaan we een scalair
getal dat aan de volgende voorwaarden voldoet
1°. (a,a) = O (het gelijkteken geldt slechts voor a = 0);
2°. (a,b) = (b,a);
b

e

% (a.b +c) = (a,b) 1+
Uit 3°. volgt: (a,0) = (0,a) = (0.a,a) = 0. (a,a) = 0.
Een lineaire vectorruimte waarin voor elk tweetal vectoren een dergelijk
inwendig produkt gedefinieerd is, heet een euclidische vectorruimdte.

Ongelijkheid van Schwartz.
Zijn a en b twee vectoren in een euclidische vectorruimte, dan is:

Bewijs.
Isa = 0,danis (a,b) = Oen (a,a) = 0, zodat (1) dan geldt.
Is a # o, dan is:
(Aa +b,4a +b) = 0 voor elke 2,
dus
(%a,2a) + (4a,b) + (b,4a) + (b,b) = 0,
of

A2(a,a) + 24(a,b) -+ (b,b) = 0 voor elke 4 en (a,a) > 0.
Hieruit volgt:

of
Definitie.

In een euclidische vectorruimte verstaan we onder de lengle |a| van een vector
a het getal:

B 15T et ey
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la| = y/(a,a) -

De enige vector met de lengte 0 is dus de nulvector o.
Is a % o, dan heeft de vector aflal de lengte 1, immers:

lengte S V(__I“,—:Ll_) - V]_g-_(; =3 1L

al |af la

- Voor a = o eveneens de lengte 1 heeft.

2]

. a
Toon zelf aan, dat ~—T

De ongelijkheid van Schwartz kunnen we als volgt schrijven:
(a.b)? < [af2. b2

of:
— |al . |b] = (a,b) = Jal. |b] .
Hieruit volgt: voor a 4 0 en b # o is:
T2 i e
T s ] R

Zijn a en b beide ongelijk aan de nulvector, dan is er steeds één hoek @ met:
(a,b)

COSp = —

al . b|

In een euclidische vectorruimte noemen we de op deze wijze gedefinieerde hoek
@ de hoek tussen de vectoren a en b.

Is (a,b) =0,a0en b +# o, dan is ¢ = #/2, dus a | b. Omgekeerd: Is
a | b ,danis (a,b) = 0.

Voor a = ¢ of b = ¢ is cos ¢ dus ook hoek ¢ niet gedefinieerd.

Daar voor elke a geldt (a,0) = 0, zeggen we dat de nulvector loodrecht staat
op elke vector, dus ook loodrecht op zichzelf.

Zijn a en b twee vectoren in een euclidische vectorruimte, dan geldt de volgende
»driehoeksongelijkheid” :

O=2pg=Emn.

Bewijs. la +bf*> = (a +b,a +b) = (a,a) + 2(a, b) + (b,b) .
Volgens de ongelijkheid van Schwartz is (a,b) < |a| . |b
Hieruit volgt:

la +b|® < [a]® +2ja| . [b| + [bI2 = (la] + [b])2,

dus

Opmerkingen.

1. In de driehoeksongelijkheid geldt het gelijkteken slechts als a = o, of als
b = o, of als de hoek tussen a en b gelijk is aan nul.

2.]a—Db| = [a 4+ (=b)| = la| +|—=b| = la| +Ib].
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§ 2. Orthogonale en orthonormale stelsels vectoren in een euclidische vector-
ruimte.

Definitie.

Een stelsel vectoren in een euclidische vectorruimte En heet orthogonaal, als alle
vectoren ongelijk zijn aan o en als alle vectoren twee aan twee loodrecht op elkaar
staan.

Stelling 1.
In een euclidische vectorruimte Ey is elk orthogonaal stelsel vectoren een lineair-
onafhankelijk stelsel.

Bewijs.
Stel aj,as,. . .,ap 1s een orthogonaal stelsel vectoren in E,, dus
(ar, Ay =0 o= 12 o nilen i 1 2 sip e e s T
(akax) = jaxl2 #0, k=1,2,...,p.

We moeten aantonen, dat uit:
Aray +Azae ... +Akak +... +4Apap =0 (1)

volgt, dat elke 2 = 0.
Voor k = 1,2,...,p is in verband met (1), het inwendig produkt

(ak, ma1 + A2a2 +... + Akak +... + Apap) = (ak0) = 0.

Daar het linker lid gelijk is aan Ax(ak,ax) en (ag,ax) % 01is Ax = 0,
=il - pe

Definitie.

Een stelsel vectoren in een euclidische vectorruwimite heet orthonormaal, als alle
vectoren twee aan twee loodrecht op elkaar staan en als alle vectoren de lengle 1
hebben.

Daar een orthonormaal stelsel vectoren een lineair-onafhankelijk stelsel is, kan
in een euclidische vectorruimte E, of in een lineaire deelruimte van E, een
orthonormaal stelsel vectoren dienen als lineair-onafthankelijke basis; zo'n
basis heet een orthonormale basis.

Een orthonormale basis van een euclidische vectorruimte E, kan gevormd
worden door de n eenheidsvectoren:

er= (1,0,. . .0), ea =[(0.1,...,0),. =, €n= (0;0;. ... 1)
Deze eenheidsvectoren hebben alle de lengte 1 en staan twee aan twee lood-
recht op elkaar.

Zijn t.o.v. deze basis a = (ajas,...,ay) en b = (by,be,. .., by) twee vectoren
in E,, dan is:

D
el
O

ne

D

da

dg
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a —aje +agez +... +-anen en b = bie; 4 baes +... +baen.
Het inwendig produkt (a,b) is dan:
(a,b) = (a1e1 +ases + ... +apen, bier + bees 4. .. + baen) =
aiby +asbs +... +apby.
Conclusie:

Vormen in een euclidische vectorruimte E, de n eenheidsvectoren de ortho-
normale basis, dan is van a = (aj,as,...,ap) en b = (b1, bs,. . ., by) in E, het
inwendig produkt

(a,b) = aiby 4-asbs 4... 4-anby; (2)
de lengte van vector a is dan:
la] = J(a12 + a2 4. .. +a,?). (3)

Stelling 2.
Elke lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte E, bezit een ortho-
normale basis.

Bewijs.
Zij Dy, een p-dimensionale lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte
E., met basis:

d1,a2,...,2p .
Daar deze basis p vectoren bevat, is het een lineair-onafhankelijke basis en is
elke vector =+ o.
Om van deze basis een orthonormale basis te maken, gaan we als volgt te werk.
1°. Kies één van de vectoren, bijv. a;. Daar a; # o, kunnen we deze vector
normeren, d.w.z. vervangen door:

C] — danis |cil = 1.

a1l ’
De vectoren ci,2s,. . .,ap vormen weer een lineair-onafhankelijke basis van D,
2° Neem:

by = as — (az,¢1) . 1,
dan is be | c;, immers:
4 en ¢ zijn lineair onafhankelijk en (bs,¢1) = (as,¢1) — (az,¢1) (c1,¢1) = 0.
Normeer be, dan ontstaat:

Coy' — dus cs | ey en jesl'= 1.

1

o
|

Toalll=d

De vectoren ¢y, ¢s,a3,. . .,ap vormen weer een lineair-onafhankelijke basis van
D,
3°. Neem:

dan is bs % 0 en bg




Normeer bg, dan ontstaat:
bs
bal’

De vectoren ¢i,cs,C3,a4,. - .,2p vormen weer een lineair-onafhankelijke basis

dus ¢z | ¢c2 en cg | ¢ en |[easl=1.

0

g = -
|

van Dy,
Op deze wijze door gaande, ontstaat tenslotte een orthonormale basis van Dy:

C1,C2,. . ., Cp.

De werkwijze om van een gegeven lineair-onafhankelijke basis een orthonormale
basis te maken, heet het orthogonaliseren van de basis.

Uit het bovenstaande volgt:

Elke lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte is een euclidische
vectorruimte die een orthonormale basis bezit.

Voor p = 2 kunnen we, door van verschillende basissen van Dy, uit te gaan,
verschillende orthonormale basissen van D, doen ontstaan.

In het bijzonder heeft elke n-dimensionale euclidische vectorruimte E, (n 2 2)
verschillende orthonormale basissen.

Stelling 3.

In een euclidische vectorruimte E, wordt het inwendig produkt van twee
vectoren uit de kentallen van deze vectoren ten opzichte van elke orthonormale
basis op dezelfde wijze gevormd.

Bewijs.
Zij ¢1,Cs,. . .,Cn een orthonormale basis van een euclidische vectorruimte E,.
Zijn a en b twee vectorenin E,ent.o.v. deorthonormale basisa = (x1,x2,. . .,on)
en b = (B1,8s,. . .,Bn), dan is:

a = o1€1 +*gC2 | ... +*xnCn
en

b = fici +8e¢c2 +... + Ontn.
Dan is het inwendig produkt van a en b:

(5_‘--1_)) =oafi +oaefs +... +onfn.

Vergelijken we deze uitdrukking met (2), dan zien we dat het inwendig produkt
(a,b) ten opzichte van de orthonormale basis ci,¢s,. . .,cn op dezelfde wijze
wordt gevormd als ten opzichte van de orthonormale basis ej,ez,. .., en. De
formule van (a, b) is dus invariant bij overgang op een andere orthonormale ba-
sis,
De lengte van vector a = (x1,09,. . .,%n) 18:

la| = V(a2 + oo +. .. +on?) .

00 N -

E
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Vergelijken we deze uitdrukking met (3), dan zien we dat ook de formule voor
de lengte van een vector in een euclidische vectorruimte E, met een ortho-
normale basis invariant is bij overgang op een andere orthonormale basis.

Opmerking.
Zijn a = (aj,as,...,an) en b = (by,by,...,by) twee vectoren in R, en is a

geschreven als een rijvector en b als een kolomvector, dan noemen we:

a1by +asbs +... +anby
het rij-kolom-produkt van a en b, dus:
bl\
be
(a1a2...an) SlE=taghiesicanbe Sl Sy
\bp/

Zijn a en b twee vectoren in een euclidische vectorruimte E, met een ortho-
normale basis, dan is blijkbaar het rij-kolom-produkt hetzelfde als het inwendig
produkt van a en b.

Voorbeeld.
In een euclidische vectorruimte E4 wordt een drie-dimensionale lineaire deel-
ruimte D opgespannen door de lineair onafhankelijke vectoren :

a1 = (1,0,0,—1), az = (0,1,0,—1) en as = (0,0,1,—1).

Bepaal een orthonormale basis van Ds.

Oplossing.
Kies
aq 1
= — =— (1.0,0,—1)5
1 1 :
by = as — (as,c1) . &1 = ‘—Z_L_.-'_')gl =3 (=1.20,=1);
. ]‘—’ el e
D2 }
b (as, c2) (as, ¢1) lc lc I(I 1,3,—1)
D3 = ag — (as, ¢9) . co — (as,¢1).C = gdy— =l — =l =sl—1,—1.3,— H
az — (as 8,€1) . C1 3= 76 25t 3
bs 1
— . =E e = T S

Een orthonormale basis van Dg is dus:

(—1,2,0,—1), —1—(—],—1,3,—1}.

!
7 (1,0,0,—1j, 23

!
76
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§ 3. Orthogonaal-complementaire deelruimten.

Definitie.

Zij Dy, een lineaire deelruimie van een euclidische vectorruimte E, en x een vector
in Eq. Als x loodrecht staat op elke vector in Dy, dan zeggen we: x staat loodrecht
op Dy en schrijven: x | Dy.

We sluiten hierbij de nulruimte uit, dus p > 0.

Toon aan, dat x | Dy dan en slechts dan als x loodrecht staat op alle vectoren
van een basis van Dy,

Toon ook aan dat, als x | Dy en x £ o, vector x niet in D, ligt.

Zijn Dy en Dy twee lineaire deelruimten van een euclidische vectorruimte en
staat elke vector in Dy loodrecht op elke vector in D, dan staat ook elke vector
in D loodrecht op elke vector in D;,. We zeggen dan: Dy en D staan loodrecht
op elkaar en schrijven: Dy, | Dy.

Merk op: Dy n Dgq = 0.
Stelling.

Is D, een lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte E,, dan vormen
alle vectoren in E, die loodrecht op D staan een (n — p) dimensionale lineaire
deelruimte D, van E,.

Elke vector x € E, is éénduidig te schrijven als: x = x1 | x» met x; € D, en
Xg € Dn—pA

Bewijs.
Kies een orthonormale basis ¢i, ¢, . . .,¢p van Dy, en vul deze aan tot een ortho-
normale basis ¢1,Cs,. . .,Cp,Cp+i,- - -,Cn Van Eg,

Is Dy de lineaire deelruimte van E, die cp41,...,cn tot basis heeft en is
y een vector die loodrecht op Dy staat, dan moeten we aantonen dat alle
vectoren y Dn—p geheel opvullen.

Stel

y=Aha +Ac +... +Apcp +Apracpt + ... + Antn. (1)
Daary | Dy, is (y,cx) =0, k= 1,2,...,p.
Dus

Aifci,c1) = As(ce,c0) = = Ap(Cp.Cp) = 0
dus
AL = e =5 =" =10

Hieruit volgt: Y = Ap+1Cp+1 + ... + AnCn, waarin de waarden van A geheel

willekeurig zijn.

Elke vector y € E,, die loodrecht op Dj staat, ligt dus in Dy en elke vector
y € Dy staat loodrecht op Dy.

(] =

A

St
A
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Voor elke y € Ey is de schrijfwijze (1) éénduidig.
Stellen we
x1=he +... + ;-p(_:]} en Xs = ;'-pv'l';pll + ...+ AncCn,
dan is
= X3 +%X2 met x1 €Dy en x eDy_p.

r

We noemen x; de loodrechte projectie van y op Dy en x» de loodrechte projectie
vany op Dyy.

We noemen Dy en Dy orthogonaal-complementaire deelruimten; we zeggen
ook dat Dy en Dy elkaars orthogonale complement zijn.

Voorbeeld.
In een euclidische vectorruimte E; wordt de lineaire deelruimte Ds opge-
spannen door de lineair onafhankelijke vectoren:
a=(1,2,0,0), b =(0,1,2,1) en ¢ = (0,0,1,2).
Bepaal de loodrechte projectie van x = (3, —5,6, —5) op Ds.

Oplossing.
Stel D is het orthogonale complement van Ds, dan is:

X=p-+q met peDs en qeD;;
P = Aa + Asb + Asc = (4,24 + A2, 245 + A3, A2 + 273) .

(x—pa) =0 of 54 + 24 — —F

(3—9,1_])20 of A1 +34 +2i3 =1

(x—pc) =0 of A%y 505 = —4 .
Hieruit volgt: 4y = —3, Ao =4, 13 = —4.

De loodrechte projectie van x op Dgisdus p = (—3,—2,4,—4).

§ 4. Opgaven.

1. Bepaal voor de euclidische vectorruimte E3 een orthonormale basis vy, vs, va
20, dat v; en v» liggen in de lineaire deelruimte opgespannen door de vectoren
(1,1,4) en (0,1,2), terwijl v; bovendien ligt in de lineaire deelruimte opge-
spannen door de vectoren (2,1,0) en (1,3,2).

1 |

I
Sntwes oo (. 9. 10 =(2,—1,2) en =(2,2,—1).
2. In een euclidische vectorruimte Ej is een lineaire deelruimte D opgespannen
door de vectoren (1,1,1,1), (5,—1,5,—1) en (2,1,—8,1).
Bepaal voor Dj een orthonormale basis.

I
=1, =1,1,—1) ien

| I
Antw,: — —(1,0,—1,0) .
ntw 2(],],I,]}l, 5 F,Q( 0)




3. In een euclidische vectorruimte Es wordt een lineaire deelruimte D3 opge-
spannen door de vectoren (1,2,2,0,0), (2,6,2,1,0) en (4,6,1,—1,1).
Bepaal voor Ds een orthonormale basis.

Antw.: é (1,2:2,0,0);; :; 0,2,—2,1,0) en P% (2,0,—1,—2,1).

4. In een euclidische vectorruimte Es wordt een lineaire deelruimte D> opge-

spannen door de vectoren (2, —1,0) en (3,0,1). §

Bepaal de loodrechte projectie van (2,0, —4) op D.. :

Antw.: (1,—2,—1). G
X

5. In een euclidische vectorruimte E;4 wordt een lineaire deelruimte D3 opge-
spannen door de vectoren (1,1,—1,0), (2,1,—1,—1) en (—1,2,0,—3).

Bepaal de loodrechte projectie van (3,6,1, —3) op Ds.

Antw.: (24, —2,—4).



HOOFDSTUK XVI

LINEAIRE VERGELIJKINGEN

§ 1. Niet-homogene lineaire vergelijkingen.

Gegeven is het stelsel van p lineaire vergelijkingen met n onbekenden X1, Xage
X

an X1 +are X +... +ayx;+... +aym Xn= by
Qg X1 A2 X3 +... +as X) +... +as, xn = by
| s (1)
a1 X1 -+ di2 Xz T+ -+ ai; Xj + -+ Qin Xn = bj
Ap1 X1 +apeXe +... +ap;X; +... 4+ appnXp = by

De getallen by (i = 1,2,...,p) heten de bekende termen. Zijn de bekende
termen alle 0, dan noemt men het stelsel vergelijkingen homogeen: zijn de
bekende termen niet alle 0, dan heet het stelsel vergelijkingen niet-homogeen.
We kunnen x — (%1,X9,. . .,Xn) beschouwen als een vector in Ry en

b = (by, bs,. .., by) als een vector in R,. Door (1) wordt dan aan elke vector
X € Ry één vector b € R, toegevoegd.

We willen nu alle vectoren X € R, bepalen waaraan een gegeven vector b € R,
is toegevoegd. We noemen dit het oplossen van het stelsel lineaire vergelijkingen
(I). Elke vector x die aan (1) voldoet heet een oplossingsvector; de kentallen
X1,X3,. . .,Xp van een oplossingsvector vormen een oplossing van (1).

We zullen eerst de voorwaarden onderzoeken waaronder het stelsel niet-
homogene vergelijkingen oplosbaar is en daarna een manier aangeven om de
oplossingen te bepalen.

Het schema van de coéfficiénten =152 o pe i =12, ..n):

.“’H‘” 5 RIS - | & . din,
'E'lg| dgs . . .ad2j...4d2n
dil a2 aij - din (2}
‘aplap2. . .4pj. . .dpn

bestaande uit P rijen en n kolommen, noemt men een matrix; ay; is het getal of
het element uit de ide rij en de j% kolom. We noemen (2) de matrix die bij het
Stelsel vergelijkingen (1) behoort.

Elke rij bestaat uit n getallen. Aan elke rij kunnen we dus een vector toe-




voegen waarvan die n getallen de kentallen zijn; dat is dus weer een vector uit
een n-dimensionale vectorruimte Ry. Zo kunnen we aan de i%¢ rij de vector:
(an,aiz,. . -,a1n)
toevoegen. We noemen deze vector de i9¢ rijvector.
Evenzo kunnen we aan elke kolom (die uit p getallen bestaat) een vector uit
een p-dimensionale vectorruimte Ry toevoegen. De vector:
(a1y, @2y, - - ., Apy)
heet de jde kolomwector.
Voegen we aan de bekende termen b1, be,. . .,bp de vector (by, bs,.. ., bp) toe,
dan is het stelsel vergelijkingen (1) te schrijven als:

a1y a1 apj adin fxbl‘

asy ag2 as ag ba =
X1 . -+ %o = 4+ ... +Xj .J — AT —I—.\‘.n .n = . (j}l

\adp1 apz apj/ apn/ \bp

Stellen we a; = (aij,asj,. . -, ap)) (j = 1,2,...,n) en b = (by,b,. .., bp),
dan is het stelsel vergelijkingen (1) te schrijven als:

X131 +x2as +... +x8; +... +Xpan = Db. (4)
Het stelsel vergelijkingen (1) is nu omgezet in de vectorvergelijking (4.)
Hieruit volgt dat het stelsel vergelijkingen (1) dan en slechts dan oplosbaar is,
als b lineair afhankelijk is van de kolomvectoren ay,az,. . .,an van de matrix (2).

Voorbeelden.

1. Gegeven de vergelijkingen:
4x; + %o — 2x%3 = 2
2x1 -+ bxs + 3x3 = 4.

We kunnen deze vergelijkingen als volgt schrijven:
4 1 . =5 2
(o) 4 (g) 3 () = ()

G] = q, (é) — 2, (_f) — a3 en (i) — b,

dan is het stelsel vergelijkingen te schrijven als:
X14; + X282 +Xzaz = b.
De vectoren ai,as,as en b zijn vectoren in Rs.
We kiezen een willekeurige waarde voor de onbekende x;.
Daar as en as een lineair-onafhankelijk stelsel vormen, vormen ze een lineair-

Noemen we

onafhankelijke basis in Ro.
De vector b — x; a1 kan dus op één en slechts één manier een lineaire combinatie

van as en ag zijn. Bij elke waarde van x; vinden we dus één stel waarden voor

Xs en x3 z0 dat:

Sp
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aa
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b — X131 = X229 + Xsa3.

Het gegeven stel vergelijkingen heeft dus oneindig veel oplossingen.

2. Gegeven de vergelijkingen:
2)(1 — bl
X1 +3x2 = bs
3x1 +2x5 = bs
Dit stelsel vergelijkingen is als volgt te schrijven:

2 0 by
. (1) +x2. (3] = |b2
3 2 bs

De vectoren a; = (2,1,3) en as = (0,3,2) in R3 vormen een lineair-onaf-
hankelijk stelsel. Ze spannen dus een lineaire deelruimte Ds van Rj op.
Ligt nu de vector b = (b1, b, bs) niet in Ds, dan is b niet lineair afhankelijk van
41 en ap. Het stelsel vergelijkingen heeft dan geen oplossing.
Ligt b wel in D, dan is b op €¢n en slechts één manier lineair uit te drukken in
41 €n 2y, die een lineair-onafhankelijke basis van D, vormen. Het stelsel verge-
lijkingen heeft dan één oplossing.
In het algemeen zijn de n vectoren uit (4):

a1,32,23,. . ., @n ()
vectoren uit een p-dimensionale vectorruimte R, (elke vector heeft immers p
kentallen). We veronderstellen dat het maximum aantal vectoren van (5) dat
een lineair-onafhankelijk stelsel vormt, gelijk is aan k. De vectoren (5) spannen
dan een deelruimte Dy van R, op.
Er zijn nu twee mogelijkheden:
I°. b ligt in Dy, dus b is lineair afhankelijk van de vectoren (5). In dit geval is
het stelsel (1) oplosbaar. De vectoren:

a1,a2,a3,. . .,an,b (6)
spannen dan dezelfde deelruimte Dy op als de vectoren (5). Het maximum
dantal vectoren van (6) dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt, is dan ook
gelijk aan k.

2°. b ligt niet in Dy, dus b is lineair onafhankelijk van de vectoren (5). Het
stelsel (1) is dus onoplosbaar. Het maximum aantal vectoren van (6) dat een
lim‘.;lir—nn;lfh:ulkvlijk stelsel vormt, is nu gelijk aan k 4 1.

Uit het bovenstaande volgt, dat het stelsel (1) dan en slechts dan oplosbaar is,
als het maximum aantal vectoren dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt
van (5) en van (6) hetzelfde is.

Komen in een matrix hoogstens k kolomvectoren voor die een lineaire-onaf-
hankelijk stelsel vormen, dan zeggen we dat de rang van de matrix gelijk is
aan k.




Definitie.

De rang van een matrix 1s gelijk aan het maximale aantal lineair onafhankelijke
kolomvectoren.

De rang van een matrix is dus gelijk aan de dimensie van de deelruimte die
door de kolomvectoren wordt opgespannen.

Behalve de matrix (2) beschouwen we ook de matrix:

dai11 412 . . .d1n ])1
Qg1 azz . ..agn ba (7)
ap1 2p2. . .2pn bp

We noemen deze de aangevulde matrix die bij het stelsel (1) behoort.

Is de rang van de matrix (2) gelijk aan k, dan is de rang van de aangevulde
matrix (7) gelijk aan k of k +- 1.

Uit het vorenstaande volgt:

Het stelsel (1) van p niet-homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden
is oplosbaar als de rang van de aangevulde matrix (7) gelijk is aan de rang van
de matrix (2) en onoplosbaar als de rang van de aangevulde matrix (7) één
hoger is dan de rang van de matrix (2).

§ 2. Het bepalen van de rang van een matrix
Stelling 1.
Zijn
Q1A e p B ey s et B0 (1)

vectoren in R,, dan is het maximum aantal lineair-onafhankelijke vectoren van
‘1) hetzelfde als van:

81,89, o+« ABK- < 2280, + + D (4 £ 0) (2)
en eveneens hetzelfde als van:
a1,32;- . -8k + Aay. . 25 . 8p. (3)
Bewijs.

De vectoren (1) spannen een deelruimte D van R, op met (1) als basis. Is
x €D, dan is:

X = ha +Aeae +... + Akax +... +4pap. (4)
Hieruit volgt:
’ A . oy
X = Aia1 + A2a2 +. .. -}—;—k(Zak} + .. dpay. (5)

Omgekeerd volgt uit (5) weer (4). Dus (2) is ook een basis van D.
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Verder volgt uit (4):

X =ha +Aar +... +A@c +4a) +... + (4 — Akda; +... 4+ Apap.
Omgekeerd volgt uit deze laatste betrekking weer (4). Dus (3) is ook een basis
van D.

Het maximum aantal lineair onafhankelijk vectoren van (1), van (2) en van
(3) is de dimensie van D; deze aantallen zijn dus gelijk.

We beschouwen de matrix:
a1 412.. . . d1n

as) asgz ... don

dpl . ...dpn
Als de rang van deze matrix gelijk is aan k, dan is k het maximum aantal
kolomvectoren dat een lineair-onathankelijk stelsel vormt.
We noemen r het maximum aantal rijvectoren dat een lineair-onafhankelijk
stelsel vormt.
We bewijzen nu: r = k.
Daartoe bewijzen we eerst de volgende stellingen:

Stelling 2.

Het getal r verandert niet, als we:

1°. Alle elementen van een rij met A (3£ 0) vermenigvuldigen;

2°. Bij de elementen van een rij A maal de overeenkomstige elementen van een
andere rij optellen;

3°. Een rij waarvan alle elementen nul zijn, weglaten;

4°. Twee rijen verwisselen.

Noemen we de rijvectoren van (6) resp.

a1,42,83,. . ,dp,
dan volgt 1° en 2° onmiddellijk uit stelling 1.
Zijn alle elementen van een rij 0, dan is deze rij afhankelijk van de overige
rijen. Laten we deze rij weg, dan verandert r dus niet.
Het is onmiddellijk duidelijk dat r eveneens onveranderd blijft, als we twee
rijen verwisselen.

Stelling 3.

Het getal k verandert niet, als we op de rijen één van de bewerkingen uit stelling
2 toepassen.

Gemakshalve vermenigvuldigen we alle elementen van de eerste rij met 4 (5 0)
en tellen we bij de elementen van de tweede rij A maal de overeenkomstige
elementen van de eerste rij op. We krijgen dan de volgende matrices:
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Aay Aaze. . .Aain an a2 el ) Hin
as1 age... asn () az1 - Aan asz -+ Aase. . .asn + daig (8)

SR e e ap o R e

Veronderstel dat een kolomvector in (6), neem weer gemakshalve de eerste,
lineair afhankelijk is van de overige. Er bestaan dan getallen 2s,12s,. .., 44
z6 dat:

11 a2 d13 /d1n
dz1 d22 d23 a2 azn .
N =dell SN Al L A (9)
dp1 dp2 dp3 dpn
Dan is voor dezelfde getallen Az, 43,. . ., An:
)»E\.u ,7.1!.12 lélm }.21111
dz1 dag dag 1 A2y :
1= A : - As R [ SR - (10)
dpl dp2 - apg’ dpn
en
an a1z din
agy + Aan , [ a2 + Aaa) | asn + Adin
7 PORTIE s bt 1 (11)
dpl ap2 dpn

Omgekeerd volgt (9) uit (10) en ook uit (11).

Hieruit volgt dat de overeenkomstige kolomvector in (6), (7) en (8) of lineair
afhankelijk of lineair onafhankelijk is van de overige kolomvectoren. Het
getal k is dus in (6), (7) en (8) hetzelfde.

Stelling 4.

Het getal k verandert niet, als we op de kolommen van de matrix soortgelijke
bewerkingen toepassen als op de rijen worden toegepast in stelling 2.

Het bewijs komt overeen met dat van stelling 2.

Stelling 5.
Het getal r verandert niet, als we op de kolommen de bewerkingen van stelling
4 toepassen.

Het bewijs verloopt als dat van stelling 3.

Nu bewijzen we dat k = r.

Met behulp van bovenstaande stellingen kunnen we, zonder dat k of r verandert,
matrix (6) als volgt vereenvoudigen:

O B =

O

W
ee
he
ge
V.
ke
V¢
D
ke
he




37

1°. Elke kolom en elke rij die uitsluitend uit nullen bestaat, wordt weggelaten.
2°, Zo nodig worden de rijen zo verwisseld dat a;; s 0.
3°. De elementen van de eerste rij worden door ay; gedeeld; dan is de nieuwe
a1 = 1
4°. De elementen van de tweede rij worden verminderd met as; maal de over-
eenkomstige elementen van de eerste rij; dan is de nieuwe az = 0. Op soort-
gelijke wijze worden de nieuwe ag, aq;, . . ., ap gelijk aan nul gemaakt. De eerste
kolom is nu:

(10,000 50) =

We zeggen dat de eerste kolom met behulp van de eerste rij is schoongeveegd.
5% Indien er nu een rij is ontstaan die uitsluitend uit nullen bestaat, dan wordt
deze weggelaten.

Nadat de eerste kolom is schoongeveegd, gaan we de tweede kolom schoonvegen.
Dit gebeurt als volgt:

6°. Zo nodig verwisselen we de tweede kolom met een volgende kolom zodat
ags 7 (. Daarna delen we de elementen van de tweede rij door ags, waarna de
nieuwe azs = 1 is, Tenslotte verminderen we de elementen van de eerste, de
derde t.m. de laatste rij resp. met ajp, ags, enz. maal de overeenkomstige ele-
menten van de tweede rij. Door deze bewerkingen is de tweede kolom nu:

(0,10,...:0).
Op deze wijze voortgaande krijgen we tenslotte een matrix van de gedaante:

l()o...Obhq;_[.-‘bln
O]O,..Ob:!.q+1..<b2n (12}
000...1 bg,q41...bgn

waarvan, ondanks alle bewerkingen, het maximum aantal kolomvectoren dat
een lineair-onafhankelijk stelsel vormt, gelijk is aan k van matrix (6), terwijl ook
het maximum aantal rijvectoren dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt,
gelijk is aan r van (6).

Van matrix (12) is het maximum aantal rijvectoren en ook het maximum aantal
kolomvectoren, dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt gelijk aan q. Hieruit
volgt dat voor matrix (6) geldt: q = k = r.

De rang van een matrix is dus niet alleen gelijk aan het maximum aantal
kolomvectoren dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt, maar ook gelijk aan
het maximum aantal rijvectoren dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt.

Opmerking.

In het voorgaande is de rang van de matrix bepaald door de kolommen schoon
te vegen ; men kan volgens het bovenstaande de rang ook bepalen door de rijen
schoon te vegen.




Voorbeeld.

Bepaal de rang van de matrix:
R i b
I e i e
=2 g 3 =il
. i o= | S |
Oplossing.
3l 21| =g {nlf 4w Pielifbisdsgly HWipleg
sy ngy oalijs Yughies jasiigo =i [ neighn aepepiliel
1wy 3 =g —1) Lelo —2 2 sgweig
T (L (R BTy palteigoe sl gnilign by
I I
s et WP = RN s ¢ S A
S I el W Ty Ry 5 i il e ety Tt
) T TR St ) e/ T S 5, & R
0 0 =4 4 —4 g 90 —F. 3§ —I1
111 I\
O o= o f 0 oD otsiy e o —2
o f1%0 Tl 9 1.0 1@ | 0 o 0)
ol 0 W F Bty ek ik S0 O A o=k
0 dut Qe el e Ginsio VI
\,‘
Verklaring.

I1 is verkregen door de eerste kolom van I schoon te vegen met behulp van
de tweede 11j.

111 is verkregen door de tweede kolom van II schoon te vegen met behulp van
de eerste rij.

IV is verkregen door de derde en vierde rij van III door 4 te delen.

V is verkregen door de derde kolom van IV schoon te vegen met behulp van de
derde rij.

VI is verkregen door de laatste rij van V weg te laten.

een lineair-onafhankelijk stelsel vormen. De rang van de matrix is dus 3.

Uit VI zien we dat de matrix drie rijen (en dus ook drie kolommen) heeft die

—
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§ 3. Het oplossen van niet-homogene lineaire vergelijkingen.

Twee stelsels vergelijkingen zijn gelijkwaardig als beide stelsels dezelfde oplos-
singen bezitten, d.w.z. dat een oplossing van het ene stelsel ook een oplossing
is van het andere stelsel en omgekeerd.

Een stelsel lineaire vergelijkingen gaat over in een ander stelsel lineaire verge-
lijkingen dat gelijkwaardig is met het eerste, als men:

1°. Eén der vergelijkingen vervangt door de vergelijking die ontstaat door alle
termen met een getal A # 0 te vermenigvuldigen;

2°, Eén der vergelijkingen vervangt door de vergelijking die ontstaat door bij
elke term van die vergelijking 2 maal de overeenkomstige term van een andere
vergelijking op te stellen;

3°. Een vergelijking weglaat waarvan alle coéfficiénten en de bekende term
gelijk aan nul zijn;

4°. Twee vergelijkingen verwisselt.

Als we dus van een stelsel lineaire vergelijkingen de rang van de bijbehorende
matrix bepalen door de kolommesn schoon te vegen met rijen (zie § 2 stelling 2),
dan herleiden we de matrix tot een andere, die behoort bij een stelsel lineaire
vergelijkingen dat gelijkwaardig is met het oorspronkelijke. Zodoende kunnen
we, na de matrix en de aangevulde matrix voldoende vereenvoudigd te hebben,
niet alleen constateren of het stelsel oplosbaar is, maar bovendien met behulp
van het eenvoudige gelijkwaardige stelsel vergelijkingen de eventuele oplos-
singen bepalen.

We lichten dit met enkele voorbeelden toe.

Voorbeeld 1.

Los op: %L ¥y 2%yt X = 2
X1 -+ Bxs +4x3 +3x4 = 6
—2x1 -+ 10x2 +3x3 +4x4 = 8
3x1 + Txs +8x3 + 9y = 10 .
Oplossing.
De matrix en de aangevulde matrix zijn:
e (Tl [ B il | i 57 S e
Ly 5= =38 & 04%22140’}(]2][220j
~210 3 4. 8], 72 o1 9.6 12 012 7 6: 12
7 8 5 .10 O 4. 202 il e 2aelion o i
[ 3G e 1 — B0 0/ 0
0 SR | i 2 o (0 0 1 8 0).
Bolo. 2hnoed 92 il opat- L2

0 0 0 0. 0
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Om de matrix te vereenvoudigen is achtereenvolgens de eerste kolom schoon-
geveegd met de eerste rij, de tweede en tegelijk de vierde rij met } vermenig-
vuldigd, de derde kolom schoongeveegd met de tweede rij, de vierde rij weg-
gelaten en tegelijk de vierde kolom schoongeveegd met de derde rij.
Het blijkt dat de matrix en ook de aangevulde matrix de rang = 3 hebben.
Het stelsel is dus oplosbaar.
Om de oplossing te bepalen, schrijven we het stelsel vergelijkingen uit, waarbij
de laatste matrix behoort en dat gelijkwaardig is met het oorspronkelijke
stelsel, nl.:

X1 — X3 =)

X3 =)
L= 2X2 — X4 = —2

Daar de matrix de rang 3 heeft en het aantal onbekenden 4 is, heeft het stelsel
oneindig veel oplossingen. We kunnen 4 — 3 = 1 geschikt gekozen onbekenden
een willekeurige waarde geven. Dat we niet elke onbekende een willekeurige
waarde kunnen geven, blijkt uit de tweede vergelijking ; immers hieruit volgt:
xg = 0. Stellen we x; = 4, danis xp = Aenxy = 2 — 24,

Beschouwen we de getallen x;, xs, X3 en x4 als de kentallen van een vector in Ry,
dan is een vectorvoorstelling van de oplossing, of dan zijn de oplossingsvectoren:

X = (x1,%X2,X3,%1) = (4,2,0,2 — 24) = (0,0,0,2) + 4 (1,1,0,— 2).

Opmerkingen.

1. Deze vectoren (de zgn. oplossingsvectoren) vormen geen lineaire vector-
ruimte.

2. Als van de vierde vergelijking de bekende term # 10, dan is van de matrix
de rang = 3 en van de aangevulde matrix de rang =

gen heeft dan geen oplossing.

4. Het stelsel vergelijkin-

Voorbeeld 2.
Los voor verschillende waarden van a het volgende stelsel vergelijkingen op:

Xy = Xs - 2% Tl

X1 +@a—1) xo - 2x3 + X4 —a

2x) — 2x3 + (a + 3)x3 + 2x4. = 3a — 1
— 3x; + 3xs — bx3 + (a—4)xqg = 2a — 5.

Oplossing.
De matrix en de aangevulde matrix zijn:

= N~

o

B e

\.l'

W
g

d:




41

De eerste kolom is met de eerste rij schoongeveegd.

Stela == 0en a # 1.

Na deling van de tweede rij door a en de derde en de vierde rij door a — |
ontstaat:

i | Sy L e
3 B ad
M et ) (SRR [ O WL
. a k, a
T R 0010:3
\giet O - pomle) 00012 '

De tweede kolom is met de tweede rij, de derde kolom met de derde rij en de
vierde kolom met de vierde rij schoongeveegd.

Uit de laatste matrix blijkt dat de rang van de matrix en van de aangevulde
matrix gelijk is aan 4. Voor a = 0 en 3 1 is het stelsel dus oplosbaar. Er
blijkt één oplossing te zijn, nl.:

X[=—6-:}_.l-i—l, \z——l—_l] X3 =i3 €Nl Xs — 2,
Voor a = 0 en voor a = 1 wordt de tweede matrix respectievelijk:
Il i 2 plar 3 ] 1 —121:1
00 0 0 0 —1 i 0 100:0
0 0—1 0:=3] % lo 000:0
0 0 0—1:. -2 0O 000:0

Voor a = 0 is van de matrix de rang 3, terwijl de aangevulde matrix de rang
4 heeft. Het stelsel heeft dus geen oplossing.

Voor a = 1 hebben de matrix en de aangevulde matrix de rang 2. Het stelsel
is dus oplosbaar. Er zijn oneindig veel oplossingen, nl. de oplossingen van het
gelijkwaardige stelsel :

X1 — X9 —}—2){3 —]—X,;z 1

We kunnen aan 4 — 2 geschikt gekozen onbekenden een willekeurige waarde
geven, terwijl xo = 0. Zij xg = denxy = gy, danis x3 = 1 — 24 — p.
Beschouwen we de getallen x;, X», X3 en x4 als de kentallen van een vector in Ry,
dan is een vectorvoorstelling van de oplossing:

X = (x1,X2,X3,X4) = (I — 214 — p,0,4,p) ,

ot: X1 : _2 —1
Xa 0 (A 0 t 0
R IR T Pl 4 RV o
X4 0 0 I
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§ 4, Homogene lineaire vergelijkingen.

Gegeven is het stelsel van p homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden

X1,X2,. «;Xn:

anx1 +aexe +... +amxp =0
ag1 X1 +azeXs +... +amXa =10
(1
ap1X1 +apzXzs +... +apnXp = 0.
De bijbehorende matrix van het stelsel is:
aiy 412 . .. din
Az) 499 . ..
2] dz22 dan 2)
dpl dpz . .. dpn

We veronderstellen dat de rang van de matrix gelijk is aan q. Noemen we de
kolomvectoren van de matrix:

d1,a2,. . .,&n , (3.‘1
dan is (1) te schrijven als:

X141 + Xzaz + ... +Xpan = 0. (4)

Er zijn nu twee gevallen te onderscheiden:

[Eaa—n!
De kolomvectoren (3) vormen een lineair-onafhankelijk stelsel, zodat aan (4),
dus aan (1), alleenxy = xp = ... =% =0 voldoet.

Aan het stelsel homogene lineaire vergelijkingen voldoet dus alleen de nul-
oplossing.

A

De kolomvectoren (3) vormen een lineair-afhankelijk stelsel, zodat aan (4) ook
voldaan wordt voor xi, Xz, . . ., Xy niet alle = 0.

We bewijzen nu de volgende stelling:

Stelling.

De oplossingsvectoren van een stelsel homogene lineaire vergelijkingen met
n onbekenden vormen een (n — q) dimensionale lineaire deelruimte van R,
waarin q de rang van de matrix van het stelsel is.

Bewijs.
We nemen aan dat de rang van de matrix (2) van het stelsel (1) gelijk is aan q.
Het maximum aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren van (2) is dus gelijk
aan q; we nemen aan dat dit de eerste q kolomvectoren zijn.

d:



43

Volgens de methode van § 2 stelling 5 kunnen we de matrix (2) herleiden tot:

i 0 0 e e 0 b]_‘ Q4+l -+ bln
0,00 IR0 K S0 bg. Q+l « o« - b:’,u (5]
000 I by g4 .« - Dan

Deze matrix, die ook de rang q heeft, behoort bij een stelsel vergelijkingen dat
gelijkwaardig is met (1).

Uit (5) blijkt, dat de n — q onbekenden Xg41,Xq4+s, . . -, Xn willekeurig gekozen
kunnen worden en dat de overige onbekenden dan ondubbelzinnig bepaald zijn.
Kiezen we achtereenvolgens:

Xq+k = — |, Xg+1 = Xq+2 = ... = Xq+k-1 = Xgq+k+1 = ... = Xp = 0 "

dai=y ] i i —ih,

dan zijn (n — q) lineair onafthankelijk oplossingsvectoren van (1):

Vi = (bl.q-rl: b!-{l 5 R bil.‘l"'l! = [, U, D 0)
Va = (bl,cl-'--'l. b‘,’,q!2- = aiey bf[,u!ﬁ- U- Wl ], SO U:'
Vo-q = (b] ny Biinbh & bqn. 0, 0,.. s _]} .
Alle vectoren x van de gedaante:
X=hvi +4v:+... +Adi—q¥nq

zijn oplossingsvectoren van (1). Omgekeerd volgt uit (5) dat elke oplossings-
vector van (1) lineair afhankelijk is van vy, va,.
De oplossingsvectoren van (1) vormen dus een (n — q) dimensionale lineaire
deelruimte van R,. We noemen deze deelruimte de oplossingsruimte van het ge-
geven stelsel lineaire vergelijkingen.

-3 ¥n—q -

Voorbeelden.
1. De kentallen x;,xs, X3 en x4 van een vector x = (X1, Xz, X3, X4) uit Ry voldoen
aan:
a?x; — 4xs +2x3 4+ 2x3 =0
ax;—2x% + x3+ x4=0
X1 + 2x3 4 axg =

X1 + X3 + Xq:U.

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie en een lineair-onaf-
hankelijke basis van de lineaire deelruimte der oplossingsvectoren.

=

Oplossing.
We herleiden de matrix van het stelsel als volgt:
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a2 —4 2.2 % SR SO 1 22— 2 000
g —3 1 g — 1 —9010 a =1 =200
{ "ga0] =2 1 i) [ a 0a0
1" 1. 1 I 01 1/ 1 011

Eerst is de vierde kolom met de vierde rij schoongeveegd en daarna is de tweede
kolom met de tweede rij schoongeveegd.

Voor a # 2ena s 0 blijkt de matrix de rang 4 te hebben; in dit geval voldoet
dus alleen de nuloplossing.

Voor a = 2 is de matrix:

1 —200
(2 02 0)
BN S |

De rang van de matrix is 3. De oplossingsruimte is dus een ééndimensionale
lineaire deelruimte van Ry.
Stellen we x; = 24, danisxs = 4, X3 = —Aenxyg = — 4.
De lineaire deelruimte bestaat dus uit de vectoren x = A(2,1,—1,—1) en
hiervan is (2,1, —1,—1) een basis.
Voor a = 0 is de matrix:
—1 —200
( 1 01 1)
De rang van de matrix is 2. De oplossingsruimte is dus een tweedimensionale
lineaire deelruimte van Ry.
Stellen we x; = 24 en x3 = y, danisxo = —Aenxy = —21 — p.
De lineaire deelruimte der oplossingsvectoren bestaat dus uit de vectoren:

x = A(2,—1,0,—2) +p(0,0,1,—1) ;
hiervan is (2, —1,0, —2) en (0,0, 1, —1) een lineair-onafhankelijke basis.

2. In R;s zijn twee lineaire deelruimten U en V gegeven, die bestaan uit de
vectoren x = (X1, Xs, X3,X4,X5) , waarvoor geldt:

X1 + 2x2 — () X1 — X3 —10
U { Xs— X3 +x4—x5=0 V { X3 — X — )
X1 — X3 — %y +x5.=10,

Bepaal van U en V de doorsnede U n V en de verbinding U -+ V. Bepaal tevens
de dimensie en een lineair-onafhankelijke bais van U n Ven van U 4 V.

Oplossing.
Is x = (x1,X2, X3, X4, Xs) een vector van U N V, dan voldoen de kentallen van x
aan de bovenstaande vijf vergelijkingen. De oplossing van deze vergelijkingen
vinden we als volgt:

Dy
D
On
Ee

Hi

on;

Me
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/1 2 0 0 0" 0 2 1 0 0\
0 1 —1 1 —1 0 1 —1 1 —1
1 0 —1 0 0 W 1 0 —1 0 0
0 1 0 —1 0 0 I 0
1

w
i ) —1 0
—1 (] 1/ 0 —1 1 —1 1,
/0 0 1 2 0 0 0 0 4 —1
0 0 —1 Pl 2] 0 0 =1 2]
Z liB B st ot 05 - 20l T na st 01n ¥ 0is 22 Oy o
0 1 E—1] 0 0 1 N = | 0
0 0 Ieeim—2 1,
Stellen we x5 — 44, danis x4 = A, x3 — — 24, Xs = Aenx; = —24.

DusisUnV:x=1(—21,—21,4).
De dimensie van U N Vis dus 1 en (—2,1,—2,1,4) is een basis.
Om U +V te vinden bepalen we eerst een vectorvoorstelling van U en van V.
Een vectorvoorstelling van U is:
M (—2,1,1,0,0) + 42 (2,—1,0,1,0) + 45 (—2,1,0,0,1).
De dimensie van U is gelijk aan 3.
Een vectorvoorstelling van V is:
x = (2,1,2,1,0) 4 p2 (—1,0,—1,0,1) .
V heeft de dimensie 2.
Een basis van U 4 V is dus:
(=2,1,1,0,0), (2,—1,0,1,0), (—2,1,0,0,1), (2,1,2, 1,0) en (—1,0,—1,0,1).

De dimensie en een lineair-onafhankelijke basis vinden we als volgt:

G, e

=9 1 ] 0 0 — 1 1 0 0\
iy =] 0 1 0 0 0 1 1 0
—2 1 0 0 1 ) 0 0 —1 0 1 ] e
2 1 2 1 0 4 0 1 1 0
—1 0 =i 0 | \—1 (i s 0 1
(—2 1 0 =] 0 (.0 1 0 —1 0"
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
b 0 0 0 1 1 oo 0 0 0 1 1
4 0 0 0 0 1 0 0 0 0
— 0 0 | 1, 0 0 0 1 1/

Hieruit blijkt dat de dimensie van U 4V
onafhankelijke basis is:

(0,1,0,—1,0), (0,0,1,1,0), (0,0,0,1,1) en (1,0,0,0,0).
Merk op: dim. (U n V) -+ dim. (U +V) = dim. U 4 dim. V.

gelijk is aan 4 en dat een lineair-
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3. Gegevenzijnde vectoren:a = (2,1,—3,—1),b = (3,2, — L2y, e =ill23:1)
en d = (2,2, —2,p) en de twee lineaire deelruimten:
U:x = Aha +4b; Vix=mec +pd.

Bepaal voor verschillende waarden van p de doorsnede U n V en de verbinding
U +V, alsmede van beide de dimensie en een lineair-onafhankelijke basis.

Oplossing.
De dimensie van U en V zijn beide gelijk aan 2; de som van de dimensies van
U n Ven U +4 Vis dus gelijk aan 4.

Een basis van U <+ Vis: a, b, cen d. De dimensie en een lineair-onafhankelijke
basis vinden we als volgt:

21 =3 —1 2 1 =3 =1 0 1 7 T

3 2 —1 2 —1 0 5 4 —1 0 5 4

{ g e e g gy g g g 58 @07 L5 —9

2 2 —2 p =20 4 p+2 0 0 —6 p—6
Voor p # — 3 is dus U + V de gehele Ry; voor p = —3 is de dimensie van

U -+ V gelijk aan 3, terwijl een lineair-onafhankelijke basis is:
(0,1,7,7), (—1,0,5,4) en (0,0,—6,—9).

Om U n V te bepalen, zoeken we alle vectoren x = (%3, X2, X3, X4), waarvan de
kentallen voldoen aan:

X) = 24 + 34 o = 2#2

Xo = A1+ 22 = 2[1(1 - 2#2 (
7

X3 = —3.11 == ;»2 (6) =P Xg = 3#-1 == 2#2 ( )

xg = — A + 224 X4 = 1 -+ ppe

Eliminatie van A, en A uit (6) geeft:

5% — Txs -+ X3 =)
Txs +4%x3 — 5x4 = 0.

Substitueren we hierin de waarden van xi, X2, Xg en x4 uit (7), dan krijgen we:

o +pz =0
21y + (6 — 5p)pe = 0.
Is p # — 3, dan voldoen alleen u; = pup = 0; de doorsnede U n V is dan de
nulruimte, die slechts de vector o bevat.

De dimensie van de doorsnede is dan 0.
Voorp = —3ismu + pu2 = 0, de doorsnede U N V bestaat dus uit de vectoren:

x = p(—1,0,5,4).

De dimensie van de doorsnede is dus 1 en een basis is (—1,0,5,4) .
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§ 5. Verband tussen de oplossingen van een stelsel niet-homogene lineaire ver-
gelijkingen en van het daarbij behorende stelsel homogene lineaire vergelijkingen.

We beschouwen het stelsel van p niet-homogene lineaire vergelijkingen met
n onbekenden en het daarbij behorend stelsel van p homogene lineaire ver-
gelijkingen met n onbekenden:

n
2 aX; = by, = 20 D (1)
-1
en
n
Zaux; =0, Jo =12 D (2)
=
Stelling.
Zijn
v=/ Av1+4dve +... +dn—q¥nq (3)

alle oplossingsvectoren van (2) en is x — u één oplossingsvector van (1), dan
zijn alle oplossingsvectoren van (1):

X=u-+Mhvi +4ve+... +24n -q¥n-q - (4)

Bewijs,

Daar de vectoren v van (3) oplossingsvectoren zijn van (2) en x = u één
oplossingsvectoris van (1), zijn alle vectoren x van (4) oplossingsvectoren van (1).
Stel dat (1) nog een andere oplossingsvector y had, dus:

y #U +mwn +p2ve ... 4+ pMn—qVo—q,
dan zou:

Xe—y 7= (;“-1 — ) v1 + (32 = #2) e ISR (in—u == Pn—q) Vn—q
een oplossingsvector zijn van (2). Dit is in strijd met onze veronderstelling dat
(3) de volledige oplossing is van (2).
Hieruit volgt dat (4) de volledige oplossing is van (1).
We noemen x = u wel een particuliere oplossing van (1).

Uit bovenstaande stelling volgt, dat we de algemene oplossing van (1) krijgen

door bij de volledige oplossing van (2) een particuliere oplossing van (1) op te
tellen.

3 6. Opgaven.

I. Los voor verschillende waarden van a het volgende stelsel vergelijkingen op:
2x1 — Xg — 2%3 +x4 = 3
X1—  axe— (@ +2) % +xi= |
= ks 3x3 + X4 1
dx; +(a—1)x2 + daxs +x4 = 8.

f
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Antw.:a = 0, strijdig;a =1, x = (2,1,0,0) + 4(1,4,—1,0) A
a0 en az+l xlz@.___l xof—l-zl X3—.].a_ X_!:l—a X
t WV ST 35 B Bl -

8

2. Los voor verschillende waarden van a en b het volgende stelsel vergelijkingen (1
op: te
1+ Xz +— Xg+ X4= B

X1 +bxe + X3 + X3 = A

1

 §

1 +axs + x3 +bxy =1
X9 +bX3 1

Antw.:b=1,a%# 1 of b =0, a # 0 strijdig;
b=1,a=1, x=(00,1,0) +4(1,0,0,—1) 4 u(0,1,—1,0) ;

3 I a2hH — 2 _ 2p2 1L 2h — s
B 0,152l e b 2 Jead b hl(h) = l)l) ,__h = 7 };__ij
y —a b . a— 12
o) (1)1_1) :

a=b=0,x=(0,1,1,—1) +A(1,0,— 1,0).

3. In Rj zijn twee lineaire deelruimten U en V gegeven, die bestaan uit de
vectoren x = (X1, Xa, X3, X4,Xs5) wWaarvoor geldt:

y Y ¢ X1 +2%— x3+ x4— x5=0
U- 3‘\15 2 gks ! L 4.\5 = {0) \ {23:1 ey 105 =0
g S| e 4%y + 5xo 4 2x4 — 2x5 = 0

Bepaal van U en V de doorsnede U N V en de verbinding U + V. Bepaal tevens
de dimensie en een lineair-onafhankelijke basis van U n V en van U 4+ V.
A1(1,—2,0,0,—3) + 22(0,—2,1,0,—5) ;
0,0,—2) + 4(—1,0,0,0,7) + 43(1,0,—1,0,2) 4

-+ 24(0,0,0,1,1) .

Antw.: U AVix=
U+4Vv: M(0,1,

4, In Ry is de lineaire deelruimte U bepaald door de basisvectoren
(3,2,3,—2),(—1,—2,0,3) en (52,6,—1).
De lineaire deelruimte V is gegeven door de vergelijkingen:
4% + x2—2x3 + x4 =0
—-3X]_ -+ 2.\'3 + X3 —I— X4 = 0
Xg 4 3xs — Xg+2x4=0
— X1 + 8\_; — X3 + 5X.i = 0
Bepaal van U en V de doorsnede U n V en de verbinding U - V.
Bepaal tevens de dimensie en een lineair-onafhankelijke basis van U n'V en
van U +V
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Antw.: UnV:x=1(1,—23,4) ;
U+V:x= 40051 + 22(0,—4,3,7) + 4s(—1,—2,0,3) .

5. In Ry is de lineaire deelruimte U bepaald door de basisvectoren (0,4,—1,0)
(1,2,0,1) en (2,0,1,2); de lineaire deelruimte V is bepaald door de basisvec-
toren (0,3,1,2) en (2,3,0,1) .

Bepaal UnVen U + V.

Antw.: UNnV :x = 0; U 4 V de gehele Ra.




HOOFDSTUK XVII

DETERMINANTEN.

§ 1. Determinant van de nde orde.

Een determinant van de nde orde stellen we voor door:

aj1 412 ... 21k ... a1n
dgy A2 ..., A2k ... agzp
D= Di(agas; v an)i= | ’ ' 1
(_ i »8n) dr1 4r2 ... Qrk ... &)
anlang,.,ank“,ann

Hieruit blijkt dat een determinant van de nde orde bestaat uit n2 getallen. Deze
getallen, die we de elementen van de determinant noemen, zijn gerangschikt in
n rijen en n kolommen; ary is het element uit de rde rij en de kde kolom.

De elementen van een rij of van een kolom kunnen we beschouwen als de
kentallen van een vector uit R,; daarom spreken we van rij-vectoren en van
kolom-vectoren.

In (1) bedoelen we met a;,as,. . .,a, de kolomvectoren van D.

Met My, bedoelen we de onderdeterminant of minor van het element ary; dit is
de determinant van de (n — 1)9¢ orde die ontstaat als we uit D de rde rij en de
kde kolom weglaten.

In hoofdstuk IV is (1) gedefiniéerd voorn = 2 en n = 3.

De determinant van de eerste orde, die uit slechts één element bestaat, heeft
de waarde van dit element.

Met behulp van volledige inductie definiéren we de determinant (1) voor
n = 4 door de betrekking:

D=auiMy—apMpaz+... + (— 1) *kaye My ... + (—— I)ttna;, My, (2)

We zeggen dat we de determinant (1) ontwikkeld hebben naar de elementen van
de eerste rij.

Uit deze definitie volgt (vergelijk Hfdst. IV § 5):

1°. Een determinant van de nde orde is gelijk aan de som van n! termen.

2°. Er zijn evenveel termen met een - teken, als met een — teken.

3°. Elke term is het produkt van n elementen en wel uit elke rij en elke kolom
één element.

On
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§ 2. Eigenschappen van determinanten.

De onderstaande eigenschappen zijn in hoofdstuk IV bewezen voor n — 2 en
n = 3. We bewijzen nu deze eigenschappen voor n = 4.

Eigenschap 1.
Een determinant verandert niet van waarde, als de overeenkomstige kolommen
en rijen worden verwisseld.

Opmerking.

Een gevolg van eigenschap 1 is, dat elke eigenschap van determinanten die
voor rijen geldt ook voor kolommen geldt en omgekeerd.

Zo is in (2) de determinant gedefinieerd door ontwikkeling naar de elementen
van de eerste rij. Het blijkt nu dat deze determinant ook ontwikkeld kan worden
naar de elementen van de eerste kolom, dus:

D =auMu —anMa +... 4+ (—1)*lagMny +... 4 (—1)8+ay; My,

Bewijs van eigenschap 1.

We nemen aan dat de eigenschap geldt voor determinanten van de orde n — 1
(n = 4) en tonen aan dat ze dan ook geldt voor determinanten van de orde n.
Verwisselen we in (1) de overeenkomstige rijen en kolommen, dan ontstaat:

dj] 42p 431 ... 4nl

dj2 d22 432 ... an2
Df —

A1k 42k A3k . . . Ank

din d2n 43n ... dnn

Ontwikkelen we deze determinant naar de elementen van de eerste rij, dan is:

dg2 ... adp2 a1z a3z ... dn2 412 dg2 442 ... 4n2
¥ — a1 a:gk .o apk — as1 ﬂ-%k a;’;k B El..nk - asy a}k af.gk a_.n.; e E!..nk i
dz2n . .. dnn dind3n ... dnn dln 42n 34n . . . dnn
El}-g Sl o an_.l‘:g
“+... -[—(—l)“"l anl il;k — an.:{.k " (l\ e 2,3,. .,,l'l} o (5:1
Aln ... 4dn-1,n




Alle minoren van D* zijn determinanten van de (n — 1) orde, waarop volgens
onze veronderstelling eigenschap 1 van toepassing is. We kunnen al deze mi-
noren dus ook ontwikkelen naar de elementen van de eerste kolom.

De coéfficiént van aj; in (3) is volgens de veronderstelling gelijk aan de minor
M;; van de determinant D in (1).

Het element a1y (k = 2,3, .. .,n) komt in de eerste determinant van het rech-
terlid van (3) niet voor, in alle andere is a;x het element van de eerste kolom en
de (k — 1)de rij. Ontwikkelen we deze determinanten naar de elementen van de
eerste kolom, dan is in D* de coéfficiént van (— 1)1+ka;, (k = 2,3,...,n)
gelijk aan:

dze <. @n2 dzz dyz + .. dn2
i} a3,k-1 ... an,k-1 a2, k-1 84,11 + - - An, k1|
azi | — aar|. s
ag,k+1 + - « dn,k+1 a2 k+1 A4,k+1 « - « dn,k+1
dgn « .+« dnn dan dan <+« .dnn
dgg +..dn-1,2 da1 - <« dnl
" az,k-1 ... dp-1,k-1 a2, k-1 . - - dn, k-1
S G0 L L [ == =
a2 k41 « « « An-1,k+1 a2 k+1 . - . dn,k+1
dan «««dn-1,n dgn S
dgy . ..a2x-1 aAz,k+1 . .. A2n
=" ; : : (4)
dnl . ..4dn,k-19n,k+l ... dnn

De laatste twee determinanten in (4) zijn determinanten van de (n — 1)4¢ orde,
die volgens onze veronderstelling niet van waarde veranderen als we de over-
eenkomstige rijen en kolommen verwisselen.

De laatste determinant in (4) is de minor My (k = 2,3,...,n) van de deter-
minant (2).

Uit bovenstaande volgt:

D¥ = an My — ageMye +... 4 (— ]}“J‘EukM”( + ... —I—(— |}l":“'d.1nM|n.

Volgens (2) is dus D = D*, waarmee eigenschap 1 bewezen is.

Opmerking. _
De eerste n — 1 determinanten in (4) moeten zo opgevat worden, dat voor
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k = 2 de eerste rij die rij is welke begint met het element ag3 resp. ass,
Voor k = n is in deze determinanten de laatste rij de rij welke begint met het
element asn— resSp. azn-1.

In de laatste twee determinanten is voor k = n de laatste rij resp. laatste
kolom die rij resp. kolom welke begint met het element as ;.

Eigenschap 2.
Als men in een determinant twee kolommen (rijen) verwisselt, wordt de waarde
van de determinant met — 1 vermenigvuldigd.

Bewijs.

We nemen aan dat de eigenschap geldt voor determinanten van de orde n — 1
(n = 4) en tonen aan dat ze dan ook geldt voor determinanten van de orde n.
Volgens de definitie is de determinant D in (1) gelijk aan:

D =a; My — apsMys ... - (— 1)]"]‘{11_1;1\’11,1; +
+ (=) ka e Maens +. .. + (= 1)*Pa;nMyn . (5)

Verwisselen we in (1) de kde en de (k - 1)2¢ kolom, dan ontstaat de determinant:

a1 a1z ... a1,k+1 A,k - .. d1n

i day dao L Lo da kel as e . s . idgn
1=l . z :

dnl1 dn2 ... &n,k+l dn,k + .. dnn

Nu is: _
D'=anMmnu —apMie +... + (—1)tkay Mk +
(=12 a MLk +. .. + (— 1)1 M'1n (6)

In (5) en (ﬁ}l 1S l\'l[_k = NI’I.R +1 €N NII.I{H = I\'Ifl‘k.

Verder ontstaat M'y,; voor 2 # k en I % k + 1 uit My,; door twee kolommen te
verwisselen. Daar M’y ; en M, ; twee determinanten van de orde n — 1 zijn, is
volgens onze veronderstelling:

My, = —Mi,,
dus D' = —D.

Hiermee is eigenschap 2 bewezen voor het geval dat we twee naast elkaar
liggende kolommen verwisselen.

Verwisselen we twee willekeurige kolommen, bijv. de pi¢ en de qd¢ kolom
(P < q), dan kan deze verwisseling tot stand komen door achtereenvolgens
2(q — p) + 1 naast elkaar liggende kolommen te verwisselen. De waarde van
de determinant die na de verwisseling uit de oorspronkelijke determinant D is
ontstaan, is dus:
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(=21 D = —D.

Hiermee is eigenschap 2 aangetoond voor kolommen. Volgens eigenschap 1
geldt dan eigenschap 2 ook voor rijen.

Gevolgen.
1. Elke determinant kan nu ontwikkeld worden naar de elementen van een
willekeurige rij. Willen we bijv. de determinant D ontwikkelen naar de ele-
menten van de rde rij, dan zorgen we dat deze rij eerste rij wordt door haar
achtereenvolgens te verwisselen met de onmiddellijk voorafgaande rij(en).
Hiervoor zijn r — 1 rijverwisselingen nodig. Noemen we de daardoor verkregen
determinant D', dan is:

D'=(—1)-1D, dus D= (—1)r+1D".
Hieruit volgt:

D = (—I)*lagMn + (— 1)r+2asMm +. .. + (— )™ 2,y My .

2. Elke determinant kan ontwikkeld worden naar de elementen van een wille-
keurige kolom. Willen we de determinant D ontwikkelen naar de elementen van
de kde kolom, dan zorgen we door verwisseling van overeenkomstige rijen en
kolommen dat de kd¢ kolom in D de kde rij in D* wordt. Hieruit volgt:

D =D* = (— I)+kap M¥ 1 + (— 1)2tkage M¥*sy ... 4 (—1)2¥kay, M¥* =
= (—I)1*¥*a; My + (— 1)2+kageMog +. .. + (— )2 *EapcMpy .

De ontwikkeling van een determinant naar de elementen van een kolom ge-
schiedt dus volgens dezelfde regels als de ontwikkeling naar de elementen van
een Tij.

3. Als één der kolommen (rijen) uitsluitend uit nullen bestaat, dan is de waarde
van de determinant gelijk aan nul.

Dit blijkt onmiddellijk door ontwikkeling naar de elementen van de kolom (rij)
die uitsluitend uit nullen bestaat.

4. Een determinant met twee gelijke kolommen (rijen) is gelijk aan nul.
Verwisselt men immers twee gelijke kolommen (rijen), dan blijkt:

D= —-D, dus D=0.

Eigenschap 3.
Als men alle elementen van een kolom (rij) met 1 vermenigvuldigt, wordt ook
de waarde van de determinant met A vermenigvuldigd.

Bewijs.
Ontwikkelt men de determinant naar de elementen van de kolom (rij) welke
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met 1 zijn vermenigvuldigd, dan blijkt onmiddellijk de juistheid van deze
eigenschap.

Vermenigvuldigen we de elementen van de eerste kolom met 4, dan is deze
eigenschap als volgt te schrijven:

D(4a1,22,. . .,an) = AD(a1,as,. . .,2n) .

Eigenschap 4.
Als een kolomvector (rijvector) geschreven is als de som is van twee vectoren,
dan is de determinant de som van twee determinanten.

Bewijs.
Stel ay = P -+g, dan blijkt uit de ontwikkeling van D(a1,as,. . .,aa) naar de
elementen van de kde kolom:
Dias.:. . a,... »an) = D(ay,...,p +9,...,a1) =
— D(gl, . ':Pu' . -;ﬁ-n) + D(Ql-' . 'rg:- . -,a-n) .

Gevolg.
Isay = 1p + pq, dan is:

D(a1,. - . 8k . -,an) = AD(a1,...,p,. . .,an) +pD@1. ... g, . .,2n) -

Eigenschap 5.
Een determinant verandert niet van waarde, als men een kolomvector (rijvector)
vermeerdert met /1 maal een andere kolomvector (rijvector).

Bewijs.
Dai,....ap + aq,- - -2qs- - »80) =
= D(as,. . .,ap,. . -»2q;- - »2n) + AD(a1,. .., 2q,- - ,3q- - 2n) =D +0 =D.

e

Eigenschap 6.
Als enige kolomvectoren (rijvectoren) een lineair-afhankelijk stelsel vormen,
dan heeft de determinant de waarde nul.

Bewijs.

Stel er zijn p kolomvectoren, die een lineair-afhankelijk stelsel vormen. Zonder
bezwaar kunnen we veronderstellen dat dit de eerste p kolomvectoren zijn
en dat 4; # 0 in:

Mai +Aae +... +Apap =0
Dan is:

D (a1, 2,,. . o @p,. . ., 8n) = II;D (M21 + A2a2 + ... 4 Apdp,a2,...,8n) =

= L D (o,as,...,an) = 0.
Al




Eigenschap 7.
Als de kolomvectoren (rijvectoren) een lineair-onathankelijk stelsel vormen, dan
is de waarde van de determinant ongelijk aan nul.

Bewijs.

Daar de n kolomvectoren een lineair-onafhankelijk stelsel vormen, vormen ze
een lineair-onafhankelijke basis van R,. Alle vectoren van Ry, ook de eenheids-
vectoren, zijn dus op één en slechts één manier in deze basis uit te drukken.
Zij:

ep = hai +4as + ... +Aar +... + Anaa,

dan zijn hierin niet alle 4’s gelijk aan nul, stel 4, % 0.
Vervangen we de r4e kolomvector uit D door:

hai + 4A2az +... +Aar +... + Anan = €1,
dan blijkt:
1
D (a1,as,. . .,2r,. . -,2n) = 2 D (21,23, - -€1y5 25 2n) -
\T

Op deze wijze kunnen we alle kolomvectoren van D vervangen door de een-
heidsvectoren uit Ry. Door verwisseling van rijen blijkt tenslotte:

§0g", 70
D |t e =6
040Gk 1

waarin C een constante = 0 voorstelt, dus D # 0.

Gevolgen van eigenschappen 6 en 7.

1°. Een determinant is dan en alleen dan gelijk aan nul, als de kolomvectoren
(rijvectoren) een lineair-afhankelijk stelsel vormen.

2°. Een determinant is dan en alleen dan ongelijk aan nul, als de kolomvectoren
(rijvectoren) een lineair-onafhankelijk stelsel vormen.

Opmerking.
Is A een (n X n) matrix, d.w.z. een matrix met n rijen en n kolommen, dan
geven we de determinant, die uit dezelfde elementen bestaat, aan met det. A
of |Al.

Uit bovenstaande volgt dan:

1°. |A| is dan en alleen dan gelijk aan nul, als rang A < n ;
2°. |A] is dan en alleen dan ongelijk aan nul, als rang A = n.
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§ 3. Regel van Cramer.

Gegeven zijn n niet-homogene vergelijkingen met n onbekenden:

a1 X3 +a12X2 ... +8mXm +... +anXn=bh
Foh7 A TS o e R -+ agm Xm ... + asn Xnp = ba 1
: : : (1)
S S e e s e +@nm Xm + ... + ann Xn = by J
(b, bs,. . ., by niet alle nul) .
Beschouwen we de coéfficiénten van xm(m = 1,2,...,n) als de kentallen van
een vector:
dm = (almraZm.» . ua-nm)
en de bekende termen als de kentallen van de vector:
l_) = (bl,b-g,. . .,bn) >
dan is dit stelsel vergelijkingen te schrijven als:
X131 +X%X232 +... +Xmam +... +Xpnan=>0. (2)
Regel van Cramer.
Het stelsel vergelijkingen (1) heeft één en slechts één oplossing als
D (aj,as,..., an) # 0 en deze oplossing is:
D (@t . ame, Dam iy 2n) ; .
e e R e e e m= 1,2,...n 3
5 D (a1,22,- - -,2n) ©)
Bewijs.
Daar D(ai, as,. . .,an) # 0, heeft de coéfficiénten-matrix A van het stelsel

vergelijkingen (1) de rang n. De aangevulde matrix heeft dan ook de rang n.

€ vectoren aj,az,. .., ap vormen dus een lineair-onafhankelijke basis van R,,.
De vector b is derhalve slechts op één manier in deze basis uit te drukken.
Vergelijking (2) en dus ook het stelsel (1) heeft één en slechts één oplossing.
Om deze oplossing te vinden, schrijven we (2) als volgt:

X131 +... +Xmaam-1 + 1. (Xmam — b) +Xm+18mu +... +Xnan=o0.
De vectoren

a1,. . »am-1,Xmam — D,8m+1, - . ., dn

Vormen een lineair-afhankelijk stelsel, dus is:

l
=)

D{Ql: «dm-1,Xmadm — b,ﬁm%l,- wiey g“)
Hieruit volgt:
Xm D(f_'.l,» . -.Qm) b D(ﬂ].r’ o uy gl‘l‘l—lrb; Adm+ly .+ o Qn) =% 0 ’

Waarmee (3) bewezen is.
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In de praktijk zal de berekening van de determinanten zeer bewerkelijk zijn,
zodat men meestal met de methode uit de vorige paragraaf het stelsel verge-
lijkingen (1) sneller kan oplossen.
Komen echter in de coéfficiénten of in de bekende termen van (1) variabele
grootheden voor, dan levert de regel van Cramer zekere voordelen op, zoals
blijkt uit het volgende voorbeeld.

Toepassing.
Los op voor alle waarden van a het stelsel vergelijkingen:

I

ax; -+ axe + 2xs

2
ax; + 3xz —|—2X3 = 2]
2X1 |- 23(2 + axg = 2

Oplossing.
Stellen we
aa 2
Byi—"las S8l
oy

dan blijkt: D = (a — 3) (4 — a?).
Voora # 3,a # 2ena # —2is D 5 0, zodat er dan slechts één oplossing is,
n.l.

= 2 i 0 =S e 2
—m, Xz = en .\3—a+

X1

B

Voor a = 3, is het stelsel vergelijkingen afhankelijk:

3x1 3% +2x3 =2

3x1 4+ 3xe + 2% = 2}
2X1 —|—2X2 +3X3 = 2

De oplosssingsvectoren zijn:
x = (0,35, %/s) +4(1;,—1,0).
Ook voor a = 2 is het stelsel vergelijkingen afhankelijk:

2}(1 —|—2X2 +2X3 = 2}
2x%; + 3xs +2%3 = 2

De oplossingsvectoren zijn nu:
x = (0,0,1) 4+ A(1,0,—1) .

Tenslotte gaan voor a = — 2 de vergelijkingen over in:
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— 2% — 2% + 2x3 = 2
—2){1 +3X2 —|—2X3 =i
2x1 +2%xs — 2%3 = 2

In dit geval zijn de vergelijkingen strijdig; er is dan geen oplossing.

§ 4. Produkt van twee determinanten.

Stelling.

Zijn |A| en |B| twee determinanten van de nde orde, dan is het produkt |A| . |B|
weer een determinant |C| van de nde orde, waarvan het element c,; gelijk is aan
het rij-kolom-produkt van de kde rij van A en de /de kolom van B. (Zie op-
merking hfdst. XV § 2.)

Bewijs.
We bewijzen de stelling voor n = 3; voor n = 4 verloopt het bewijs op dezelfde
wijze.
Stel

a1 a2 ag bi11 bi2 big

Al = |€121 age agz|, |B| = [ba1 baa bag

ag) ass agy ba1 baz bag

en |G| =

an by +aizbe 4-ajabsr anbiz 4-ajabses +aizbss ajibig +ajabsg - ajzbag
az1bii +agebe +assbsr asibiz +asebes +-assbsz azibig + assbeg + assbag
agiby +asebe +assbsr asibie + agebos +assbss asibis + agabeg - asabag

’

dan moeten we bewijzen:
[Al.|[B] = [C].

Daartoe schrijven we |A| . [B| als volgt:

an ape aig 0
az; age agzg 0
ag;1 agz azgz 0 0 O (1)
| 0 0 by biz bis

0 —1 0 ba; baz baeg

0O 0O —1 bg bse bss

Immers van de laatste determinant komt elke term die niet nul is, ook voor in
|A]. |B| en omgekeerd komt elke term uit |A| . [B| ook voor in het rechterlid
van (1).

We vermenigvuldigen in (1) de 49¢ rij met a;;, de 59¢ met a9, de 69¢ met a;g en
tellen ze daarna bij de eerste rij op. Vervolgens vermenigvuldigen we de 44e 1]
met ag;, de 59¢ rij met agy, de 64€ rij met ags en tellen ze daarna bij de tweede rij
Op, enz.

0 0
0 0

Al IBl=




Op deze wijze blijkt:

C11 Ciz Ci3
Co1 Czz Cas

C31 Cg2 Cas
bii biz bis
b1 bzz bes
bs1 basa bas

|Al. Bl =

CoO=o oo
-0 0 C o
-0 oo oo

Hierin is
Cxi = axiby + axeba; + axsba, (k =1,2,3;1= 1,2,3),

dat is het rij-kolom-product van de ke rij van |A]. en de /¢ kolom van |B|.
Uit (2) blijkt:

C11 Ciz Ci13
|A|. |B| = |ca1 coz coz| = |C].
C31 C32 Ca3
§ 5. Toepassingen.
1. Bereken:
7 2 —1 1
30 1 —6
el e
3t ol
Berekening.
Ontwikkel D naar de elementen van de tweede kolom:
31 —6 7 —1 1
D=—2|—25 "2|-43 3 1 —6|= —2D; 4+3Ds.
105 0 S

Om D; te berekenen, verminderen we de tweede kolom met de eerste kolom en
ontwikkelen daarna naar de derde rij:

3 -2 —6
—2 T 2

1 0 0

Om Ds te berekenen, trekken we 7 maal de derde kolom van de eerste kolom af,
tellen de derde kolom bij de tweede kolom op en ontwikkelen daarna naar de
eerste rij:

—2 —6 . i
Dy = = 7 2| = —4 42 = 38.

0 gibhl
45 —5 —6
—16 7 2

1
7

Sy B

Juti = |: 5(63 — 16) = 235.
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D=—2.38 +3.235 = 629.

2. Toon aan voorabe # 0:

be 1 a I' a a2
D = [ica di0b :']bb2
ab 1 ¢ 1 ¢ ¢2

en ontbind D in factoren.

Oplossing.

Vermenigvuldig de rijen van de eerste determinant resp. met a, b en ¢ en deel
daarna de eerste kolom door abc.

Trek in de tweede determinant de derde rij af van de eerste en van de tweede
tij en ontwikkel daarna naar de eerste kolom:

0 a—c a2—c¢? e 1 adc
s e | i Aas | — = e -
et b—c b2—c? BT Bape

(a—c) (b—c) (b—a) .

3. Herleid de determinant:

3 601" 14
4253 0
1)2—710 2
092 —3

zo, dat de elementen van de eerste rij alle 1 zijn.

Oplossing.
Vermenigvuldig de kolommen resp. met 4, 2, 12 en 3:
12 12 12/ 12
o 1 | 16 &£36 O
~4.2.12.3|—28 2 0 6|
018 24 —9

Na deling van de eerste rij door 12, (we delen tevens de tweede, derde en vierde
rij resp. door 4, 2 en 3), vinden we:

1 1

4 1910
410 3|
068 —3

D=|_,

4. Los met behulp van de regel van Cramer het volgende stelsel vergelijkingen
op (a, b, c en d zijn ongelijk):
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X1+ X2+ x3+ x4=0
ax; -+ bxs + cxz + dxa = Ol
a%x; + b2xs +c2x3 +d2xy =0

adx; -+ bdxs 4+ cdxg -ddxy = 1 j

Oplossing,.
el
a blic @
D = -5 B8 At (a—b) (a—c) (a—d) (b—c) (b—d) (c—d) .
ad b3 ¢3 d3
1 i e s
D, = o s ol = —nbeNENE = (b—c) (b—d) (c¢—d) .
0 b2 c? d2 b2 c? 42
I b® c3 d3 ¢
5 e I D1 1
Hieruit volgt: =3 = o e
e |
Dy =|", car=a s e d = —(a—c)(a—d) (c—d) ;
a? 0 c? d2 a2 o2 g2 .
a3 1 c3 d3 P ¥
Dy 1
Xg — =

D~ b—o (b—d) (b-a)

P e

We hadden ook xs uit x; kunnen afleiden door cyclische letterverwisseling.

Zo vinden we:
1 1

X = D le—a b = T @—aEb)Ed—o
§ 6. Opgaven. 3
1. Bereken: ¢
6 14 17 16 6 7 2 9
red 7 gl e S ol 58 3
Di=|4172424| P22 |2 10 1 2
2.8 7 1b 3 11 2 —8
Antw.: D; = —784; D: = 5168. y

2. Schrijf het produkt:
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als determinant van de derde orde.
Aanwijzing: Schrijf eerst de tweede determinant als

2.3.0
2001
001
Controleer tenslotte het antwoord door alle determinanten uit te rekenen,
5 92
Antw.: |7 12 3|; controle: 6 x1 = 6.
Bt Y]
3. Bereken:
ISty 5l a —b —c —d
asbiie d Sl S g e
2 bsicsugdl W e S—g& o gl
at bt ¢4 d4 d ¢ —b a

Antw.: (@a—b)(a—c)(a—d) (b—c)(b—ad) (c —d)
(ab +ac +ad +bc +bd +cd); (a2 4+ b2 +c2 + dz)z .

4, Toon aan:
X by by bs
d1 X C1 Cg
a; as x di
41 dz az X
d) 42 ag a4

= (x—ay) (x—as) (x—as) (x—as) .

e e

5. Toon aan:
a] bl C1 d1
az bz cg dp|
ag by c3 dg| =~  a;?
dq b4 Cq (].4

la; ba| |a ca| ap dg)
la1 ba| |a; ca| |ag dg| | .
|a1 ba| |ay cq| |ay dy

als a; £0 en [a;px] = a1px — axpy, k=23en 4,p=b,cen d

6. Bepaal de wortels van:

X230 2ix 2 x2 ax x 1
1 x-20 1 Lo b221b1)]:0
3 —1 52—x * et bex 1 '
1 —4 3 —xl dz ad d 1
Antw.: x; =1, x3 = /2, x3 = —y2 ;
b=4d ofa=b = 0, of a = ¢ = 0: elke waarde van x voldoet:
be

a#0 en bz#d: x3=Db, x2 =d, Ra =
a=0,b=£0,c4£0enb#£d:x3=Db,x=4d.
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7. Bereken x;, Xs en xg alsa # b # c:
x; 1+ axs - a2xg = at
X1 -+ bxa - b2xg = bt
X1 + cxg -+ c2x3 = ¢t
Antw.: x = abc(a +b +¢), x2 = —(a +b)(a +c¢) (b + el
xg — a2 + b2 4-¢2 +4ab +ac +bc.

8. Los op:
ax; -+ bxs + cxg +dxg = 1
bx; + cxs +dx3 +axq = 1
cx; +dxs +axs +bxy =1
dx; + axs +bxs + cxqg =1
Antw.: 1° a+b4c+d=#0 a—b+c—d=#0, terwijl niet gelijk-

tijdiga =cenb = d:
1

a-+bdtc +d’

2°.a +b +c +d = 0: vergelijkingen strijdig;

X1 = Xg— Xg — X4 —

3°a—b+c—d=0,ab,cend niet alle gelijk:
1

X1 = X8 — — ) X2 — X4
(R il &
4°.a —=c,b=dena? b2 x; +X3= X2 +Xa= I—;
) - a'- b
1
e a=b=c=d#0:x3 +x2 +x3 Ri= -
<

9. Bereken de onderstaande determinant van de nde orde:

] 1 x2 X 0
X 1 + x2 X
Dy == 0 X 1 +x2
0 0 X
2n+2 . |

Antw.:



HOOFDSTUK XVIII

LINEAIRE TRANSFORMATIES.

§ 1. Vectortransformaties.

Zijn Ry en Ry, twee lineaire vectorruimten, dan spreekt men van een afbeelding
of transformatie van Ry, in Ry, als aan elke vector x € R, door één of ander
voorschrift één vector x’ € Ry, wordt toegevoegd.
Men noemt x’ de beeldvector van x of ook wel de getransformeerde vector x.
We schrijven dit als volgt:

Xl Xy, o NAGE — iR

lees: x wordt afgebeeld op x’, of: de getransformeerde vector x is x’, of: de
beeldvector van x is x’.

De verzameling van alle beeldvectoren x’ heet de beeldruimte van de trans-
formatie.

Voorbeelden.

1. We nemen zowel voor R, als voor Ry, de twee-dimensionale vectorruimte Rs
(met R, en Ry, bedoelen we in het vervolg steeds lineaire vectorruimten).
Elke vector x = (x,y) transformeren we in x' = (x, —y).

Elke vector x € Rs heeft dus één beeldvector x’: omgekeerd is elke vector in
Ry het beeld van één en slechts één vector. De beeldruimte is dus de gehele Rs.
Deze transformatie kunnen we als volgt schrijven:

o O e
Y ==\

2. Zowel voor R, als voor R, nemen we weer Rs. Aan elke vector x € Ry wordt
toegevoegd de vector x’ = x -+ e;.
Ook hier heeft elke vector één beeldvector en is elke vector het beeld van één
en slechts één vector. De beeldruimte is dus weer Ro.
Deze transformatie kunnen we als volgt schrijven:

Ax=x g ofals A (\) == (h +1)A

y ¥

3. Voor R, kiezen we R3 en voor R, kiezen we Rs. Elke vector x = (x,v,2) in
Rs wordt getransformeerd in x’ — (x,y) in Rs. Deze transformatie kan ge-

schreven worden als:
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Elke vector in Rs heeft weer één beeldvector, maar elke vector in Rz (dat is de
beeldruimte) is nu het beeld van oneindig veel vectoren in Rs.

§ 2. Lineaire vectortransformaties.

Definitie.
Een vectortransformatie A van een vectorruimte Ry in een vectorruimte Rm is een
lineaire vectortransformatie, als voor elk tweetal vectoren X1 en Xz in R, en elk
getal A geldi:

A(X1 +x2) = Ax1 +Axe en A(dx) = AA(x) .
Merk op dat Axi, Axs, A(x1 + X2) en A(Ax1) vectoren in Ry zijn.
In de voorbeelden 1 en 3 van § 1 is aan deze definitie voldaan (ga zelf na). Deze
transformaties zijn dus lineaire vectortransformaties.
In voorbeeld 2 is

Ax = x2 +e1, A(Ax) = 4
Axi = X1 + €, AXe = X2 + €1, A(X1 +X2) = X1 +X2 + &1,

dus
A (x1 +X2) # Ax1 + Axa.

Deze transformatie is dus niet een lineaire vectortransformatie.

Opmerkingen.
1. Uit de definitie van een lineaire vectortransformatie volgt:

A (Ax1 + ux2) = A (Ax1) + A (ux2) = AAX1 + pAxs .

2. Uit A (ix) = AAx volgt voor 1 = 0 :
Ag = o

waarin o de nulvector in Ry en o' de nulvector in Ry, is. Hieruit volgt:

Bij elke lineaire vectortransformatie van R, in Ry wordt de nulvector in R,
afgebeeld op de nulvector in Rpy.

In het vervolg bedoelen we met een lineaire transformatie steeds een lineaire
vectortransformatie,

3. Is p1,pe.. - ., pPn €en stelsel lineair onafhankelijke vectoren in Ry, dan vormen
deze vectoren een lineair-onafhankelijke basis van R,. Elke vector x € Ry is
dan slechts op één manier te schrijven als een lineaire combinatie van deze
vectoren:

X = x1p1 +X2pz +... + XaPn - (1)
Bedoelen we met A een lineaire transformatie van Rj in Ry, dan is:

Ax =xy AE[ -+ Xz.’\[)g + ... F qu];_’n : (2)
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Hierin is Apy de beeldvector van pe (k= 1,2,...,n).

De beeldvector van elke vector x € Ry is dus te schrijven als dezelfde lineaire
combinatie van de beeldvectoren van px(k = 1,2,...,n).

Hieruit blijkt:

Een lineaire transformatie van R, in Ry, is ondubbelzinnig bepaald door de
beeldvectoren van n lineair onafhankelijke vectoren in R, dus van een lineair-
onafhankelijke basis van R,.

§ 3. Transformatiematrix.

Stel: een lineaire transformatie A beeldt R, af in R In Ry en R
kiezen we achtereenvolgens de (lineair-onafhankelijke) basissen P1,P2 - - - Pn

en 91,92,. . .,gm.

Stel voor k = 1,2,...,n:

Apk = ax € Ry
€n

2k = (a1x, 32k, - »,Amk) = a1kt +a2kQ2 +. .. + AmkGm .

Elke vector x € R, wordt door de lineaire transformatie A afgebeeld op een
vector x' € Rp,.

Stel; x —'(x1,%a, . »Xn) = X1p1 + XzP2 + ... + XnPn

SR — [zl L En) = X1'q1 +%2'qe +. .. +Xm'qm .

Ook is

X' = AXx = X1Ap1 +XeApz +... + XaApn = X121 + X222 + ... + Xnan.

Hieruit volgt:

X1 an d12 din
’
Xa asgy dgz T _ | azn
= X3 ' —+ Xao . o LI e o, 11 > - (]"l
X'm dml dma dmn

Deze vergelijking kan geschreven worden als een stelsel van m niet-homogene
vergelijkingen met n onbekenden:

X1 = anxa + 212X ... +ainXn
X5 = as1X1 —+as2Xs ... 4 ammxp (9-}
Xm = amiX1 + amaXs +... + amnxuj

Deze vergelijkingen heten transformatievergelijkingen.
De matrix van het stelsel transformatievergelijkingen is:
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d11 12 ... da1n

dg1 dgg ... a2n
A — ; : :

dml @m2 . . . dmn

De matrix A is door de lineaire transformatie A ondubbelzinnig bepaald.
We noemen deze matrix de transformatiematrix van de lineaire transformatie
van R, in Ry t.o.v. de gegeven basissen.

Uit het bovenstaande volgt:

Is gegeven een lineaire transformatie A van Ry in Ry, en isin R, en in Ry, een
lineair-onafhankelijke basis gekozen, dan is de k¢ kolomvector van de trans-
formatiematrix A de beeldvector in R, van de kde basisvector van Rn.

De matrix A heeft m rijen en n kolommen; we noemen A daarom een m X 1
matrix en geven dit soms aan met Amy.

Is in R, en in Ry, een lineair-onafhankelijke basis gegeven, dan is elke m X n
matrix A te beschouwen, als de transformatiematrix van een lineaire transfor-
matie A van R, in Ry, t.o.v. de gegeven basissen.

De lineaire transformatie x* = Ax kunnen we ook als volgt aangeven:

X1 d11 412 ... dIn X1
X5 dgy dg2 ...aszn Xz 3)
X'm dml dm2 - - - dmn’ Xn

Het rechterlid is het produkt van een m X n matrix met een kolomvector die
n kentallen heeft. Om te zorgen dat (3) identiek is met (2), definiéren we:

Definitie.

Onder het produkt van een m X n matrix A en een kolomvector X meé n kentallen
verstaan we een kolomuvector met m kentallen, waarvan het ke kental (k = 1,2,. . .,
m) gelijk is aan het rij-kolom-produkt van de kie vij van A en de kolom(vector) X.
Zijn

a11 412 ... din b“ bm . bm

az) a2 ...d2n : bor bss . ..ban
A = : 5 en B = : . :

‘Aml Am2 « + - dmn bmi Pm2 ... bmn

twee m X n matrices, dan is per definitie A = B dan enslechts dan, als ayx; = by,
(lE="152;: = en E= 1525 .0n);

Beschouwen we A en B als transformatiematrices, dan is het duidelijk dat, als
A — B, elke vector x € R, door beide transformaties wordt afgebeeld op
dezelfde vector Ax = Bx € Rn.
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Zijn omgekeerd twee transformaties A en B van Ry in Ry, identiek, d.w.z. wordt
elke vector x € Ry door beide transformaties afgebeeld op dezelfde vector
Ax = Bx € Rpy, dan geldt dit ook voor de basisvectoren in By

De overeenkomstige kolomvectoren in de transformatiematrices A en B zijn
dus gelijk, dus de overeenkomstige elementen in A en B zijn gelijk, of A — B,
Hieruit volgt:

Als Ax = Bx voor elke vector x € R, dan is A — B.

Opmerking.
Is gegeven Ax = Bx voor één of meer vectoren x € Ry, dan kan A ENE
Bijv. voor:
1
120 011
— — =l
A (I 1) B (50 1) S b (5)

§ 4. Beeldruimte en kern van een lineaire transformatie.

Bij een lineaire transformatie van R, in R, wordt de verzameling van alle
beeldvectoren in Ry, de beeldruimie genoemd.

De verzameling van alle vectoren in R, die worden afgebeeld op de nulvector
in Ry, heet de kern van de lineaire transformatie.

Stelling 1.
De beeldruimte van een lineaire transformatie van Ry in Ry, is een lineaire
deelruimte van Ry, ; de kern is een lineaire deelruimte van R,.

Bewijs.
Zijn x," en xo’ twee vectoren van de beeldruimte, dan zijn er twee vectoren
X; € Ry en x5 € Ry, zodat:

Axy = x1" en Axa =X
Hieruit volgt:

‘ '

Alx1 +X2) = Axy +Axe = x1' +x' en A (ix1) = 1Ax = Ix

Met x)" en xo' behoren dus ook x)’ + x2’ en Ax;’ tot de beeldruimte, dus is de
beeldruimte een lineaire deelruimte van o

Zijn X en x» twee vectoren in Ry, die op de nulvector o’ € Ry, worden afgebeeld,
1|.i1l1 j\:;

'

Ax; = of en Axz =0,




Hieruit volgt:
A(x: +X2) = Ax1 +Axe=0' en A (A1) = 2. Axs = A.0" =0'.
Met x; en xs behoren dus ook x; -+ Xz en 4x; tot de kern, dus is de kern een

lineaire deelrunimte van Ry.

Stelling 2.
Bij een lineaire transformatie A van R, in Ry, is de dimensie van de beeldruimte

gelijk aan de rang van de transformatiematrix A;
de dimensie van de kern is gelijk aan de dimensie n van R, verminderd met de

rang van A.

Bewijs.

Uit (1) van § 3 volgt, dat de beeldruimte opgespannen wordt door de kolom-
vectoren van A. De dimensie van de beeldruimte is dus gelijk aan het maximale
aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren van A, dat is de rang van A.

De vectoren van de kern zijn die vectoren in Ry die voldoen aan:

’

Ax =o',

dat zijn de oplossingsvectoren van het onderstaande stelsel van m homogene
vergelijkingen met n onbekenden:

anxs +aexs +...+a8mxXn =0
amX] +amXs +...-+amxg =0
amX1 +ameXs +... +2amnXn =0

Volgens hfdst.XVI§ 4 vormen de oplossingsvectoren een (n — q) dimensionale
deelruimte van Ry, waarin q de rang van de matrix is. De dimensie van de
oplossingsruimte van dit stelsel homogene vergelijkingen, dat is de kern in Ry,
is dus gelijk aan de dimensie van Ry verminderd met de rang van A.
Uit stelling 2 volgt: dim. beeldruimte + dim. kern = dim. Ry = n.

§ 5. Lineaire transformatie in affiene en euclidische ruimten.

In hoofdstuk I hebben we in Rs en in Rg aan elke vector één punt en aan elk
punt één vector toegevoegd. Uit de definities van optelling en scalaire vermenig-
vuldiging van vectoren blijkt, dat deze vectoren lineaire vectorruimten Ry en
R3 vormen.

De verzameling punten én vectoren in Ry en in Rg noemen we de twee- resp.
drie-dimensionale affiene ruimte.

In hoofdstuk II is in Rs; en in R een bepaalde metriek ingevoerd. De lineaire
vectorruimten werden daardoor euclidische vectorruimten. De daarbij behorende
affiene ruimten noemen we euclidische ruimten.
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In het algemeen:

Voegen we aan elke vector (X1,Xs,. . .,Xn) tn een n-dimensionale lineaire vector-
ruimte Ry één punt (X1,Xs,. . ., Xy) toe, en aan elk punt (X1,Xs,. .., Xn) één vector
(X1,Xs,...,Xn) 10 Rn, dan vormi de verzameling van deze punien en vectoren een
n-dimensionale affiene ruimte.

Is in een affiene ruimte de bijbehorende lineaive vectorruimie een euclidische
vectorruimte Ey, dan noemt men deze affiene ruimie een euclidische ruimie.
Wordt door een lineaire vectortransformatie van een lineaire vectorruimte R,
in een lineaire vectorruimte Ry, een vector (xy,Xs,. . .,Xn) in Ry afgebeeld op
de vector (x1',X2',. . .,Xm) in Rm, dan wordt in de bijbehorende affiene ruimten
het punt (xi,Xs,. . .,Xn) afgebeeld op het punt (x;1/,xs/,. . ., Xm'). Men noemt het
punt (x1°,X2',. . .,Xm') het beeldpunt van het punt (x1,Xs,. . .,Xs) en spreekt dan
ook wel van punitransformatie.

Evenzo kan men met een lineaire transformatie van een euclidische ruimte
Eq in een euclidische ruimte En, zowel een vectortransformatie als een punt-
transformatie bedoelen.

De lineaire transformatie van voorbeeld 1 § 1 kunnen we in een affiene ruimte
E, opvatten als de spiegeling van elke vector (elk punt) t.o.v. de x-as in de
richting van de y-as. De kolomvectoren van de transformatiematrix A zijn de
beeldvectoren van e; en es. Daar (1,0) overgaat in (1,0) en daar (0,1) overgaat
in (0, — 1), is de transformatiematrix:

N0 X I 0y ¢x X
afio (0 —l) & A(y) P (0 -—~]) (y) - (-—-y)'
De lineaire transformatie van voorbeeld 3 § 1 kunnen we opvatten als de
projectie in de richting van de z-as van elke vector (elk punt) in de affiene

ruimte E3 op de affiene ruimte E,, Daar (1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1) resp. over-
gaan in (1,0), (0,1) en (0,0) is de transformatiematrix:

.4 X

100 100 X

A= (o 0) o A (32) 2(0 i 0) (V) i (y)

§ 6. Toepassingen.

1. Van een lineaire transformatie A van R, in zichzelf is gegeven:
a=(21)>a =(5,4 en b=(3,2)>Db" = (8,7).

Gevraagd de transformatiematrix en de beeldvector van y = (1, 3).

Oplossing.

We zagen dat de kolomvectoren van de transformatiematrix de beeldvectoren
van g; en es zijn.




it
a=2e | e en
b = 3e1 +Zez
volgt:
ee= 2a—Db en
e2 = —3a +2b
dus
Ag1= 2Aa— Ab= 22’— b’ =(21) en
Ae; = —3Aa +2Ab = —3a’ +2b' = (1,2).
Hieruit volgt:
A |
e (1 2)

We kunnen A ook als volgt bepalen:

2.3 58
v (1 2) ~ (4 7)'
Hiermee wordt uitgedrukt dat de eerste en de tweede kolomvector in de linker
uitgeschreven matrix worden getransformeerd in resp. de eerste en de tweede
kolomvector van de matrix in het rechterlid.

We vormen nu in beide matrices dezelfde lineaire combinaties van de kolom-
vectoren zo, dat de kolomvectoren in de linker uitgeschreven matrix (1,0) en
(0,1) worden.

Door in beide matrices 2 maal de eerste kolomvector te verminderen met de
tweede kolomvector en daarna de tweede kolomvector te verminderen met 3
maal de eerste kolomvector, ontstaat achtereenvolgens:

Aod = (17 462 = ()
Ao )
s= ()

De beeldvector van v = (1, 3) is:

= (156 = ()

De beeldvector Ay kunnen we ook als volgt bepalen:

Hieruit volgt:

v= —T7a -+5b, dus Ay = —T7Aa +5Ab = —7a" 4-5b' = (5,7) .

b —
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2. Van een lineaire transformatie van Rj in R is gegeven:
(1,2,1) > (2,4), (3,1,0) > (3,7) en (0,3,1) = (1,3).

Bepaal de transformatiematrix en de kern.

Oplossing.
We bepalen de transformatiematrix A uit:
I, 3¢ 0
(2
A () ! 3) il -
"0 1 .

Door geschikt gekozen lineaire combinaties van vectoren zorgen we, dat de
kolomvectoren van de uitgeschreven matrix in het linkerlid de vectoren
(1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1) in Rg worden. De herleiding kan als volgt verlopen:

1 00 1 00
2 —3 1y (1 01
A (2 5 3) i | A(—\I 43) = i)é
| —3 1/ (4 —33) 00 1 (143
1 00
o] 1) Ty
A ((} 1 0) = [ ) dus A = ( ) :
2 ik 2 0,
001 w2 (B0 1,
De kern wordt gevormd door de vectoren x € Ry met Ax — o' in Rs, dus:
X1 i
] (} ] 0 X1 1= Xg = 0
(_2 1 n) (X'-’) N (n) T + xz =0,
X3/

De kern is dus de één-dimensionale lineaire deelruimte x=A1(1,—2,—1).

3. Van een lineaire transformatie van de drie-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix:

002
A (l 0 (}) 1
021/
Delijnl: x +y —2z=x —y +2z — 2 = 0is een lijn in deze ruimte.
1°. Bepaal het beeld van /.
2°. Toon aan, dat er een rechte n bestaat die / tot beeld heeft.

Oplossing.
1°. Een vectorvoorstelling van [ is:

x = (1,0,1) +4(0,1,1).

Alle punten (1,4,1 + ) worden getransformeerd in de punten:




00 2 1 A

bnﬂ(z ): (1 y

0 2 1 1 4+ A 1 432
Het beeld van [ is dus de rechte:

X =i(2,1,1) S %(2,0,3) .

2°. Is x' het beeld van x, dan zijn de transformatievergelijkingen:

r

i — 2z
y' =X ]
z! = 2y -+ z

Schrijven we lals: x' +y' —z' =x"—y' +2' —2=0,
dan blijkt dat 7 het beeld is van de rechte n:
X—2y +z=—x +2y +3z2—2=0.

§ 7. Opgaven,

1. De vectoren aj, ag,. - .,ar zijn lineair afhankelijke vectoren in Ry.
A is een lineaire transformatie van R, in Rpy,.
Toon aan, dat Aa;, Aas, . . ., Aa; lineair afhankelijke vectoren in Ry, zijn.

2. Een lineaire transformatie van Rs in zichzelf is gegeven door:
(3,2) > (1,8) en (1,1)=>(—21). f
Bepaal de transformatiematrix en de beeldvector van x = (2,3). {

Antw.: (g :g) ; (—11,—=3) .

3. Een lineaire transformatie van Rjs in zichzelf is gegeven door: ;
(2,0,—1) - (0,2,—3), (0,1,1) > (2,1,4) en (1,1,0) »>(1,2,1). ’
Bepaal de transformatiematrix en de beeldvector van x = (—1,2,1).
15052
Antw.: (I 1 (J) S(1dB) .
013 ]
4. Een lineaire transformatie van R in zichzelf is gegeven door: ]
(1,1) > (3,6) en (2,1) > (4,8). j
Bepaal de beeldruimte en de kern. I

Antw.: x = A(1,2); x = 4(2,—1).
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5. Een lineaire transformatie van Rs in zichzelf is gegeven door:
(1,0,0) - (1,0,1), (1,2,0) - (5,2,9) en (0,2,—2) > (0,—2,—4).

Bepaal de beeldruimte en de kern.
Antw.: x = A(1,0,1) +(0,1,2); x = 1(2,—2,1).

6. Van een lineaire transformatie van de twee-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix:

A=(119).

Een lijn / in deze ruimte is gegeven door:

x=(41) +4(2,3) ofdoor 3x — 2y = 10.
1°. Bepaal met behulp van beide voorstellingen van ! het beeld van /.
2°. Bepaal eveneens op twee manieren de rechte waarvan [ het beeld is.
Antw.: x = (6,—1) +2(8,7) of 7x —8y =50; x = (2,1) +4(0,1) of
x=2.

7. Van een lineaire transformatie van de twee-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix

a1 a1z

A : |A] = di11degz — dsjdjs 5= 0.

i
dg1 gy

Toon aan, dat het beeld van een rechte in deze ruimte weer een rechte is en dat
elke rechte in deze ruimte het beeld is van een rechte.

8. Van een lineaire transformatie van de drie-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de determinant van de bijbehorende matrix ongelijk aan nul.

Toon aan, dat het beeld van een vlak in deze ruimte weer een vlak is en dat elk
vlak in deze ruimte het beeld is van een vlak.

9. Van een lineaire transformatie van de drie-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix:

0 =21
(3 ]l).
—1 10

Een rechte / in deze ruimte heeft tot vergelijkingen:
x+y+z+4=x—y+2=0.

1°. Bepaal het beeld m van /.

2°. Bepaal de rechte n waarvan / het beeld is.

3°. Bepaal alle punten die in zichzelf worden afgebeeld en toon aan, dat /, m en

n elkaar in één van deze punten snijden.
Antw.: x —2—4=y +22 +8=0; x+z+2=2x4+y=0.
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10. Een lineaire transformatie van Ry in Rj is gegeven door:

(1,0,0,0) - (1,0,1,0,2), (1,1,0,0) > (1,1,3,1,3),
(0.0,1,0) > (1, =2, =3, —2.0) en (0.0.11)=08—3.—3—3.3)..

Bepaal de transformatiematrix, de beeldruimte en de kern.

71 3 O O
Fety ? ]) _i _[" X =14(1,0,1,0,2) +u(0,1,2,1,1);
" s ; 5 1| ¥=4(=1210) +u(=21,0,1).
21 0 3/

11. In een twee-dimensionale euclidische ruimte met orthonormale basis is een
lineaire transformatie gegeven door de matrix:
(cos @ —sin q)
sin ¢ cos g/’
Toon aan, dat alle vectoren om de oorsprong gedraaid worden over hoek g.
12. In een twee-dimensionale euclidische ruimte met orthonormale basis is een
lineaire transformatie gegeven door de matrix:
cos @ sin ¢
TN e i
sing —cosg
Toon aan, dat elke vector Ax verkregen wordt door x te spiegelen t.o.v. de
x-as en daarna om de oorsprong over hoek ¢ te draaien.
13. In een twee-dimensionale euclidische ruimte met orthonormale basis is een
lineaire transformatie gegeven door de matrix:
( cos@ —sin q)
—sing —cosg/

Omschrijf hoe men de beeldvectoren meetkundig kan verkrijgen.

§ 8. Optelling van matrices; vermenigvuldiging van een matrix met een scalair.

Zijn A en B twee m X n matrices:

a11 - .. d1n bir ... b
A= . ; en B=|. : :
it s B B inde e D
dan is:
a1 + by ...an -+ bin Aaqr .. . A1
A4+B=|. . en AA = Al = : :

am + bmie i Amn —+ Bmn Aami ... Admn

TR B e ]

o

W

tr

E
ga
D
dy
tr:
tr:
We
im

£n
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Definitie.

Twee m X n matrices worden opgeteld door de overeenkomstige elemenien op te
tellen.

Een matrix wordt met een scalair vermenigvuldigd door elk element van de matyix
met het scalair te vermenigvuldigen.

De transformatie met matrix A + B heet de somtransformatie van de transfor-
maties met matrices A en B.

Is x e Ry, dan volgt uit het bovenstaande:

1°. Ax + Bx = (A + B)x ; de beeldruimte bij de transformatie van R, in Ry,
met de matrix A - B is de verbinding van de beeldruimten van de transfor-
maties van R, in R, met de matrices A en B:

2°. A (Ax) = (Adx = (AA)x = 1 (Ax).

Opgaven.

I. A, B en C zijn drie m X n matrices. Bewijs:
I°°A+B=B+4+A; (A+B) +C=A +(B +C);

2% (M)A = 4 (uA) ; (A +puA=1A +puA ; A (A + B) = A +B.

2. Bewijs dat de som van twee lineaire transformaties van R, in R, weer een
lineaire transformatie van Ry in Ry, is.

§ 9. Vermenigvuldiging van matrices.

We beschouwen een lineaire transformatie A van Ry in Ry en een lineaire
transformatie B van Ry, in Ry, met matrices t.o.v. gegeven lineair-onafhanke-
lijke basissen van Ry, Ry, en Ry

A1l .o QIm bn LR b],,
A={ . ; en B=1]" ;
dml...amn bn ... bnp

Een vector x e R}, gaat door transformatie B over in y = Bx eR,en y € Ry
gaat door transformatie A over in z — Ay = A (Bx) € Ry,.

Door eerst de transformatie B en daarna de transformatie A uit te voeren, wordt
dus elke vector x € R p getransformeerd in een vector z € R,. We noemen deze
transformatie de produkttransformatie van A en B. We stellen deze produkt-
transformatie voor door AB. Deze produkttransformatie AB van Ry in Ry, is
Weer een lineaire transformatie; voor elk tweetal vectoren x; en Xz in R, geldt
immers:

AB(x; + x:

= ABl\l
En
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Stellen we z = A (Bx) = Cx, dan is C een m X p matrix, dus:

,‘C“ « v G e wC1pin
C = Ckl .++.Cki ... .Ckp
\le P Cm! S CmpJr

De kolomvectoren van C zijn de getransformeerde eenheidsvectoren van Rj.
Is g; de l9¢ eenheidsvector van Rj, dan is dus:

el

‘Cmi
Verder is:

by anby +aiby +... +anbm |
Ber = | by en A (Bg) = | ambny +aweby +... + aknbu

by amby +ameby +... +amnbw'
Daar Ce; = A (Be) voor I = 1,2,...,pis:
Cxt = amby +akeby ... +agnbm voork = 1,2,.. .menil=1,2,..., p.
Het element ci; uit de kde rij en de /9¢ kolom van C is dus gelijk aan het rij-

kolom-produkt van de k¢ rij van A en de /4¢ kolom van B.
We krijgen zo de volgende definitie van het produkt van twee matrices:

Definitie.

Is A een m X n matrix en B een n X p matrix, dan is AB een m X p matrix.
Het element van de k3¢ rij en de l9¢ kolom van AB is het rij-kolom-produkt van de
kde yij van A en de ld¢ kolom van B.

Voor het produkt van drie matrices geldt (indien dit produkt mogelijk is) de
associatieve eigenschap:

(AB)C = A (BC) .
Bewijs.
Zij A een m X n matrix, B een n X p matrix en C een p x q matrix, dan bestaat
zowel (AB)C als A (BC).
Zij x een vectorin Rq, y = Cx, z = Byenu = Az.

T

€1]

Ee

da .
Me
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Dan is:

)

1 (By) = (AB)y = (AB)(Cx) = {(AB)C}x en

A {
B(Cx) = (BC)x dusu = A{(BC)x} = {A (BC))x.

ISl
Il

Voor iedere vector x e Rq geldt dus:

{(AB)C}x = {A (BO)}x
dus
(AB)C = A (BC) = ABC.

Toon aan (indien de sommen en de produkten van de matrices mogelijk zijn):

A(B +C) = AB +AC
en
(A +B)C = AC +BC.

Opmerkingen.
1. De produktmatrix AB bestaat alleen, als het aantal kolommen van A gelijk
Is aan het aantal rijen van B.

2. Uit de definitie van het produkt van een matrix Amny, en een kolomvector X
met n kentallen in § 3 blijkt, dat dit een bijzonder geval is van het produkt van
twee matrices. We kunnen daarbij de kolomvector X opvatten als een n x 1
matrix,

Het produkt van een rijvector y met m kentallen en een matrix Amn kunnen
We opvatten als het produkt van een 1 x m matrix en de matrix Amn.

3. Bij een transformatie van Ry in zichzelf heeft de transformatiematrix A
1 rijen en n kolommen:

411 a12 . .. Alp

dg) dgg . .. dgp
A= SR ;

dnl dn2...Aann

Een matrix die evenveel rijen als kolommen bevat, heet wierkante matrix.
De elementen a11,ag,. . .,ann vormen de hoofddiagonaal; de elementen ain,
42 n—1...,a5 vormen de nevendiagonaal van de vierkante matrix.

Met de bij een vierkante matrix A behorende determinant |A| bedoelen we:

di1 412 ... d1n
dg) d29 ... ds
[A,' = 2] < ?2 ..u
ldn1@n2...4ann

We noemen |A| de transformatiedeterminant.
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Als bij een transformatie A van Ry in zichzelf iedere vector in R, op zichzelf
wordt afgebeeld, dus als voor iedere x € R, geldt: Ax = x, dan heet de
transformatie een eenheidstransformatie. De daarbij behorende (vierkante)
transformatiematrix wordt voorgesteld door Ey of kortweg door E. Daar ook
de eenheidsvectoren in R, op zichzelf worden afgebeeld, zijn de elementen van

Enn op de hoofddiagonaal alle 1, terwijl alle andere elementen nul zijn:

150 0
Gulia:. 0
P == :
SIS |
Voor elke eenheidsmatrix geldt: |[Epn| = 1.

Toon aan:
1° Is Amn een m X n matrix en E,y, een eenheidsmatrix, dan is de produkt-
matrix:

AmnEnn — f\mn-
2°. Is Amn een m X n matrix en Eqm een eenheidsmatrix, dan is:

EmmAmn — Amu-
3° Is Apy een n ¥ n matrix en Eqy, een eenheidsmatrix, dan is:

]-‘:Iln'fxllﬂ = AI]'HE]"I.H — Ann .
4°. Is App een m X n matrix en zijn Emm en Ey, eenheidmatrices, dan is:
AAmn = (REmmJAmn en Amnd = Amn (iEnn} .

Het produkt van een matrix met een scalair kan dus beschouwd worden als een
bijzonder geval van het produkt van twee matrices.

4. Is A een m x n matrix en B een n X p matrix, dan is AB een m X p matrix,
terwijl BA voor m s p niet bestaat.
Is A een m X n matrix en B een n ¥ m matrix, dan is AB een m X m matrix
en BA een n x n matrix. Voor m = n is dus AB % BA.
Ook als A en B twee n X n matrices zijn, is in het algemeen AB # BA.
Stel bijv.:

il 2 a1

A= » B = ) o

(3 4) S oy 3) -

dan is
AB = (, 15) en BA=(g ).

Hieruit volgt:
Voor het produkt van twee matrices geldt de commutatieve eigenschap niet.

n

Y i

P

e

— -

= o
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In bijzondere gevallen kan de commutatieve eigenschap wel gelden; we zagen
dit reeds bij EpnAnn = ApnEpn = AT
Zo 1s ook vpor
Cosgr —sin ¢ /COS s — SIn s
:\;(_; “) en B:(.q ‘()'
sin g COS @1, sin gg COS o,
/€OS (@1 -+ 2) —sin (g1 -+ ¢s)
ABzBA:(,({T 7 (7 g
sin (@1 + ¢2) cos (g1 + o),
Toon dit ook aan, door in Rs een orthonormale basis te kiezen en dan de lineaire
transformaties met A en B als matrices meetkundig te beschouwen.

5. Noemen we de kolomvectoren van B b (/= 1,2,...,p)ende rijvectoren van
Aag(k=1,2,...,m), danis volgens de definitie van AB — C:

1%, A . (/9¢ kolomvector van B) = /de kolomvector van C ;

2°. (k9e rijvector van A) . B = kde rijvector van C.

Toepassing.

In een euclidische vectorruimte E, is een lineaire deelruimte Ds opgespannen
door de vectoren a — (1,1,0,0)en b = (0,2,1,1) .

Men projecteert alle vectoren in E, loodrecht op Ds.

Bepaal van de lineaire transformatie de matrix A en de kern.

Toon aan: A2 = A .

Oplossing.
(zie hfdst. XV § 3)
Van de transformatiematrix A zijn de kolomvectoren achtereenvolgens
Aer, Aes, Agg en Ag,.
Deze vectoren liggen in D, dus:
Agx = Zxa + puxb = (Ax, Ak + 2u1c, e, pe), (k = 1,2,3,4) .
Verder is e, — Agy | Dg, dus Jaen | b.
Hierdoor ontstaan vergelijkingen waaruit we de waarden voor A en 4 kunnen
bepalen. We vinden:
AL = _'f.,lt-r'———i e — He = 4[ ; A= — ..i,,-%a:i. k= —_{-.#4-_ l

De transformatiematrix is:

—1
1
1
I

De kern van de transformatie is het orthogonale complement van Ds. Hieruit
volgt, dat een basis van de kern is: (—1il, Dien (15—1,3,—1) .




Uit de kwadratering van A blijkt: A2 = A . Dit is ook als volgt te zien.
De loodrechte projectie van x € E4 op D is Ax. De loodrechte projectie van
Ax € E; op D3 is weer Ax, maar ook A (Ax) = A2x . Voor elke vector x € E4
geldt dus A2x = Ax, dus A2 = A.

§ 10. Getransponeerde matrix; symmetrische matrix; nulmatrix.

De matrix die ontstaat door van een matrix A de overeenkomstige rijen en
kolommen te verwisselen, heet de getransponeerde matrix van A. We geven de
getransponeerde matrix van A aan met AT dus als:

d11 412 ...d1n- ai1 az1 .. . dmil

dg1 @22 ...a2 . a1z d22 ... dm2
: ; L (ST 0t e ey (e 3

A =

dml Am2 . . - dmn dln d2n . . . dmn
Uit de definitie van getransponeerde matrix volgt onmiddellijk:
Zijn A en B twee n x n matrices, dan is:

(AB)T = BT . AT,

Daar de waarde van een determinant niet verandert als we de overeenkomstige
rijen en kolommen verwisselen, geldt voor een vierkante matrix:

AT =RAE]
Toon aan:
1°. Zijn A en B twee m X n matrices, dan is:
(A +B)T = AT | BT,

2° Voor elke matrix geldt: de rang van AT = de rang van A.

Een symmetrische matrix is een matrix waarvan de elementen ay; en a; aan
elkaar gelijk zijn.

Een symmetrische matrix is dus een vierkante matrix. Voor een symmetrische
matrix A volgt uit de definitie: AT = A ; in het bijzonder is Eqn® = Eun.
Onder een nulmatrix verstaan we een matrix waarvan alle elementen nul zijn.
Een nulmatrix wordt aangegeven met O. Is de nulmatrix een m X n matrix,
dan worden alle vectoren in R, door de transformatie met de matrix O afge-
beeld op de nulvector in Ry,. De nulvector in Ry is dan de beeldruimte, terwijl
de gehele R, de kern van deze transformatie is.

Toon aan:
Is A symmetrisch, danis (Ax,y)= (x,Ay) en omgekeerd .

—

e

fd ol g ped b
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11. Inverse transformatie.

Definitie.
Een vierkante matrix A heet regulier, als |A| £ 0.
Is |A| = 0, dan heet A singulier.

Uit deze definitie volgt:
Van een reguliere n X n matrix is de rang = n; van een singuliere n X n matrix
is de rang < n.

Van een lineaire transformatie van R, in zichzelf is de reguliere transformatie-
matrix;:

di1 412 .. . A1p

dg] dgz ... Asp

a— | T S )

dnl dp2 . . . dnn

Een vector x = (x1,%X2,. . .,Xn) in R, wordt getransformeerd in een vector
Y= (yu¥2....¥n) in Ry, dus Ax = y. Met behulp van de transformatie-
vergelijkingen :

n

ELIElk;XI——-_\_a’]{, (lx: ],2,,,.,IIJ (]}

zijn de kentallen van de beeldvector y = Ax uit de kentallen van x te bepalen,
We kunnen omgekeerd naar de kentallen X1,Xs,. . ., Xy van de vector x vragen,
als de kentallen y,,ys,. . .,y, van de beelductor Y gegeven zijn. We vragen
er naar de vector x € R,, waarvan de gegeven vector v € R, de beeldvector
. Hiertoe moeten we uit het stelsel van n niet- homogene vergelijkingen (1)

h1] gegeven yi, yz,. . ., yn de n onbekenden x;,xs,. . ., xp oplossen. Daar |A| £ 0,
vinden we uit (1) met behulp van de regel van Cramer bij elke y € Ry één
vector x € Ry.

De oplossing is:

= qi( M1 y1 ~Marys +... 4 (—1)n+1 My, ¥n)
Sk
I 1 ¥ 1 I ] A \
Xy = A ( — M2 yi +Maaye + ... 4 (— 1)n+2 M, Vn) 2)
- |
- i |A] (=N Minys + (—1)242Manys +... 4 (—1)2n Munyn)
A

Hierin is My; de minor van het element ax van de determinant [A].

We kunnen de vergelijkingen (2) beschouwen als \==rqalajk1ngun van een
transformatie die een beeldvector (V1,¥2,- - -, ¥n) tot de oorspronkelijke vector
(xs... Xn) terug transformeert. Deze lineaire transformatie noemen we de
inverse van (l{' oorspronkelijke transformatie A; we stellen haar voor door A 1.




De inverse transformatiematriz van A is:
/ M1 — Mgy ... (— 1)+ My
P T
4] : ; :
(= 1)1+nM;, (—1)2+2Msy ... (—1)22 Mnpn
Merk op: Als Ax = y,danisx = A-ly.
Uit y = Ax en x = A-ly volgt:
Ennz = Ax = AA—IX en Ennx = A-ly = A-1Ax.
Daar dit geldt voor elke x € Ry en elke y € Ry is:
AARL —IASTR =

Uit het bovenstaande volgt, dat elke reguliere matrix minstens één inverse
matrix heeft.

Stelling.
Elke reguliere matrix heeft één en slechts één inverse matrix.

Bewijs.

Stel dat B en C twee inverse matrices van matrix A zijn, dan is BA = AB =
= CA ="AC —E.

Uit BA = AC =E, volgt: B= BE = BAC=EC =C(, dus B = C.

Voor een lineaire transformatiematrix en de inverse matrix gelden nog de
volgende eigenschappen:

Eigenschap 1.
Is A een reguliere matrix, dan is:

1

Fole b

A=Y = NG
Bewijs.
Daar A regulier is, is [A| £ 0.
Uit A-1A = E volgt:

1
[A-Y] ., JA]l'= [A-1A] = [E| = 1, dus|A-l] = A&l

Is A regulier, dan is dus ook A-! regulier.
Eigenschap 2.
Zijn A en B twee reguliere n x n matrices, dan is

(AB)-1 = B-1 A1,
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Bewijs.

Daar A en B regulier zijn, is [A| 5 0, |B| % 0 en |[AB| s 0, zodat A-1, B~
en (AB)-! bestaan.

Daar (AB)(B-1A-1) = A (BB-1)A-1 = AEA-1 = AA-1 — E, is B-1A-1 de
inverse van AB.

Merk op: De inverse van E is weer E. Hieruit volgt: AA-1 = E = (AA-1)-1
= (A-1)-1. A-1. De inverse van A-1is dus (A-1)-1 = A .

Opmerking.

Uit formule (3) voor A-! blijkt, dat A-1 op de volgende wijze kan worden
bepaald:

1°. Vervang elk element van A door de bij dat element behorende minor uit de
transformatiedeterminant ;

2°. Geef elke minor het passende teken;

3°. Verwissel de rijen met de overeenkomstige kolommen

4°. Deel elk element van de aldus verkreg:n matrix door |A| .

Voorbeeld.
1. Bepaal de inverse matrix van:

0 —1 1
A= (1 0 O).
0 1]

Iste manier. Daar |A| = 2 bestaat A-1. De minoren van |A| zijn:
0 11
—2 0 0
0 —1 1.
De van het juiste teken voorziene minoren zijn:
0 —1 1
2 ST
0 I
Door verwisseling van rijen en kolommen en deling door |A| = 2, ontstaat:
0k S0
A-1 = (—13 0 a‘_,) i
104
Controle.
0.1 0 0 —1 1 1 0 0
A‘A=(~-§-O=}) (l DO):(O 1 0):E.
3 0 1 0 1 e D01

2de manier. Voor de inverse matrix A-1 geldt:




0 =11 1 0 0O
A-T, (1 0 0) (0 1 O) :
0 Tl 0 0 1

We vormen in beide matrices dezelfde lireaire combinaties van de kolom-
vectoren z0, dat de kolomvectoren in de linker matrix de eenheidsvectoren
e1,e» en es worden. We krijgen dan achtereenvolgens:

06 B ) 0 0 1 (A0 0
..-\1.(1 O):(UI (});A‘_(I 0 0):(0 3 0):

SR 0L

[ Lo B
=~
=
e pol

bl (0 | ] 6 e ) 1 0 0 s 0 1 06
A-1 (l 0 0) = (U 1 —{) A-1 (() 1 O) — (—3 0 j,]
0 1 0 0 % 4 000 1 i 0 ¥
dus is:
0O 1 0
Al — (—3 0 5)
10§

§ 12. Rang van een produktmatrix.

Stelling 1.

Zijn vi1,Vs,. .., Vp vectoren in R, en is A een reguliere n X n;matrix, dan is het
maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van Avi,Avs,...,Av, gelijk
aan het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van vi,vs,. . ., Vp.

Bewijs.

Stel het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van vy, vs,...,vp
gelijk aan r.

Voor r < k £ p vormen vy,vs,...,vx dan een lineair-afhankelijk stelsel; er
bestaan dus k getallen A die niet alie nul zijn waarvoor:

hvi +Aeve +... 4+ v =0

L
Voor dezelfde waarden van A is dan ook: :
Ay vz +... + V) = hAv; + oAvs +. .. + AcAvg = Ao = o.
Voor elke A (regulier of singulier) en r < k < p vormen de vectoren
Avy, Avs,. . ., Avy dus een lineair-afhankelijk stelsel. ]

Het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van Avy,Avs,. .., Av,
is dus niet groter dan r. ]
Is A regulier, dan bestaat A-1. Is k niet groter dan r en vormen vy, vs,. . ., Vk ]
I
k

een lineair-onafhankelijk stelsel, dan volgt uit:

J.lAyl -J,— EgAYg -1" e ?.k:'\yk = 0
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of

Daar dit laatste slechts geldt als elke 2 gelijk is aan nul, is ook
AAv) + AsAvs ... + ArAvy = 0

dan en slechts dan, als elke 2 gelijk is aan nul.

De vectoren Avy, Avs, . .., Avk vormen dan dus ook een lineair-onafhankelijk
stelsel.

Voor A regulier is dus het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van
Avy,Avs,. .., Av, gelijk aan het maximale aantal lineair onafhankelijke
vectoren van vi,vs,...,Vp.

Stelling 2.
Zijn A en B twee n x n matrices en is A regulier, dan is de rang AB — de rang
van BA — de rang van B.

Bewijs.
De rang van B = het maximale aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren
van B. We noemen de kolomvectoren van B: by, bs,. . .,bn .
De kolomvectoren van AB zijn dan: Ab;, Abs,. .., Aby,.
De rang van AB = het maximale aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren
van AB. Volgens stelling 1 zijn deze maxima aan elkaar gelijk, dus:

rang AB = rang B .
Verder is: rang BA = rang (BA)T = rang ATBT .
Daar A regulier is, is AT ook regulier; dus rang ATBT = rang BT = rang B .
Hieruit volgt:

rang BA = rang B.

Stelling 3.
Zijn A en B twee singuliere n x n matrices, dan is:

rang AB = minimum (rang A, rang B).

Bewijs.
We noemen de kolomvectoren van B: by, bs,. . .,bn .
De kolomvectoren van AB zijn dan: Ab;, Abs,. . .,Abn .

In het bewijs van stelling 1 blijkt, dat het maximale aantal lineair onafhanke-
lijke kolomvectoren van AB niet groter is dan het maximale aantal lineair
onafhankelijke kolomvectoren van B, dus rang AB < rang B.




Verder volgt uit: rang AB = rang (AB)T = rang BTAT < rang AT — rang A ,
dat rang AB =< rang A .
Zo hebben bijv. de singuliere matrices:

1 0 0 0
A:((a 0) en B=(, o

beide de rang 1.

0

0 Lo

AB:( I 9

3) heeft de rang 0 en BA = ( heeft de rang I .

Opmerking.

Uit het bovenstaande volgt voor n X n matrices:

Is A of B singulier, of zijn beide singulier, dan is AB ook singulier.

Zijn A en B beide regulier, dan is ook AB regulier.

Dit kan men ook inzien in verband met: [AB| = |A| . |B| &én A is dan en slechts
dan regulier als |A| £ 0.

§ 13. Basistransformatie. |

Voor elke vector x = (x1,Xz,. . .,Xa) in Ry geldt: |
1

X = x1b1 +xabs 4 ... + Xaba. (1)
Hierin vormt het stelsel vectoren by, bs,. . ., by, een lineair-onafhankelijke basis ]
in R,. \
Kiezen we in Ry, een andere lineair-onafhankelijke basis, gevormd door de C

vectoren ¢;,Cs,. . .,Cn z0 dat:

Ck = (‘.11,-_1;)1 —E—Czk}_)g + ... + Cnk bn. (k= ],2,...,“} (2)
dan is de vector x = (xy,Xs,. . .,Xn) Op één manier lineair in de nieuwe basis-
vectoren uit te drukken,
Zijn de kentallen van x ten opzichte van de nieuwe basis: x1’, %’ ,. . ., Xa',
dan is: b
v
X = X1'Ct +Xa'Cs +... +Xn'Cn. t
Substitueren we hierin voor ¢;,¢s,. . .,cn de uitdrukkingen (2) dan vinden we
na enige herleiding: §
n n n tt
X = by Deexi’ + bs Tezexe’ F.. L b Beiexic .
41 1 1 z
In verband met (1) volgen hieruit de betrekkingen tussen de kentallen x;, X, . . ., E
Xn van een vector t.o.v. de oude basis en de kentallen x;’,x%s’,. . .,Xa" van die W

zelfde vector t.o.v. de nieuwe basis:




X1 = ZciXy' = cuXt' Fciaxa’ ... =+ Cin Xy’
1
n
X2 = X Cox Xk’ = Cgi X3’ Coa X" +... 4 ConXn' 3
: 1 (3)
n
Xn = )..,an.\'k' = Cn1X1" + Cpaxs' T s laa +Cnnxn‘_
1

Deze betrekkingen heten transformatieformules, niet van een vectortransfor-
matie, maar van een basistransformatie, d.w.z. bij overgang van een lineair-
onafhankelijke basis op een andere lineair-onafhankelijke basis,

Het blijkt, dat de oude kentallen lineair in de nieuwe kentallen worden uit-
gedrukt.

De matrix:

€11 C12 ... Cin
" Cg1 C23 ... C2n
L= : | I
CniCn2...Cnpp

die de basistransformatie bepaalt, heet de matrix van de basistransformatie.
Hieruit volgt:

De kolomvectoren van de matrix van een basistransformatie zijn de vectoren
van de nieuwe basis met kentallen t.o0.v. de oude basis.

Daar de kolomvectoren een lineair-onafhankelijk stelsel vormen, is bij overgang
van een lineair-onafhankelijke basis op een andere lineair-onafhankelijke basis
de matrix van de basistransformatie een reguliere matrix.
Met behulp van de matrix C zijn de transformatieformules aldus te schrijven:
X1 X1
Xz

Sy

= [l ‘\,2 of x = Cx’.

x5 Xn'
Merk op, dat x en x’ hier dezelfde vector voorstellen. Bij x behoren de kentallen
van een vector t.o.v. de oude basis, bij x’ de kentallen van dezelfde vector
t.0o.v. de nieuwe basis,

§ 14. Invloed van een basistransformatie op de matrix van een lineaire vector-
transformatie.

Zij A de matrix van een lineaire vectortransformatie van R, in zichzelf,

Elke vector x € R, wordt dan afgebeeld op één vector Y € Ry zo, dat Y= AxH
We kiezen nu in R, de nieuwe basis (2) van § 13 en noemen de vectoren xeny,
maar nu t.o.v. de nieuwe basis, x’ en ¥
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.

volgt uit y = Ax:
Cy’ = ACx'.

Daar x = Cx'eny = Cy

Daar C regulier is, bestaat C-1 . Hierunit volgt:

v' = C-1ACx' = Bx’', met B = C1AC.

Met B bedoelen we de matrix van dezelfde lineaire vectortransformatie als
die met matrix A, maar nu t.o.v. de nieuwe basis. We noemen B gelijhwaardig
of equivalent met A en schrijven B »n A .

Definitie.
Een n X n matrix B is gelijkwaardig of equivalent met een n x n matrix A, als
er een reguliere n x n matrix C bestaat zo, dat B = C-1AC .

Is C regulier en is B = C-1AC , dan is de rang van B gelijk aan de rang van A.
Twee gelijkwaardige matrices hebben dus dezelfde rang.

Uit de definitie van gelijkwaardigheid van twee matrices volgt:

1°. Gelijkwaardigheid van twee matrices is een reflexieve relatie, dw.z. A w A,
immers A = E-LAE

2°, Gelijkwaardigheid van matrices is een symmetrische relatie, d.w.z. nit A v B
volgt B «» A, immers:

Uit A v» B volgt, dat er een reguliere matrix C bestaat zo, dat A = CEBE,
Hieruit volgt: B = CAC-1. Noemen we C-1 = C;, dan is C = C;-1, dus
B=C1ACiof Bwn A.

3°. Gelijkwaardigheid van matrices is een transitieve relatie, d.w.z. nit A; o As
en Ay v Az volgt Ay oo Ag, immers:

Er bestaan twee reguliere matrices C; en Cs zo, dat A; = Ci7 1A C; en

‘\‘ = r_) 1 A:] (.\‘-'_’ -

Hieruit \'t]]{._;t‘, .-'-\1 = Cl' 1(_:2' 1 :’\3Cg(:.] = (C.g(‘_‘[]"]f\s (Lng) y dus 1\1 w2 \3 ¥
Elke betrekking die zowel reflexief, symmetrisch als transitief is, heet een
equivalente relatie.

Gelijkwaardigheid van matrices is dus een equivalente relatie.

§ 15. Orthogonale transformaties.

In deze paragraaf gaan we uit van een euclidische vectorruimte E, met een
orthonormale basis.

Definitie.
Een lineaire transformatie van een euclidische vectorvuimte Ey in zichzelf heet
orthogonaal, als de eenheidsvectoren van Ey, die een orthonormale basis vormen,
getransformeerd worden in vectoren in Ey, die weer een orthonormaal stelsel vormen,

[~ o I R B |

el « - |
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De matrix die bij een orthogonale transformatie behoort, noemen we een
orthogonale matrix.

De kolomvectoren van een orthogonale matrix hebben dus alle de lengte één
€n staan twee aan twee loodrecht op elkaar.

Zo is bijv.:

R T
1 (2 2 i)
ST

de orthogonale matrix die hoort bij een orthogonale transformatie van Es in
zichzelf.

Is
d11 d12 . .. 21ny
dg) d23 ... d2p e
= : (1)
‘dpl dn2 . . . dpp

de matrix van een orthogonale transformatie van de euclidisciie vectorruimte
E, in zichzelf, dan is:

aie® Hagk? A... a2 =1, (=SS )
en ’
d1ka1; + Azka ... +apgay = 0 (2)

yoor k =uly2.. vy el n el e B

Uit bovenstaande volgt: Is A orthogonaal , dan is AT. A— E en omgekeerd.
Stelling 1.

Bij een orthogonale transformatie A van een euclidische vectorruimte E, in
zichzelf is:

1°, de lengte van elke vector x € Ep gelijk aan de lengte van de beeldvector Ax;
2°, de hoek tussen de vectoren x € E, en v € E, gelijk aan de hoek tussen de
beeldvectoren Ax en Ay.

Bewijs.
1. Zij x = (xX1,%s,. . .,Xp) €n AX = (x1',%2',. . ., Xp') en zij (1) de orthogonale

transformatiematrix A, dan is:

X1" = an X +a2Xe +... 4 apxy
X2 = as) X1 — Azz X» = v« == @anXnp
Xn' = amx1 +aueXe +... + 511“1-\'||J
Dus
n
| ‘ e e | I\ 0 2 = - " - - g
| Ax|2 = (%12 + (x2')% +... + (xn")2 = 2 (ax1 X1 + axaXo F. .. +axnXn)2 .
k=1

Herleiden we het rechter lid, dan volgt uit (2) dat de coéfficienten van x,2 alle
gelijk zijn aan 1 en dat de coéfficiénten van xxx; (k 7 1) alle nul zijn.




Hieruit volgt:

AX[2 = X2 + %o +... +xa? = [3[2,

dus:
[Ax| = |x|, efi (A Az =l(xrX)

2°.Zijy = (yuy2. - yn) en Ay = (y1',y2',. . ., yn’) , dan is:
yi' = auyir +ays +... +am }_"n]

ye' = anyl +asy: +... +aznyn

Yo' = anty1 +anzyz +... + 8““y“[

Dus het inwendig produkt

(Ax,Ay)=Z (aiaX1 +axeXz + ... + aknXn) (Qay1 + axeyz + ... + akn¥yn) .
k=1

Uit (2) volgt weer na herleiding van het rechter lid, dat de coéfficiénten van
Xk Vi alle gelijk zijn aan 1 en dat de coéfficienten van xyy; (k /) alle nul zijn.
Hieruit volgt:
(A;g,"\i‘) = X1Y1 +X2¥2 +... +Xa¥n = (l‘al) -
Zij @ de hoek tussen de vectoren x en y en ¢’ de hoek tussen de beeldvectoren
Ax en Ay, dan volgt uit
S ; (Ax, Ay)

Cos @ = é——-X'% en cos¢ = _AX—I_‘%_’ |
dat de hoek tussen de beeldvectoren Ax en Ay gelijk is aan de hoek tussen de
vectoren x en y.

Stelling 2.

Als bij een lineaire transformatie A van een euclidische vectorruimte E, in
zichzelf elke vector x € E, dezelfde lengte heeft als de beeldvector Ax, dus als
(x,x) = (Ax,Ax), dan is de transformatie orthogonaal,

Bewijs.
Zijn ey, es,. . .,en de eenheidsvectoren in E, dan is, daar |Ax| = |x| voor elke
x € E, ook |Aex| = |ex| = 1 voor k = 1,2,...,n.

We moeten nu nog aantonen dat de beeldvectoren van de eenheidsvectoren in
E, twee aan twee loodrecht op elkaar staan. Daartoe tonen we aan, dat de
hoek tussen elk tweetal vectoren x en y in E, gelijk is aan de hoek tussen de
beeldvectoren Ax en Ay.

Uit [x 4+ y| = |Ax + Ay]| volgt:

(x +y.2 +y) = (Ax + Ay, Ax + Ay)




of
en daar

is:

Hieruit volgt:

Als bij een lineaire transformatie A van E, in zichzelf elke vector even lang
is als de beeldvector, dan is het inwendig produkt van x e E, en y € E, gelijk
aan het inwendig produkt van Ax en Ay; uit het bovengenoemde volgt dan
weer, dat de hoek tussen Ax en Ay gelijk is aan de hoek tussen xeny.

Opmerking.

Uit het bovenstaande volgt:

Opdat een lineaire transformatie A van een euclidische vectorruimte E, in
zichzelf orthogonaal is, is het nodig en voldoende dat elke vector x € R, de-
zelfde lengte heeft als zijn beeldvector Ax, dus dat:

(x,%) = (Ax,Ax).

Stelling 3.
De determinant van een orthogonale matrix is gelijk aan + |,

Bewijs.
d11d12 ... a1 di1de1 ... Apl
dz] dzz . .. dzp

Is A =

dariist AT e (IS A . . g

dnidnz . .. anpp A1ndsgn . . . Ann

Is A een orthogonale matrix, dan volgt uit (2):

10, 2.0
ATA = [_J IU — I3
000

Hieruit volgt:
|ATA| = |AT|. [A| = 1 en daar |AT| = |A], is:

[A2 =1, dus |A|= +1.

]

Is |A| = 1, dan heet A direct orthogonaal; is [A| = — 1, dan heet A gespiegeld
orthogonaal,
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Stelling 4.
Voor een orthogonale matrix geldt: A-1 = AT,

Bewijs.
Daar A orthogonaal is, is |A| # 0. Elke orthogonale matrix A heeft dus een
inverse A-1 . Nu is:

A-l = EA-1 = (ATA)A-1 = AT (AA-1) = ATE — AT,

Opmerkingen.
1. Uit deze stelling volgt:
AAT —=sA A= — KT
Ook de rijvectoren van een orthogonale matrix hebben dus de lengte 1 en staan
twee aan twee loodrecht op elkaar.

2. Omgekeerd volgt uit A-1 — AT, dat A een orthogonale matrix is.
Stelling 5.

Het produkt van twee orthogonale matrices is weer een orthogonale matrix.
Bewijs.
Zijn A en B twee orthogonale matrices, dan is:
ATA=E en BTB=E.

Is C = AB, dan is CT = BTAT — B-1A-1, dus:

CTC = (B-1A-1)(AB) = B-! (A-1A)B = B-1B = E
Hieruit volgt, dat C = AB weer een orthogonale matrix is.
Als eenvoudige toepassing stellen we ons nu de vraag welke orthogonale 2 x 2

madtrices er bestaan.
Stel:
A = (2111 1112']
dg1  dag/
1s een orthogonale transformatiematrix van Es in zichzelf.
De beeldvectoren Ae; — (a11,421) en Aez = (aj2,a2:) hebben de lengie 1, dus

an® +ag? =1 en ap? +axn2=1,
We kunnen dus stellen:
411 = COS @, as; = sin @, 412 = COSp en as = sin Y.

Uit Ae; | Aes volgt:
ajjale + asjas = 0
dus:
cospcosy +singsinyg =0 of cos(p—y) =0.

Hieruit volgt:

rn e

a—
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+ kx|

[SST=]

g—y=
dus:
CosS ¢ = —sin g en sin ¥ = cos ¢ Of: cos p = sin @ €n sin p = — cos .
De matrix heeft dus de vorm:
(COS @ —sin ) » /COS @ sin g\
A——.(.‘{ ;J,()f A——(.‘r J].
sin ¢ cos @ sin ¢ — cos ¢/
In het eerste geval is

Al =1 ; de transformatie is dan direct orthogonaal.
In het tweede geval is |A| = —1 ; de transformatie is dan gespiegeld ortho-
gonaal.

§16. Orthonormale basistransformatie.

Wordt een euclidische vectorruimte En opgespannen door een orthonormale
basis en gaan we over op een nieuwe orthonormale basis, dan spreken we van
een orthonormale basistransformatie.

Zijn X1,Xs,. .., Xa de kentallen van een vector x € E; ten opzichte van de
oorspronkelijke basis en zijn X1',x2/,. . ., X’ de kentallen van dezelfde vector

’

X, die we x’ noemen, ten opzichte van de nieuwe basis, dan volgt uit § 13:

X—=Gx

It

Hierin is C de matrix van een orthonormale basistransformatie.

De kolomvectoren van de matrix C zijn de vectoren van de nieuwe basis met
kentallen t.o.v. de oude basis. Daar de nieuwe basisvectoren een orthonormaal
stelsel vormen, is C een orthogonale matrix.

Is A de matrix van een lineaire transformatie van E, in zichzelf t.o.v. de oor-
spronkelijke basis en is B de matrix van dezelfde transformatie t.o.v. de nieuwe
basis, dan is volgens § 14:

Bi=C-1AC

Daar C en C-! orthogonaal zijn,is [C| = [C-| = 1of [C| = |[C-1| = —1 .,
Hieruit volgt:

|B| = |C-1AC| = |C-1. |A|. |C| = |A].
Is A orthogonaal, dan is ATA — E ; daar C orthogonaal is, is C-1 = CT :
dus BTB = (C-1AC)T(C 1AC) = (AC)T(C-1)T(C-1AC) = C-1ATCC-1AC —
C-1ATAC = E.
We zien dus:
Bij overgang van een orthonormale basis van Ej op een nieuwe orthonormale
basis gaat een orthogonale transformatiematrix A over in een met A equiva-
lente transformatiematrix B die ook orthogonaal is,




§ 17. Opgaven.

We nemen aan, dat in elke euclidische vectorruimte die in de opgaven ter
sprake komt, een orthonormale basis is gekozen.

1. Bepaal de inverse van elk der onderstaande matrices en controleer het ant-

woord :
2 0 1 =2
2 —2 —1 1 —2 0 g - 0 2
(I 1 2) ; ( 3 —5 5) 3 1 D0 0
1 0 1 =1 Al 0 9 9 1

2. Van een lineaire transformatie van Rs in zichzelf met transformatiematrix A
is gegeven:

gnd g 1 1 —1
A= (—l 3 3) (() 1 })
9 6 1 0 3

een inverse?
Antw.:a # —lena # —443y3.
4. Door een lineaire transformatie van Rg in zichzelf gaan de vectoren:
=S e = (ST SensS e =—S(d 11 0)
respectievelijk over in:
vi= (3,200, ve=(—1,2,—2) en vz= (7,6,—1).

a. Bepaal de transformatiematrix A en onderzoek of deze een inverse heeft.

b. Bepaal de kern en de beeldruimte van de transformatie.
4 -2

1 0, 1 2
Antw.: A = ( 2 U) ;lgeen Anl g (l) A ( 2) + p (U) ;
-1 2 -1 2 —1 1/

5. Bewijs voor [A| # 0:

(AT)-1 = (A-HT,

Z1

d:

In

Vel
Be;
bas

An

14,

zicl

In
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6. Bewijs, als A, Ben C reguliere n X n matrices zijn :
(ABC) = C1B-1A-1

7. Bewijs dat, als A een m X n matrix is, AAT en ATA symmetrische matrices
Z1jn,

8. Bewijs dat, als A en B symmetrische n % n matrices zijn, AB dan en slechts

dan symmetrisch is als AB = BA.

9. Bewijs dat, als A en B twee n X n matrices zijn en als B regulier is:
(B-1AB)n = B-1AnB

10. Bewijs dat, als A regulier is en AB — AC, hieruit volgt: B = C.

[1. Bewijs: Als A2 = A (dus A is een vierkante matrix) en A £ E en A is
niet een nulmatrix, dan is A singulier,

I2. Van een lineaire transformatie A van een R in zichzelf is gegeven dat
A% = O (met O bedoelen we de nulmatrix) , A = O .
a. Bewijs:
1°. De dimensie van de kern van A is gelijk aan 2.
2°. Er bestaat een basis €1,€2,e3 van R zo, dat

Ae; = Aez — 0 en Aes = es.
3% In 2° is g; op een factor na éénduidig bepaald.

b. Bepaal t.o.v. de basis €1, €2,e3 de matrix van de transformatie A.
13. Een lineaire transformatie van Ry (met basis (1,0) en (0,1)) in zichzelf is
gegeven door:

(1,1) = (6,9) en (3.—2) > (8,—8).
In Rp kiest men een nieuwe basis met ¢t = (1,2) en ¢o = (—2,1) als basis-
vectoren.
Bepaal de matrix van de transformatie t.o.v. de oude basis en t.o.v. de nieuwe

basis.
2 8 0
7) (o 3)

14. Een lineaire transformatie van Rs (met basis (1,0,0) , (0,1,0) en (0,0,1)) in
zichzelf is gegeven door:

(L—1,1) > (5,4, —4)

Antw,: (

(SRS

2. —1L1) = (6,2,—2) en (1,1,2) > (3,4,2).

In R3 kiest men een nieuwe basis met ¢ = (1,2,—2), ¢z = (—2,1,0) en
€3 = (2,4,5) als basisvectoren.




Bepaal de matrix van de transformatie t.o.v. de oude basis en t.o.v. de nieuwe
basis.

1 =2 2 == 30
Antw.: (—2 —2 4) s ( G200
2 4= D02

15. Als A en B twee n X n matrices zijn en E de eenheidsmatrix is met n rijen
en n kolommen, bewijs dan:

(E +A)1(A +B)(E +AB)-1(E +A) = (E — A)E +BA)2(A +B)
(E—4)-1,

indien verondersteld wordt, dat de voorkomende inverse matrices bestaan.

16. Voor welke waarde(n) van a is de volgende matrix A orthogonaal en welke
soort van orthogonaliteit treedt daarbij op?

1
ol =k = —1—5
k- 4
5 d
3 :
Antw.: a = —~ ; gespiegeld orthogonaal.

5

17. In een euclidische vectorruimte Ez wordt een lineaire deelruimte Dz op-
gespannen door de vectoren (1,1,1) en (2,1,2) . Alle vectoren in E3 worden
loodrecht op Ds geprojecteerd. Bepaal van deze lineaire transformatie de
matrix en de kern,

] |

Antw.: 5 (0 2 0) i A(1L,0,—1).
1 0 1

18. In een cuclidische vectorruimte E; wordt een lineaire deelruimte D2 op-

gespannen door de vectoren (1,2,1,0) en (0,2,1,1) . Alle vectoren in E4 worden

loodrecht geprojecteerd op Ds. Bepaal van deze lineaire transformatie de matrix

en de kern.

1
Antw,: i

= 00 b
B e —

L o O ST

o — o
O m= BN

bo

19. In de euclidische ruimte Ej is een orthogonale transformatie gegeven door

de matrix:
2 = =2
A= (2 2 ]) >
%= 2

:
3
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Toon aan:

1°. Alle punten die op zichzelf worden afgebeeld, liggen op een lijn / door de
oorsprong O,

2°. Is m’ het beeld van een lijn m door O, dan maken m en m’ gelijke hoeken
met /.

3°. Is n’ het beeld van een lijn n door O loodrecht op /, dan is de hoek tussen n
en n’ constant.

1°. Het beeld van elk punt P ontstaat door P over een constante hoek om / als
as te wentelen.

20. In de euclidische ruimte Ej zijn gegeven:

1°. de lineaire deelruimte U bestaande uit de vectoren waarvan de kentallen
X1, X2 en X3 voldoen aan de vergelijking: x; - x5 —2x3 — 0 =

2°. de lineaire deelruimte V die alle vectoren bevat welke loodrecht staan op de
lineaire deelruimte U,

a. Bepaal van U en van V een lineair-onathankelijke basis.

Door een lineaire transformatie met matrix A gaan de vectoren van U in
zichzelf over, terwijl de vectoren van V overgaan in vectoren met tegenge-
stelde kentallen.

b. Bereken A en toon aan, dat A orthogonaal is.

c. Verklaar zonder berekening, dat A2 = E .

2 —1 2
Antw.: (1,—1,0) en (2,0,1); (1,1,—2) ; ; —1 2 2
2 2 —1

21. In een euclidische ruimte E, is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix: |

cosp —sin g

(Hill ¢ cos q-,] '
Men kiest een nieuw codrdinatenstelsel met eenheidsvectoren (cos &, sin &) en
(—sina, cosa) . Bepaal de transformatiematrix t.o.v. het nieuwe coordinaten-
stelsel en verklaar het antwoord meetkundig.

22. In een euclidische ruimte E, is een lineaire transformatie gegeven door de

matrix: .
iz i <
2 (].-'3 1] '

1°. Toon aan, dat de punten die samenvallen met hun beeldpunten, op een
lijn 7 liggen.

2°. Kies een nieuw orthonormaal codrdinatenstelsel met Jigls x-—as.,

Bepaal de matrix van dezelfde transformatie t.o.v. het nieuwe codrdinaten-
stelsel.

Aniw.: ((I) _?),




23. In een euclidische ruimte Es is een lineaire transformatie gegeven waarvan
de matrix A orthogonaalisen |[A| = —1.
Toon aan, dat deze transformatie een spiegeling is t.o.v. een lijn.

A

24. A en B zijn twee orthogonale n X n matrices; = |B].
1°. Bewijs: BT — AT = AT (A — B)BT.

2°. Bewijs, als n oneven is: |[A — B| = 0.

25. Van een vector x € Ry zijn de kentallen: x1,Xs,. . .,Xn .

Schrijven we deze vector als een kolomvector, dan kunnen we deze notatie
beschouwen als een n X 1 matrix. Deze matrix geven we aan met x. De ge-
transponeerde matrix van x is dan een 1 X n matrix, die we aanduiden met xT .
Van een vector y € Ry, zijn de kentallen: yi1,ys,. . .,Vn .

Bepaal nu xT.y en x.yT.

26. In een euclidische ruimte Ej is een orthonormale basis gekozen; verder zij
nt = (n1,ne,ng) een eenheidsvector en xT = (x1,X2,X3) een willekeurige vector,
waarvan we het eindpunt met P aangeven. De vector die tot eindpunt heeft
het voetpunt van de loodlijn uit P neergelaten op de drager van n geven we aan
met Ax. &

Bewijs: A=n.nT, A2=A en [A|=0.



HOOFDSTUK XIX

EIGENWAARDEN EN EIGENVECTOREN VAN EEN LINEAIRE
TRANSFORMATIE

§ 1. Eigenwaarden en eigenvectoren.

Definitie.
Als bij een lineaire transformatie A van Ry in zichzelf voor x € Ry en x = 0
geldt:

Ax = Ax

dan heet X een eigenvector van A ; het getal A heet de bij x behorende eigenwaarde.
In een lineaire vectorruimte R, is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix:

a]1 412 . . . d1n,
dg1 d22 . .. Azn
v = . . ¥
dnidn2 . . . dnn
Il — Gy %0 -»Xn) een vector in Ry zo dat Ax = Ax, dan is:

(e =)z " A P rpop RS Xn = 01

da X1 +(aga— A) x2 ... + dan Xn =10
5 : ; [ (1)
dnl X1 } dnz Xa + e : (i:lnn — l’\} Xn = 0
Deze n homogene vergelijkingen met n onbekenden xi,xs,. . .,x, hebben dan
en slechts dan oplossingen ongelijk aan de nuloplossing, als:
[a;p — 4 a2 - e Ain ‘
" YA aga — A ... a e
| i ‘I a3 3 L ?Tl i, !A e 414’| =0 (2)
| an1 dpng <o+ Apn — A‘

Bij een lineaire transformatie A van R, in zichzelf zijn de eigenwaarden van A
de wortels van de nde graadsvergelijking in 2:

A — 1E[ =0 3)

We noemen de waarden van A die aan deze vergelijking voldoen, de eigen-
waarden van de matrix A.
Vergelijking (3) heet de karakteristieke vergelijking van A; het linker lid van de




karakteristieke vergelijking van A heet het karakteristieke polynoom van A.
Zijn 1, 2s,. . ., An de n al of niet verschillende wortels van de karakteristieke
vergelijking, dan 1s:

A—JE| = (— DA — 4)(A — 22) ... (A — Ay) .
Uit (2) volgt ook:

A — AE| = (— Dain 4 (—1)"(a;; +aze + ... +anmm)d?1 ... +|A].
Hieruit volgt:

A4 A +... +2Ay=ay +a, +... +an en Lids... iy = |A]
We noemen aj; --ass ... -+ anp het spoor van A.

Uit het bovenstaande volgt:
De som van de eigenwaarden van een matrix A is gelijk aan het spoor van A;
het produkt van de eigenwaarden is gelijk aan |A[.

Isi = A2 = ... = Am, dan noemt men 1, een m-voudige eigenwaarde van A ;
het getal m heet de multipliciteit van de eigenwaarde 4;. Is m = 1, dan is 4; een

enkelvoudige eigenwaarde van A.

Alle oplossingsvectoren (xi,Xg,...,Xy) van het stelsel vergelijkingen (1) die
behoren bij één eigenwaarde Ay (dus ook de nulvector), vormen de eigenruimte
van A behorende bij de eigenwaarde Ax. Deze eigenruimte is een lineaire deel-
ruimte van Ry.

Alle vectoren van deze eigenruimte, uitgezonderd de nulvector, zijn dus eigen-
vectoren van A behorende bij de eigenwaarde Aj.

Uit bovenstaande volgt dat de eigenruimte van A behorende bij de eigenwaarde
Ak de kern is van de lineaire transformatie met matrix A — AcE .

Opmerking.

Daar we slechts matrices met reéle elementen beschouwen, heeft elke karakte-
ristieke vergelijking reéle coéfficiénten. Is 4 een complexe eigenwaarde van een
matrix A, dan is dus ook de toegevoegd complexe waarde 4 een eigenwaarde van
A. Is x een eigenvector behorende bij een complexe eigenwaarde 4, dan zijn de
kentallen van x niet alle reéel. Van de vector & behorende bij de eigenwaarde 7,
zijn de kentallen dan toegevoegd complex met de kentallen van x. Is dus
Ax = Ax, dan is ook A% = iX.

Stelling.
Van een lineaire transformatie van R, in zichzelf zijn de eigenwaarden onaf-
hankelijk van de lineair-onafhankelijke basis die R, opspant.

Bewijs.
In hoofdstuk XVIII § 14 zagen we dat, bij overgang van een lineair-onaf-
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hankelijke basis van R, op een andere lineair-onafhankelijke basis, de matrix A
van een lineaire transformatie overgaat in de gelijkwaardige matrix B zo, dat
B = C-1AC. Hierin is C de reguliere matrix van de basistransformatie.
Daar C-1C = E, is [C-1| . |[C| = 1. Voor elke waarde van 1 is:

B— JE = C1AC— 2C-1C=C-1(A — AE)C.
Hieruit volgt:

|IB— AE| = |A — 1E|.

De matrices A en B hebben dus dezelfde karakteristieke vergelijking en dus ook

dezelfde eigenwaarden.
Gelijkwaardige matrices hebben dus dezelfde eigenwaarden en gelijke sporen.

§ 2. Eigenschappen van eigenvectoren en eigenwaarden.

Stelling 1.

Van een lineaire transformatie A vormen de eigenvectoren a;,as,...,a, be-
horende bij de verschillende eigenwaarden 1y, 2, . . ., A, een lineair-onafhankelijk
stelsel.

Bewijs.

We bewijzen deze stelling met behulp van volledige inductie,

Daar de eigenvectoren # o zijn, is de stelling juist voor p = 1 .

Neem aan, dat de stelling geldt voor k eigenvectoren (1 £k = p — 1), dus
dat:

®1a1 +ogas ... +arax = o dan en slechts dan alselkex = 0. (1)

We tonen aan, dat de stelling dan ook geldt voor k -+ 1 eigenvectoren, of dat
uit;

®121 +ogds +. .. Foakadr +ordr = 0 2)

volgt dat elke x = 0, dus ook agsy = 0.
Is x4y = 0, dan volgt uit (1) dat ook elke andere x nul is.
Veronderstel s % 0 : dan is:

or1agsn = — (mar +oeas + ... +oxax) . (3)
Daar a, een eigenvector is die behoort bij de eigenwaarde Ay, is
Aay = Axax (ki=1,2." s D)~
Hieruit en uit (2) volgt:

A (x1a1 +a2as +... +okdx + dx18k41) = 0
dus

Morar + Aexeds +. . .+ Akdkdk + AkOk8ka = 0.
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Substitueren we hierin de uitdrukking (3) voor ax+1ak+1 , dan vinden we:
(A — Agw)oaar + (A2 — Aksr)axeas 4. .. + (Ak — Aks1)oxax = 0.

Daar alle A’s verschillend zijn, volgt uit (1) dat oy = a2 = ... = = 0.
Maar volgens (3) is dan ook ax 1 = 0, hetgeen in strijd is met de onderstelling.
Betrekking (2) is dus alleen juist voor elke & = 0.

Zijn dus aj,as,. .., ak (1 £k £ p — 1) lineair onafhankelijke eigenvectoren,
dan zijn ook aj,as,. . .,ak, ax+1 lineair onafhankelijke eigenvectoren.

Daar de stelling juist is voor p = 1, geldt de stelling voor elk p-tal eigenvec-
toren die bij verschillende eigenwaarden behoren.

Stelling 2.
Is van een lineaire transformatie van R, in zichzelf de matrix A gelijkwaardig
met de diagonaalmatrix:

A1 0 ...0
B — Q ,1 S,
[) U e J;.n
dan zijn 2, 4,. . ., A, de eigenwaarden van A.

Is B = C-1AC, dan zijn de kolomvectoren van C eigenvectoren van A die
respectievelijk bij de eigenwaarden 1;, 15,. . ., 1, behoren.

Bewijs.
Daar A en B gelijkwaardige matrices zijn, zijn de eigenwaarden van A dezelfde
als de eigenwaarden van B en deze zijn A1, A2, « o5 An .

Is
C11Ci2 ... Cin Aicir  Asciz ... AnCim
C21 C22 . . . Can ; A1Cor  AsCas ... AnCon
=S . ),danis CB = { . : ;
Cn1iCn2 ... Cnn Ai€ni AsCnz. .. AnCnpn
Duiden we de kolomvectoren van C aan met ¢;,¢s,. . .,Cn dan zijn

Ar€1, AsCs, . . .,Ancq de kolomvectoren van CB.
Uit hfdst. XVIII § 9 blijkt, dat de kolomvectoren van AC dan zijn:

Acy, Acs, ... ., Acq .

Uit C-1AC = B volgt AC = CB. De kolomvectoren van AC zijn dus gelijk aan
de overeenkomstige kolomvectoren van CB of:

Agkzlkgk (k: ],2..,.,“}.

De kde kolomvector van C is dus een eigenvector van A behorende bij de eigen-
waarde A.




105

Opmerking.

Daar C regulier is, zijn de kolomvectoren van C lineair onafhankelijk.

Uit stelling 2 volgt dus:

Als een n X n matrix A gelijkwaardig is met een diagonaalmatrix, dan bezit de
lineaire transformatie die door A bepaald is, n lineair onafhankelijke eigen-
vectoren.

Stelling 3.

Bezit een lineaire transformatie van R, in zichzelf n lineair onafhankelijke
eigenvectoren, dan is de bijbehorende matrix A gelijkwaardig met een diagonaal-
matrix. De elementen van de hoofddiagonaal van de diagonaalmatrix zijn dan de
eigenwaarden van A,

Bewijs.

We gaan uit van een gegeven lineair-onafhankelijke basis van Ry,

Zijn ¢1,Cs,. . .,Cq de lineair onafhankelijke eigenvectoren van A, dan bestaan er
n getallen 4;,4s,. . ., An, dat zijn de eigenwaarden van A, zo dat

A(_:k—_}.k(_:k (k — ],2,,..,11). (])

We gaan nu over op een nieuwe lineair-onafhankelijke basis van R, die gevormd
wordt door de eigenvectoren van A : ¢i,Cs,. . .,Cn.
Is t.0.v. de oorspronkelijke basis:

€k = (Cik,C2x,. . .,Cnx) Vvoor k = 1,2,...n

dan is de matrix van de basistransformatie:

€11 €19« «» Cip
e e
Cn1 Cn2 - . . Cnn
C11 ] Ciz 0 Cin 0
s o3 I 0 2 S (1 | Ca BT
Bith e o =:0 -l L= el o s Barad sl =Gl
Cni 0 Cn2 0 Cnn |
volgt in verband met (1):
A 0 0
0 . | As A {0
Ao =tlicy =1C = |, Acsi= 1scs =G = - -5 Ay — Ascn = C |
0 0 An

Hieruit volgt:




Daar C regulier is, bestaat C-1. Dan is:

4 0.0
C-1AC = [.) G '(.J
U U alela J"‘l.;[;["i

We hebben dus gezien: De matrix van een lineaire transformatie van R, in
zichzelf met n lineair onafhankelijke eigenvectoren is gelijkwaardig met de
diagonaalmatrix C-1AC waarin de elementen van de hoofddiagonaal de eigen-
waarden van A zijn. Hierin is C de matrix van de basistransformatie bij over-
gang van de gegeven lineair-onafhankelijke basis van Ry op de basis die ge-
vormd wordt door de lineair onafhankelijke eigenvectoren van A.

Uit de stellingen 2 en 3 volgt onmiddellijk:

Stelling 4.

De n % n matrix van een lineaire transformatie van R, in zichzelf is dan en
alleen dan gelijkwaardig met een diagonaalmatrix, als de transformatie n lineair
onafhankelijke eigenvectoren bezit.

Opmerkingen.

1. Is A een n X n matrix met reéle elementen, dan behoeven de eigenwaarden
van A niet alle reéel te zijn. Ook de kentallen van de eigenvectoren, dat zijn de
kentallen van de nieuwe basisvectoren t.o.v. de gegeven basis, behoeven dus
niet alle reéel te zijn. Alleen als alle eigenwaarden van A reéel zijn, bestaat er
een matrix C met reéle elementen zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is waar-
van de elementen van de hoofddiagonaal reéel zijn.

2. In de volgende toepassingen zullen we zien, dat er matrices bestaan die niet
gelijkwaardig kunnen zijn met een diagonaalmatrix. In zo’n geval spreekt men
van een defecte matrix.

§ 3. Toepassingen.

1. In een lineaire vectorruimte Ry is een lineaire transformatie gegeven door de

matrix:
2 —5
e (1 0) '

Bepaal de eigenwaarden en de daarbij behorende eigenvectoren van A,

H:
D

H;
Wi
Su
VO
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Oplossing.
De karakteristieke vergelijking van A is:
(“) ;o ) =0
| — A
of:
A2—21 4+5=0.
De eigenwaarden zZimnd =1 +2ien o =1—2i.
Substitueren we 4 = 1 - 2i in
(A—IE)x =0,
dan ontstaan de vergelijkingen:
X1 — (1 +2i)xe = 0] °
De bij 44 = 1 + 2i behorende eigenvectoren zijn x = oy (5,1 — 2i) , (oa #£°0).
We vinden dat x = «s (5,1 + 2i) de eigenvectoren zijn die behoren bij
o =1—2i, (aa % 0).
2. In een euclidische ruimte Ej is een lineaire transformatie gegeven door de
symmetrische matrix:
1 =2 2

,-\-_-(--2 ~3 3,)
R R

1. Bepaal de eigenwaarden van A en de daarbij behorende eigenruimten,
2°. Toon aan, dat er een orthonormaal stel eigenvectoren bestaat.
3°. Bepaal een matrix C zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is.
Oplossing.
1°. De karakteristieke vergelijking van A is:
1— 2 —2 2
—2 —2-] 4 =g
2 - —2— A
Hieruit volgt, dat de eigenwaarden zijn: iy = —T, 4 = Jg = 2.
De bij 4 = —7 behorende eigenruimte vinden we uit:
(A+7E)x = o
of uit: 8x1 — 2% +2x3 =0
—2x1 +5x%3 +4x3 =0
2x; 4 4xp +5x3 = 0

Hieruit volgt, dat v — « (1,2, —2) de eigenruimte is die behoort bij de eigen-
Waarde —7 .
Substitueren we A = 2 in (A — JE) x = o, dan blijken deze eigenvectoren te
voldoen aan:

—X; —2x%; +2x3= 0.
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De eigenruimte die behoort bij de tweevoudige eigenwaarde 2, is dus
w=F201) +7(—210).

Het blijkt, dat de eigenvectoren v loodrecht staan op de eigenvectoren w.

2°. We bepalen nu een orthonormaal stel eigenvectoren.

Twee loodrecht op elkaar staande eigenvectoren met lengte 1 zijn:

s :I;(I,2,—2} en ¢z = %5(—2-1.0}-
We kiezen wi = (2,0,1)enb = w1 — (wi,¢2) . c2 = (2,0,1) +4/5 (—2,1,0) =
1/5(2,4,5) .
Normaliseren we b, dan vinden we
1
s = —=(2,4,5) .

We vinden zo het volgende orthonormale stelsel eigenvectoren:

1 1 1

= _(1,2,—2 o= —(—2,1,0) e = ——(2,4,5) .
C 3( 3] }; Cs l5{ s by ) €n cs 3I5( ’ 'D}

3°. De vectoren (1,2,—2), (—2,1,0) en (2,4,5) vormen een lineair-onaf-
hankelijk stelsel eigenvectoren. Kiezen we deze als nieuwe basisvectoren, dan
is de matrix van de basistransformatie:

[ =22 1 Byl 10 =
C = ( 2 1 4) met (l'lzzs— (—18 9 ()).
\—2 () 5 v 2 4 5

De diagonaalmatrix die gelijkwaardig is met A, is:

I 5 10 —10 1 -2 2 I —2 2 —7 0 O
15 (—18 9 0 (—-2 —2 4) ( 2 1 4) = ( 0 2 U) i
= 2 4 5 2 4 -2 —2 0 5 0 0

b2

Opmerkingen.

1. Het blijkt, dat bij de enkelvoudige eigenwaarde 4 = T een ééndimensionale
eigenruimte behoort en dat bij de tweevoudige eigenwaarde 4 = 2 een twee-
dimensionale eigenruimte behoort.

2. Daar we hier verschillende stelsels lineair onafhankelijke eigenvectoren
kunnen kiezen, zijn er ook verschillende basistransformaties.

3. In een lineaire vectorruimte Rg is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix:
Zasli 40
A= (l 2 0) ;

Q8 =2
Bepaal de eigenwaarden en de daarbij behorende eigenruimten.

Toon aan, dat deze matrix niet gelijkwaardig kan zijn met een diagonaalmatrix.

ee
zij
W

da
W

Is
ru:
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Oplossing.
De karakteristieke vergelijking van A is:
2—-12 0 0
1 2—12 0 =0, of (2—2)3=0.
0 1 2—1

De eigenwaarden zZin A = Ag = A3 = 2.

Door substitutie van 2 = 2 in (A — AE) x = o, vinden we dat x =« (0,0,1)
de eigenruimte is. Bij de drievoudige eigenwaarde 2 behoort een ééndimensio-
nale eigenruimte. Er bestaan dus geen drie lineair onafhankelijke eigenvectoren.
De matrix A kan dus niet gelijkwaardig zijn met een diagonaalmatrix. Deze
matrix A is defect.

§ 4. Eigenwaarden en eigenvectoren van symmietrische matrices.

We nemen in deze paragraaf aan, dat in elke euclidische ruimte een ortho-
normale basis is gekozen.

Stelling 1.

Is van een lineaire transformatie van een euclidische vectorruimte in zichzelf de
(reéle) matrix symmetrisch, dan staan twee eigenvectoren die bij verschillende
eigenwaarden van A behoren, loodrecht op elkaar.

Bewijs.

Zij

an az ... an
ag) dszz . . . dgp

dnl dn2 . . . Ann

€en symmetrische matrix, dus ay, — anelle= 1.2 5. eni = 1,2,...,n) en
zijn v en w twee eigenvectoren van A die respectievelijk behoren bij de eigen-
waarden 4; en A (4; £ Az) ,
dan is

Av = iy en Aw = lw.

We beschouwen nu de inwendige produkten:
(Av,w) = & (v,w) en (Aw,v) = Z (v,w).

Is ten opzichte van de gegeven orthonormale basis van de euclidische vector-
Tuimte v = (vi,v2,.. ., Vn) en w = (W1, Ws,. . ., wn) , dan zijn de kentallen van
Ay:

n n n

o =
2 a1k Vi , Eél-zk\’k i o €02 dnk Vi
k=1 k=1 k=1




en de kentallen van Aw:

n n n
2 Ak Wk, 2 azkWk, ...e0 B ank Wi .
el k=1 k=1 k=1
Hieruit volgt:
n n n
-l 1
(Av,w) = w1 Zanvk + Ws DaskVik +... +Wn 2 ankVi
k=1 k=1 k=1
en
I'[ n n
(Aw,v) = v1 ZajxWk + va 2 Wi +... + vy 2 ank Wi -
k=1 k=1 k=1

Uit de symmetrie van A volgt:
(Av,w) = (Aw,v) dus 7 (v,w) = A2 (v,w) of (4 — A) (v, w) =0

en daar 4y == A is (v,w) = 0of v |

=

Opmerkingen

1. Ook als volgt kunnen we aantonen dat (Ay,w) = (Aw,y) .

Het inwendig produkt (Ay,w) is te schrijven als het produkt van de 1 X n en
n ¥ 1 matrices wT en Av, dus ook als het produkt van de matrices wT, Aen v .
Daar (Av, w) een getal is en A symmetrisch is, geldt:

(Ay,w) = wTAy = (WwTAy)T = yTATy = yTAw = (Aw,y).

2. Uit deze stelling volgt, dat de eigenruimten die bij verschillende eigenwaarden
van een (reéle) symmetrische matrix behoren, loodrecht op elkaar staan.

Stelling 2.
De eigenwaarden van een reéle symmetrische matrix zijn reéel.

Bewijs.

Is A een n X n matrix, dan kunnen we A beschouwen als de matrix van een
lineaire transformatie van de euclidische vectorruimte E, in zichzelf. Daar A
reéel is, heeft het karakteristieke polynoom [A — AE| reéle coéfficiénten.
Veronderstel dat 4 = 41 4 iz (A2 # 0) een complexe eigenwaarde is van A,
dan is ook de toegevoegd complexe waarde 2 = 4; — ipeen eigenwaarde van A.
Zij y een eigenvector behorende bij 4, dan is ¥ een eigenvector behorende bij 1
(zie opmerking § 1).

Daar 4 # 1, is volgens Stelling 1: (v,%) = 0.

Daar A reéel en A complex is, zijn de kentallen van v niet alle reéel.

We kunnen v dus voorstellen door:

YV = v1 +1va.

Hierin hebben v; en v, reéle kentallen en is vs = 0.
Dan is:
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Nu is:
(v, 8) = (v1 +ive,vi — ivs) = (v1,v1) + (va, ve)
en daar (v,%) = 0, is (v1,v1) + (vz,ve) = 0.
In verband met vs # o is dit onmogelijk. Onze onderstelling, dat één van de
eigenwaarden van A complex is, is dus onjuist.

Stelling 3.
Is A een re€le symmetrische n x n matrix, dan bestaat er een orthogonale matrix
C zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is.

Bewijs.

In de euclidische vectorruimte E,, waarin de eenheidsvectoren e, es,. . ., e, een
orthonormale basis vormen, bepaalt A een lineaire transformatie. De (reéle)
eigenwaarden van A, die niet alle verschillend behoeven te zijn, noemen we
VST R

De eigenvector met lengte 1 die behoort bij 4;, noemen we ¢, dus:

A = her . (1)

We gaan nu in E, over op een nieuwe orthonormale basis en zorgen, dat ¢; de
eerste vector is van de nieuwe basis. Noemen we de orthogonale matrix van
deze basistransformatie C, dan is:

1
a=C U
0
en in verband met (1):
I A 1 A
AC ’ = 0\- dus C-1AC O = 0

0 0} 0 0

C-1AC heeft dus de gedaante:

j.] b]g Al hln
Crine i PE - P 2)
O b||2 G bnn

A is symmetrisch en C is orthogonaal, dus:

(C-1AC)T = CTAT (C-1)T = C-1AC.
Hieruit blijkt, dat de matrix C-1AC ook symmetrisch is, dus in verband met
(2) is:




I'};}Q v ol b;zu-
met ( : .| symmetrisch.

bzn a lal e h"“

Voor n = 2 is dus:

,11 0

Volgens § 2 stelling 2 heeft deze matrix dezelfde eigenwaarden als A, waaruit
volgt: bz = 45 . We hebben de stelling nu bewezen voor n = 2 .
Het volledige bewijs kan gegeven worden door middel van volledige inductie.
Ter wille van de overzichtelijkheid tonen we de overgang van n — 2 opimEi= 3

aan; de overgang vann = kopn = k 41 (k < n) verloopt op analoge wijze.

Al (0 W
Voor n = 3is C-1AC = (0 bas 1323) met B = [1 = ]’23) )
N o \Dag  Dgs/

De eigenwaarden van A en dus ook van C-1AC zijn Ay, s en Ag; de eigenwaarden
van de symmetrische matrix B zijn dus A en 5 .
Er bestaat dus een orthogonale matrix:

Dif ('(122 dza)

dgz  das
zodat:
- dos  dse bss  bag) idae  ds e O
e (d:3 (1:3) (b;; baa) (das (13:) = (o ;{a)' (4)
Zij

1 0 0
D= (D das dss) "
0 dsz dss

dan is, daar D orthogonaal is, D; ook orthogonaal. Uit (3) en (4) volgt dan:

S0, 0 iy 0 10 L & 0 A 0 0
D;-1C-1 ACDl - (U (lgz Llsg) ((} b»_»,g [)-_23) (U dg-_r d;;;; — (l) Az 0 ) .
0 ('133 (133 0 bgg b33 0 dag (133’ 0 0 ;.3

Daar C en D, orthogonale matrices zijn, is ook CD; orthogonaal.

Verder is D;~1 C-1ACD; = (CD;)~* A(CDy) .

Als de stelling geldt voor n = 2, bestaat er dus ook voor n = 3 een orthogonale
matrix CDy zo, dat (CDy)-1A (CD,) een diagonaalmatrix is.

P T bl b OIS A £y

o
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Opmerking,
De kolomvectoren van C vormen de nieuwe orthonormale basis van de eucli-
dische vectorruimte E,.

Uit
1300, 4D A1 0 0
} . .;)
C-1AC ( ] Y (U £ 0 (5)
0105 =] [0 T
\'ulgtl
I 020 A0, 0
' : ). g0
AB L 0 qc(l. Ol
005 Ol s A

Zijn ¢i1,¢s,. . .,cp de kolomvectoren van C, dan is dus:

ACrx = AxcCk, (s =22 rin)
We zien dus:
1°. De kolomvectoren van C vormen een orthonormaal stel eigenvectoren van
A; deze eigenvectoren behoren respectievelijk bij de eigenwaarden die voor-
komen in de hoofddiagonaal van de met A gelijkwaardige diagonaalmatrix
C-1AC.
2°. Is in een euclidische ruimte E, met orthonormale basis de bij een lineaire
transformatie behorende n % n matrix symmetrisch, dan bezit deze transfor-
matie n verschillende eigenvectoren die een orthonormaal stelsel vormen.
3°. Is 4 een p-voudige eigenwaarde van de reéle symmetrische matrix A, dan
volgt uit (5), dat de rang van C-1AC — 4 E , dus ook de rang van A — 4L E
gelijk is aan n — p . De oplossingsvectoren van (A — 4 E) x — 0 vormen dus
een p-dimensionale deelruimte van de euclidische ruimte.
Hieruit volgt:
Bij elke p-voudige eigenwaarde van een reéle symmetrische n X n matrix
behoort een p-dimensionale eigenruimte van de euclidische ruimte E,,.
Een symmetrische matrix is dus niet defect.

§ 5. Opgaven,

l. Bij een lineaire transformatie van Rj3 in zichzelf is:

/2 . 0 —2 A —2
A ([)) = (.—-'-I-) SIS I) = ( 2) en A (l = (=2
0/ — 2/ 0 2/ 1 —2

[°. Bepaal de transformatiematrix A.
2°. Bepaal, zonder gebruikmaking van de karakteristieke vergelijking, één

eigenwaarde en het stel daarbij behorende eigenvectoren.
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3°. Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren.
4°. Bepaal een matrix C zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is.

Antw.:
1 -2 —1 1 | |
A= (—2 2 —2) w = (1 0 —2) :
—1 =2 1 1 —1 1

eigenwaarden: — 2,2 en 4; eigenvectoren: « (1,1,1), g (1,0,— 1) eny (1,—2, 1)
(x,f en y ongelijk 0) .

2. In een euclidische ruimte Es met een orthonormale basis geldt voor een
lineaire transformatie:

1°. De beeldruimte U is tweedimensionaal.
2°. De kern V staat loodrecht op U.
3°. De vector (1,1,0) is een eigenvector behorende bij de eigenwaarde 3.

4°. Bij de eigenwaarde 6 behoort de eigenvector (—1,0,1) .
Bepaal:

a. de beeldruimte U.

b. de kern V.

c. de transformatiematrix.

d. de derde eigenwaarde en het bijbehorende stelsel eigenvectoren.

Antw.:

Fiig=—A
}.(],1,0)—I—y(—l,O,l}‘,v(l,—I,l);( o2 I);O,a(l,—l,]),
ax#=0. L 4

3. In een euclidische ruimte E4 met een orthonormale basis is een lineaire
transformatie gegeven door de matrix:

0 55 =21 %3
% et Al el
Sl (oMl
8 =3 3 1

Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal stel eigenvectoren.
Toon aan, dat A gelijkwaardig is met een diagonaalmatrix.
Antw.:

M =2,==8l3=A4=4; ;]— (1,0,—1,0),

7 AR e

B3| —

1 1
1-’_2(0’1’0'_1) i

SRS I
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4. Gegeven:

1 00 0
. 1.0 1
A:0010
1 01 0

Toon aan dat A defect is,

5. Gegeven:
® 1 —1 1

A — (2 0 3)
1 | -
Bepaal de eigenwaarden van A en bepaal een matrix C zo, dat C-1AC ee

diagonaalmatrix is.
Antw.:

S
=1, Ja=2, Jg=—1% C:(—l —5 1)
=0 =0 =

6. In een euclidische ruimte E; met een orthonormale basis is een lineaire
transformatie gegeven door de matrix:

0 e b
e i
=
111 3

Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal stel eigenvectoren.
Antw.:

1
h=h=l=2, 4=6; (1,00,—1), 7 (~120—1),

f= }
1
2 ;-"'3

k

O 1=3, 1) =0l L AU

B =

7. A is een lineaire transformatie van een euclidische vectorruimte Ez in zichzelf,
(].IL t.o.v. een orthonormale basis e;, es, €3 tot matrix heeft:

) =2 =2
(_2 1 _2).
=3 3 L

Toon aan, dat A een projectie is op een tweedimensionale lineaire deelruimte,
gevolgd door een spiegeling t.o.v. de lineaire deelruimte opgespannen door
€1 en ez

Bepaal clo. eigenwaarden en eigenruimten van A, alsmede de kern en de beeld-
ruimte van A,




Antw.: hi=0,4=1,=—T7: x (2,2,—3) , a3 (1,—1,0) , ag (1,1,2) ;
BR2=3): M 123 -Gl

8. Bewijs, dat een n X n matrix A dan en slechts dan een eigenwaarde nul heeft,
als A singulier is.

9. Bewijs, dat de eigenwaarden van A2 de kwadraten zijn van de eigenwaarden
van de vierkante matrix A.

10. Gegeven is, dat de eigenwaarden van een lineaire transformatie van R, in
zichzelf alle verschillend zijn. Bewijs, dat alle eigenruimten ééndimensionaal
zijn.

11. Gegeven is, dat de vierkante matrix A niet een nulmatrix en niet een een-
heidsmatrix is en dat A2 = A .
Toon aan, dat A een eigenwaarde 0 heeft.

12. Ten opzichte van een orthonormale basis is in een euclidische ruimte Eq
een lineaire transformatie gegeven door een n x n matrix A.

a. Bewijs, dat A en AT dezelfde eigenwaarden hebben.

b. Van A is x een eigenvector behorende bij de eigenwaarde 4; :

van AT is y een eigenvector behorende bij de eigenwaarde .

Bewijs dat x | y,als 4y # 4s.




HOOFDSTUK XX

KLASSIFICATIE VAN KWADRATISCHE OPPERVLAKKEN IN Es.

De oppervlakken die we willen klassificeren, zijn gegeven door kwadratische
vergelijkingen in x, y en z:

anx? + 2a19Xy + 213Xz + asey? + 2ayz + agsz? + 2apx 4 2a23y +
+ 2ag4z +au = 0.

De vergelijkingen van deze oppervlakken zijn gegeven t.0.v. een orthonormaal
codrdinatenstelsel in de euclidische ruimte Es. We hebben daartoe in E; een
orthonormale basis gekozen, gevormd door de eenheidsvectoren €1, €2 €N e3.
De dragers van e, es en e; , waaraan we als positieve richting die van e;,es en
€3 toevoegen, noemen we resp. de x-as, de y-as en de z-as van het orthonormale
codrdinatenstelsel.

Van een vector x € E3 noemen we de kentallen x, y en z. Schrijven we deze
vector als een kolomvector, dan kunnen we deze notatie beschouwen als een
3 X 1 matrix. Deze matrix geven we aan met x. Schrijven we vector x als een
rijvector, dan kunnen we deze notatie beschouwen als een 1 % 3 matrix die de
getransponeerde is van matrix x; deze geven we aan met xT.

Dus:

X
gz(y) BN X L A )
Z

De 1 X 3 matrix (x y z) schrijven we ook wel met kornma’s: (x,v,2) .
Met (x,y,z) kunnen we dus bedoelen de vector xT, die dezelfde is als vector x,
maar we kunnen er ook mee bedoelen de matrix (x y z).

§ 1. Herleiding van homogene kwadratische polynomen in x, yenz.
Een homogeen kwadratisch polynoom in x, y en z heeft de gedaante:

(/7] (X,y, Z) = a;; x2 —I— 28.12)[}/’ - 22!.]3XZ - 2122)’2 7+ 23-23373 -+ aggz? . (l)

Uit
o’ = anx + 212y -+ a;zz
oy’ = apex + apy + "123?‘} (2)
3@, = azx -+ axy + assz

volgt:

9 (x,y.2) = % (xex" +yoy' +2¢.) . (3)
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De matrix van de rechterleden van het stelsel vergelijkingen (2) noemen we A,

dus:
d1l 412 d13
A= (El12 dog :Lzs) .
dg dg3 433
Hieruit volgt:

XTA = § (px', @y', @z') en xTAX = § (x¢x" +yoy' +2¢5") .
In verband met (3) is dus:
xTAx = ¢ (x,7,2) . (4)

Daar A symmetrisch is, heeft A drie reéle eigenwaarden 4,15 en A3 en een
daarbij behorend orthonormaal stel eigenvectoren ¢;,cz en c3 .

We kiezen nu in E3 een nieuw orthonormaal codrdinatenstelsel met C1,Cz €11 C3
als nieuwe eenheidsvectoren. Als we de orthogonale matrix van deze codrdi-
natentransformatie of basistransformatie C noemen, dan Zijn ¢1,C2 en ¢g de
kolomvectoren van C en dan is:

A 0 0
C1AC = (0 Az 0) (3)
0 0

Een vector x, die t.o.v. het oorspronkelijke codrdinatenstelsel de kentallen
X,y en z heeft, geven we t.0.v. het nieuwe codrdinatenstelsel de kentallen X'y
en z'. Ten opzichte van het nieuwe coérdinatenstelsel duiden we deze vector
aan met x’. Voor dezelfde vector geldt dus xT = (x,y,2) en x'T = (x',y°,2') .
Daar x = Cx'is xT = (Cx')T= x'TCT = x'TC-1,

Hieruit volgt in verband met (5):

j.l 0 0 X
XTAx = x'TC-1ACx' = (x'y'z) (O As O) (y) = x'? + doy'? + Azz’2.
0, {0 _As

In verband met (4) heeft ¢ (x,y,z) ten opzichte van het nieuwe céordinaten-
stelsel de gedaante:

]

Z

(p* (x’,y',z’) = hx'? ng’g + Azz’2.

Deze vorm noemen we de eenvoudigste gedaante van ¢ (x,y,z) .

§ 2. Toepassingen.
1. Herleid tot de eenvoudigste gedaante:
¢ (x,y,2) = x2 — 4xy +4xz — 2y2 | 8yz — 222

en bepaal de vergelijkingen van de cosrdinatentransformaties.
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Oplossing.

X 1 -2 2

¢ (x,y,2) = (xyzA (y) met. A = (—-2 —2 4) :

7 2 4. 2

De karakteristieke vergelijking van A:
1 — 2 —2 2
—2 027 4 =0
2 4 —2—1
heeft 3 = —7 en 4y = A3 = 2 tot wortels. Hieruit volgt dat de eenvoudigste
gedaante van ¢ (x,y,z) is:
o* (x,y',2') = —=Tx'2 } 2y'2 4222,

Een orthonormaal stel eigenvectoren van A is (zie hfdst. XIX § 3, toepassing 2):
c1=1/3(1,2,—2), ¢c2=15/5(—2,1,00 en c¢3= y5/15(2,4,5).
De vergelijkingen van de codrdinatentransformaties zijn :
X = Cxliient X0 =1C=-1x

Daar ¢1,¢2 en ¢3 de kolomvectoren van C zijn, is

x = 1/3x' —2/5/5y" +2/5/152'
y= 2/3y + /555y + 4y'§;’l5z’] (1
z = —2/32 + y5/3z’

Daar C-1 = CT, zijn de vergelijkingen van de inverse coérdinatentransfor-
matie, waarbij we dus terug gaan van het nieuwe naar het oorspronkelijke
coordinatenstelsel ;

xX'= 18 x +2B8 y—23z
Yy = —2¢/5/5x + y5/5y " ] (2)
z' = 2y5/15x + 4y/5/15y + y5/3z

Substitueren we (1) in ¢ (x,y,z) dan ontstaat ¢* (x’,y’,z’) ; substitueren we (2)
in ¢* (x',y’,z') dan krijgen we ¢ (x,y,2) terug.

2. Herleid tot de eenvoudigste gedaante:
¢ (X, ¥7,2) = x2 +4xy + 4xz + 4y2 -} 8yz I 4z2

en bepaal de vergelijkingen van de cosrdinatentransformaties.

Oplossing.
De symmetrische matrix van ¢ (x,y,2) is:

|

b

B B —
e i e
Ll

e —




De karakteristieke vergelijking:
1 —12 2 2
2 4 — 2 4
2 B 4 — 1
heeft tot wortels: 2; = Qen 4y = 3 = 0.
De eenvoudigste gedaante van ¢ (x,y,2) is dus:

0

Il

o* (x',y',2') = 9x’2.
Een bij de eigenwaarden behorend orthonormaal stel eigenvectoren is:
1(1,22), 3(—2,—1,2) en }(2,—21).

De vergelijkingen van de codrdinatentransformaties zijn dus:

X =3(x"—2y +22) x'=3( x 42y -} 22
Fr="F(en'— yi=_2a 1 len Yo ginline LSS0y
z =§(2x" 2y + 2z z=4%( 2x—2y + z)

§ 3. Klassificatie van kwadratische oppervlakken in Eg.
Een kwadratisch oppervlak in Eg heeft tot vergelijking:

f(x,y,2) = aux® 4 2a15xy + 2a13%2 + azy? + 2asmyz + agz? - 2anx +

+ 2a54y + 2234z 4200 =0. (1)
Het homogene kwadratische deel hiervan is:

? (x,y,2) = anx? + 212Xy + 2a13Xz + agey? + 2as3yz -+ aggz?.

We kiezen een nieuw orthonormaal codrdinatenstelsel zo, dat ¢ (x,y,z) t.o.v.
dat cotrdinatenstelsel van de eenvoudigste gedaante wordt. In § 1 zagen we
het volgende:

De bij ¢ (x,y,2) behorende matrix is:

d11 d12 313
A = (ﬂjz ags 323) .

413 23 A3
Zijn 13,2 en Ag de eigenwaarden van A en is €1,Cs, C3 een bijbehorend ortho-
normaal stel eigenvectoren, dan worden deze vectoren de eenheidsvectoren
van het nieuwe coérdinatenstelsel. De vectoren c1,C2 en ¢z met kentallen t.o.v.
het corspronkelijke codrdinatenstelsel zijn de kolomvectoren van de matrix C
die behoort bij de transformatie van het oude naar het nieuwe codrdinaten-
stelsel.

Door de transformatie x = Cx’ gaat (1) over in:

MX? + oy'? 4 Q322 4-2a4'x" - 2a0'y" + 2a3s’'z" +ag=0. (3)
We onderscheiden drie gevallen:
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I. L1 #£0, 210, Az = 0.
II. =0 2 ==y
IIT. 41 520, Ao=0, A3 =0.

LA =50, Aaz20, sz D)
We kunnen (2) als volgt herleiden:
2.1( ‘1-1-4— +he(y + 14) E (z’ 2 1;—:]2 de=— 0
met
: aig"?  ag’?  ag ?
d=ay — e e s 1

Door een translatie van het assenstelsel zo, dat het punt

;Ll i z‘) . a:.:;

( ayy’ d,>1 da 3‘;’)

de nieuwe oorsprong wordt, gaat de vergelijking tenslotte over in:
A1 X2 4 ;3\-2 + 4372 +d =0. (3}

In het geval II onderscheiden we de gevallen: I1;: ass” = 0 en Ilz: agy’ = 0.
L. 4 20, 45 =S e — Den ags’ 0.
Door een translatie van het assenstelsel is (2) te herleiden tot:
ME? 4 Ao§? 42dz = 0. (4)
IIs. A1 £ 0,2 %20, i3 = Oen g =24}
De vergelijking (2) is te herleiden tot:
X2+ Ay +d=0. (5)

Het geval I1I splitsen we ook in twee gevallen, nl.: ITI;: aps’ en agy’ niet beide
nul en I1ls: asy’ = ags’ = 0.

ITT. 41 £ 0, A2 = 23 = 0, asy’ en agq’ niet beide nul.
De vergelijking (2) is te herleiden tot:

X2 +2d§ = 0. (7)

I”g. j.| S 0, 13 = /q — [), 1124' = 334’ =0,
De vergelijking (2) is te herleiden tot:

Mx2 4+d=0. (8)
De soort van het oppervlak wordt bepaald door de tekens van 4, 45, A5 en d.
Nemen we voor a, 8,y en p positieve getallen, dan kunnen we de vergelijkingen
(3) t/m (8) in een enigszins andere vorm schrijven. We krijgen dan de volgende
indeling van de kwadratische oppervlakken (zie hfdst. XII):
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a ax? +py2 fyz2 =1 reéle ellipsoide.
b ax? 4 fy? +yz22 = —1 imaginaire ellipsoide.
;e ax? - fy2 — yz2 = 1 éénbladige hyperboloide.
d ax?— fy?2—yz2 =1 tweebladige hyperboloide.
.e xx2 -+ fy2 4 yz2 =0 imaginaire kegel.
f oax? 4pfy2—yz2=0 reéle kegel.
i, 2 xx? + fy2 = + 2pz elliptische paraboloide.
"b ax2 — By = + 2pz hyperbolische paraboloide.
a ox?4fyr=1 reéle elliptische cilinder.
[b ax? 4 fy2 = — 1 imaginaire cilinder.
I, {c oax?— fy2 =1 hyperbolische cilinder.
d ax? +py2=0 twee imaginaire snijdende vlakken.
e ax?—py2=10 twee reéle snijdende vlakken.
II1; xx2 = -+ 2py parabolische cilinder.
2 axr =1 twee reéle evenwijdige vlakken.
111, [I) ax? = —1 twee imaginaire evenwijdige vlakken.

twee samenvallende vlakken.

o

=]

CR
b3

|

o

§ 4. Toepassingen.
1. Gegeven het oppervlak met vergelijking: f (x,y,2) =
8x2 — 4xy + 5y% — 4xz — 8yz + 52 — 16x +4y +42z — 136 =0. ()
Bepaal:
a. de eenvoudigste vergelijking van het oppervlak;
b. de soort van het oppervlak;
c. de transformatievergelijkingen.

Oplossing.
Volgens hfdst. XIIT § 3 volgen de codrdinaten van het eventuele middelpunt
uit:

bl

' 0x
1A oy ysy—4a42=0f"

2 8)’ /

f

b o = —2x—4y +52 +2=0

Het blijkt, dat er oneindig veel middelpunten zijn die liggen op de lijn:
x = (1,0,0) +4(1,2,2).

We kiezen één van deze middelpunten, bijv. (1,0,0) en verschuiven het assen-
stelsel zo, dat (1,0,0) de nieuwe oorsprong wordt. De transformatieverge-

o Bx_2y—2z_-szol
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lijkingen zijn dan:

x=x" 41
Y= 3
z =t

Ten opzichte van het nieuwe coprdinatenstelsel is de vergelijking van het
oppervlak:

8x’2 —4x'y" +5y'? —4x'z’ — 8y'z" 4522 — 144 = 0. (2)

Om tot de eenvoudigste vergelijking te komen, bepalen we de eigenwaarden
van de matrix:

A=

G —

8 2
—2 5 —4) :
—2 —4 5
Deze eigenwaarden zijn 41 = A2 = 9 en A3 = 0. De eenvoudigste vergelijking
van het oppervlak is dus:
Ox2 4952 — 144 =0 of =2 |- §2=16. (3)
Het blijkt, dat het oppervlak een omwentelingscilinder is met straal 4 en
as van omwenteling: x = (1,0,0) + 4 (1,2,2) .
Om tot de transformatievergelijkingen te komen, bepalen we eerst een ortho-
normaal stel eigenvectoren van A die behoren bij de eigenwaarden 4 = 9,
A2 = 9en A3 = 0, dat zijn:
}(2,—2,1), 3(21,—-2), 3(122).
De transformatievergelijkingen voor de overgang van (2) naar (3) zijn dus:
x'=13( 2% 4+2y 4 Z)
y'=%(=284 § +22)}-
2 =% ( %—2y+27)

De transformatievergelijkingen voor de overgang van (1) naar (3) zijn dus:

x=3( 2x+2y + 2 +3)
y=*4(—2% 4+ § +22) }
z=4( X+2y+2z)

2. Gegeven het oppervlak met vergelijking:
f(x,y,2) = 4xy — 4xz +y2 — 22 — 6x +4y +22 +8 = 0.
Bepaal:
a. de eenvoudigste vergelijking van het oppervlak;
b. de soort van het oppervlak;
c. de transformatievergelijkingen.




Oplossing.
Uit

} o = )y —22—3=20

t—= 2x+4 y +2=0

I =—2x — z241=0

volgt, dat het oppervlak geen middelpunt heeft.

We bepalen nu eerst een nieuw orthonormaal coérdinatenstelsel ten opzichte
waarvan het homogene kwadratische deel van f (x,y,z) de eenvoudigste
gedaante heeft. Daartoe bepalen we de eigenwaarden van de matrix:

0 2 =2
A= ( e 0) ;
—2 0 —1
De eigenwaarden zijn A4 = 3,42 = —3 en A3 =.0. Een orthonormaal stel
eigenvectoren behorende bij deze eigenwaarden zijn:

$2.2,—1), 22—1.2, 46,—2.—2).

De transformatievergelijkingen bij overgang naar het codrdinatenstelsel met
deze eigenvectoren als eenheidsvectoren, zijn:
x=3( 2% +2y + z)
v=13( 2x'— y' —22)
7 (et o Oyt = 0)
Ten opzichte van het nieuwe codrdinatenstelsel is de vergelijking van het
oppervlak:
3x’2 —3y'2 —2x' —4y' — 62" +-8=0.
of:
3(x'—32—3(y +52=06(z"—3).
We stellen:
X —3=%, Y +&=9, 2'—3=12;
d.w.z. we verschuiven het assenstelsel zo, dat het punt (} ,— %, 3) de nieuwe
oorsprong wordt; dan ontstaat de eenvoudigste vergelijking:

X2 —§2=12z.
Het oppervlak blijkt een hyperbolische paraboloide te zijn.
Voor de overgang van de gegeven vergelijking van het oppervlak naar de
eenvoudigste vergelijking dienen de volgende transformatievergelijkingen:

x=1/3( 2% +2§ + % +5/6)

X
y=1/3( 28— §—22—5/3);.
z= Bl X

+2§ — 22 — 14)3)
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Opmerking.

Het onderzoek van kwadratische krommen in de euclidische ruimte E; waarvan
de vergelijking gegeven is t.o0.v. een op de eenheidsvectoren e; en e; gebaseerd
orthonormaal coérdinatenstelsel, kan op analoge wijze geschieden als het

el

Bl

le

onderzoek van kwadratische oppervlakken in Ej .
We volstaan met enkele voorbeelden (zie hfdst. VII § 10).

Voorbeelden.
Lixy =x2—xy +y2—5x +y—2=0.

boo= x—Hy—2=0
5)‘[: middelpunt M (3,1) .
el (g £

Assentranslatie: i x, 0
¥ =i
Nieuwe vergelijking: x'2 — x'y' +y2—9 = 0.
A (—n} ]) '

Karakteristieke vergelijking van A

ok
A — B =| Z,° =0

Eigenwaarden van A: 3 =, la = 3.
Eenvoudigste vergelijking van de kromme:

32 +3y2 —0=0 of x2 43y2=18.
De kromme is een (reéle) ellips.

Een orthonormaal stel eigenvectoren, resp. behorende bij de eigenwaarden

M=3%en A =%, is:
ca=4%#2(1,1), = ¥2(—11).

3 ; - = /2% — 325 +
Transformatievergelijkingen: ::{ i‘”%}: . :i;—;’ ?
; — _].. -+ 3 7 _|_ E

2. f (x,y) = 9x2 — 24xy + 16y2 — 14x — 23y +26 = 0.
of
bo =

of _ 3

O9x — 12y — 7 =0
geen middelpunt .

Karakteristieke vergelijking:

9—1 —I2

=1 16—,1]:0'
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Eigenwaarden: 4; = 0 en A = 25 ; orthonormaal stel eigenvectoren:

ci=1/5(4,3)enc: = 1/5(—3.4).
Transformatievergelijkingen: {\\! i j::, _{_ jgi’ :
Nieuwe vergelijking:

25y'2 — 25x' — 10y’ +26 =0 of (y'—1/5)2=x"—1.

y =3

De kromme is een parabool.

§ 5. Opgaven.

Bepaal van de onderstaande krommen:

a. Het middelpunt of de lijn van middelpunten.

b. De eenvoudigste vergelijking.

c. De soort.

d. De transformatievergelijkingen.

e. De as(sen) van symmetrie.

f. Eventueel de vergelijkingen van de asymptoten of van de lijnen waarin de
kromme ontaard is.

1. 3x2 — 4xy 4 6y% +2x — 20y +5 = 0.
2.3x2 4 4xy — 16x — 8y +16 = 0.

3.x2 +2xy +y2 +8x=0.

4.x2 +xy +y2—5x— Ty 414 =0.

5.2x2 —xy —3y2—2x + 13y — 12 =0.
6. 5x2 — b6xy +2y2 — 14x -8y +10 = 0.
7.%x2 f+4xy +4y2 —x — 2y — 6 =0.

8. x2 +4xy +4y2 +4x +8y +13=0.
Antwoorden.

1. Middelpunt M (1,2) ; x=x'+1,y=y +2: 3x"2 — 4"y’ +6y"2 =
=14; A=2,4=17; =162 +¥7),y = 1/y5&— 2§) : 222 +
+ 752 =14 ; reéleellips ; symm. assen x — 2y +3 =0 en 2x +y — 4 =
=0.

2. M(2,1); x=x"+2,y=y' +1:3x24+4&x'y' =4; 1=4, 1=
=—1:x"=1/y5@2% +7), y = 1J/5(x — 2y) : 482 — §2 = 4; hyperbool;
asymptoten x = 2 en 3x +4y = 10; symm. assen x — 2y = 0 en

2x +y—5=0.



e

3. parabool; A=0,A=2:x=1/2(x"+y), y=1/V2(—x" +7¥')
yv242/2% +2/2y' =0; X' =X +§2,y =7—2:

g2 = —2y2%; top(—3%,—3);, asx +y +2=0.

£ MO3) 8 x=x"+41, y=y" 43 x2 L x'y’ —ry-—l—I—O ==
=}, A=3: X' =1)2@+3), ' = f2(=% +9): 2 +3g2 = —2;
imaginaire ellips ; symm. assen x —y +2=0en x +y—4=0.

5. M(1,2) ; x=x"+1,y=y" +2: 2x2 —x'y' — 3y'2 =0, twee el-
kaar snijdende lijnen 2x — 3y +4=0en x +y—3 =0.

6.M(2,1); x=x"4+2,y=y"+1:5x2—6xy' +2y2=0; 4=
= 4 (7T +3y5) en A = § (T — 3y5) ; twee imaginaire snijdende lijnen ; symm.
assen (—1 +y5)x +2y — 2y5 =0en (1 +y5) x — 2y — 2/5 = 0.

7. lijn° van middelpunten’ 2x 4y —1=0; A=0,41=5:
x=1/y52x"+y), y=1/y5(—x"+2y’) : dy'2 5y — 6 =0 ; twee reéle
evenwijdige lijnen x -2y —3=0en x +2y +2=0; as x +2y —4 =0.
8. twee imaginaire evenwijdige lijnen x +2y +2 + 3i =0 ;

as x +2y +2=0.

Bepaal van de onderstaande oppervlakken:

Het middelpunt of de middelpunten.

. De eenvoudigste vergelijking.

De soort.

De assen van symmetrie of de vlakken van symmetrie,

De transformatievergelijkingen.

Eventueel de stelsels rechte lijnen die op het oppervlak liggen,

9.x%2 +y2 +yz+22—2x—3=0.

10. 8xy — 6y2 — 22 +4y — 42 — 3 =0.

11. 3x2 + 12xy +4xz +8y? +-6yz — 13z = 0.

12. x2 — 2xy — 2xz +y2 — 2yz +22 — 22 = 0.

13. x2 4+ 2xy +2xz +y% +2yz +22 +y=0.

14. 2x2+2xy—|—9y2—|—’?y—|—4z,—]—0

135. 2x2 - xy + 5»<z—y2—-yz—|—2,s~——8x—|—y—72+5H0

16. 17x2 — 28xy— 20xz + 20y% -+ 8yz + 822 — 28x + 40y +8z — 16 =0.
17.x3—{—4xy—2xz+4y2—4yz—|—z‘3—2x-—4y—:~2z—3=0.

18. 5x2 — 12xy — 4xz +4y? 4 8yz —4x — 2y — 4z — 18 = 0.

o oo o

Antwoorden.
9. Middelpunt M (1 0,0); x=x"+1,y=y,wz=2" 3 +y2 4y5%
+22=4; A yA=%,2A=3:x" =%,y =1/y2(§+2), 2'=1/)2

(—v +2z) : %2 —5—% 2 +372 = 4 ; reéleellipsoide ; symm. assenx = 1 (1,0,0) ,
2(0,1,—1) en x = (1,0,0) 4+ 1 (0,1,1) .
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10.M(—%,0,—2); 8xy'—6y2—z24+1=0; A=—8, 41=2 A=
=—1:x"=1/{5(x+2y), v =1/{5(—2% +¥), 2" =% : 8%2 — 2§2
+ 72 = 1 ; eenbladige hyperboloide ; symm.assen x = (—4,0,—2) + A

(1,—2,0), x = (—-;-,0,_2) +4(2,1,0) en x = (—3,0,—
(20y = p(z +1

lijnenstelsels 8 (4x — 3y + 2} —a@z+3)" {P {x 9% +

11.M (1,3,—6) ; 3x'2 + 12x'y" 4 4x'z" | 8y'2 +6y'z’ +39 =0 ;
Ai==—1, A=—=1, 4A=13:

I 6 Ok 3 2 e i L
—7,2 = ——X - ‘-'-'—z:

e ey L e Y 5 TyIo T yia
X2 4 y2 — 1322 = 39 ; ccnbladlgc omwentelingshyperboloide ; omw. as
x=(1,3,—6) +2(2,3,1), symm. vlak 2x 43y +z = } ;

o (3x + 6y + 2y/3y) = pz
2
gl ] et el e — Y, |7 S Al
ﬁ(k - 2y V,.3y) x (—4x — by + 13)
A (3x + 6y + 2/3y) = u (—4x — by + 13)
en [

lijnenstelsels [

122 M (—3,—4,0); x2—2x'y' —2x'z’ +y'2—2y'z2" +22=0; A=2
=2 A= —1:x" = 1}y2% +1//65 + 1/y3%, y' = —2/y65 + 1}y3z,
z' = —1[y2x +1/y65 +1/y3z: 2% + 232 — 22 = 0 ; reéle omwentelings-

kegel; omw.asx = (—4,—3,0) +-A(1,1,1), symm.vlakx +y +z = —1;
Lo Ty Yy +(1—y3)z 41 + 33 =p( x—2y+2—})

Hjnonstelsell i1 {13k —y— (1 +y3)— T30 = A(x ot Oy 2 4.
13. Geen eigenlijk middelpunt, een lijn van oneigenlijke middelpunten nl. de
oneigenlijke rechte vanx +y +z2=0; A =3, A =0, A =0: x =

= 1/y3x" + 1/yby’ +1/y2z', y=1/y3x" — 2/{6y’', z=1[y3x'+ 1/)6y" —
— 1/y2z" : 3x"2 4 1[y3x’ — 2/f6y’ = 0; x' =% — 1/6y3,

y' = § — 1/12/6 : 3%2 = 2/y6§¥ ; parabolische cilinder;

symm. vlak x +y 42 = —} ; lijnenstelsel t.o.v. X§zZ : x = (24,6/642,0)
_i_ ol (Oa U: l) .

14. Geen eigenlijk middelpunt, een oneigenlijk middelpunt nl. het oneigenlijke
punt van de liin x =2(0,0,1) ; A=3, A=1,A=0;x=1/y2(x" +¥),
x=1"2x'"—y'),z=2":

3x2 4y’ 4y2x" — 2y 442 — 1 =0; x'=X—y2/6, y =7 J, 3y2,
z' = Z +5/12: 3%2 | §2 = —4z; elliptische paraboloide; symm. vlakken
X +y=—4enx —y=1; top (3, —%5/12) .

|~..-'
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15. Lijn van middelpunten x = (1,%,%) +4(1,1,—1); 2 = 4}, 1
=0: x=1/y2 x'— 1y6y" 41/ ;"'37’, y = 2[y6y’ + 1[y3z’, z =

= — 1/y2x" + 1/y6y’— 1/y3z": 4ix’2 — l}} 2 — l'f)'l'?\“ + 3/y6y 46 = 0;
x' =X +5/3y2, y'=§ + 1|6, z" = Z: 432 — 14y2 = 0 twee elkaar snij-
dende vlakken 2x —y 4z —2=0enx 4y + 2z — .3 = (.

16. Lijn van middelpunten x = (0,—1,0) +-4(2,1,2); 1= 9, 1 = 36, A = 0:
X =§(x'—2y' +227),y=4}(x" +2y + 2z'), 2 = %; —2x' +y' +22):
Ox’2 4 36y'2 4 12x" 448y — 16 =0; x' = X — ﬁ y' =¥ — §: X% | 4y2

= 4, elliptische cilinder ;

symm. vlakkenx 4+ 2y — 2z 42 = 0en2x — 2y —z— 2 =0;

lijnenstelsel x = (§ cos p — $sin g, $cosp+ §sing —1, — $sing+ Lsing)
+4(2,1,2).

17. Vlak van middelpunten x + 2y —z = 1; twee evenwijdige vlakken
Xx +2y—z— 1=+ 2

18. Geen eigenlijk middelpunt, een oneigenlijk middelpunt nl. het oneigenlijke

punt van de lijn x =1(2,1,2); A=12, 1= —3, A =0: x =} (—2x’ +
by +22), y =4 (2% +25 +2), 2 = §(x' — 2y’ +22): 12x' — 3y’2

—62' — 18 =0; z' = 7 — 3: 4%2 — §2 = 2Z; hyperbolische paraboloide;
assen x = (—2,—1,—2) +4(—2,21), x=(—2,—1,—-2) +1(1,2,—-2),
x = 4(2,1,2); symm. vlakken 2x — 2y —z = 0enx +2y — 2z = 0;

Iynenstelsels e ) (B gl 0]

#(2x +y
4z) = 21.

—X _' Ey} —
I

’ l?l‘
€1 = .
e (—3x + 2y -




HOOFDSTUK XXI

AFFIENE TRANSFORMATIES EN BEWEGINGEN

§ 1. Affiene transformaties.

In een tweedimensionale affiene ruimte R, kiezen we een (scheefhoekig) assen-
stelsel. Aan elk punt P (x,y) in R; voegen we een punt P’ (x',y') in Re toe
met behulp van de vergelijkingen:

x' = anX - apy + ai

y, = dg1 X a2y - «'_l-_)j'
Deze vergelijkingen kunnen we ook als volgt schrijven:

(;’) Y (au arz) (:) 4 (i:] of x'=Ax +a (2)

wdag dg2
met

%) (X ajg) a1 412
;’;(,).z=[),a:()ch A= I
Y/ y da. da1 dsg/

Door de vergelijkingen (1) of (2) wordt elk punt P in Ry afgebeeld op één
punt P’ in Re; elke vector x € Ry wordt afgebeeld op één vector x’ € Ra.
We beschouwen alleen afbeeldingen met |A| 7 0; dan heeft A een inverse
A-1, Dergelijke afbeeldingen van Rs in zichzelf noemen we affiene transformaties
in Rs. Voor a = 0 zijn deze affiene transformaties niet lineair.
Uit (2) volgt:

x = Ay —Alg. ®
Elk punt (x’,y’) in Rz is dus het beeld van één en slechts één punt (x,y) in
Rs. Hieruit volgt:
Door een affiene transformatie van Rs in zichzelf worden de punten in Rg
één-éénduidig aan elkaar toegevoegd.

Stelling 1.
Bij een affiene transformatie van R; in zichzelf is het beeld van een rechte weer
een rechte; elke rechte is het beeld van één en slechts één rechte.
Bewijs.
Zij de vectoryoorstelling van een rechte /:
x =b + 4 (c # 9) (4)

dan heeft volgens (2) rechte [ tot beeld:
x'=A(b +4) +a=Ab +2a +4(Ag). (3)
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Uit |/ s (5) is de vectorvoorstelling van een
rechte. Het beeld van / is dus weer een rechte.
Met behulp van (3) kunnen we op analoge wijze aantonen, dat de rechte m’:

Xi= bli{-dct (e =t 0)
het beeld is van één rechte.
Is lijn m evenwijdig met lijn / en is (4) de vectorvoorstelling van /, dan hebben
l en m beide vector ¢ tot richtingsvector. Volgens (5) hebben dan de beeld-
rechten /' en m’ van [ en m beide Ac tot richtingsvector.
Hieruit volgt:
Door een affiene transformatie van R» in zichzelf worden evenwijdige rechten
op evenwijdige rechten afgebeeld.

Zij P’ het beeldpunt van P en Q' het beeldpunt van Q. De punten P,Q,P’ en
Q' zijn respectievelijk de eindpunten van de vectoren p,q,p’ en q".
Volgens (2) is dan:
=Ap +a en q'=Aq +a
dus

Q' —p'=A(g—0p- (6)
Hieruit volgt:

Bij een affiene transformatie van Ry in zichzelf is de transformatie van alle
verschilvectoren ¢ — p een lineaire transformatie.

Stelling 2.
Bij een affiene transformatie van R in zichzelf is de verhouding van de lengten
van twee evenwijdige lijnsegmenten invariant.

Bewijs. e
Veronderstel dat PQ en RH evenwijdige, gerichte lijnstukken zijn en dat

RS = J.PQ ; (& 0).
Zijn P en Q respectievelijk de eindpunten van p en g, dan is:
— -
PO =g—p en I\H—/PO = A(g —p)-
— ——>
Volgens (6) geldt voor de beelden van PO en I\H dat zijn P'Q’ en R’
I S y
= {g—E)cnlS'—r\{A qg—7p)}=4a(q — p).

Hieruit volgt:

=L .

REST = ARLOE
De beelden van de evenwijdige, gerichte lijnstukken PO en I\’“\ zijn dus weer
t’vcn\\‘i'di% en gerichte lijnstukken waarvan de lengten zich verhouden als die

-
van PO en RS.
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Hierwt volgt, dat het beeld van het midden van een lijnstuk PQ het midden
is van het beeld van PQO.

Willen we bij een affiene transformatie van R, in zichzelf ook de oneigenlijke
punten in Rg bij de afbeelding betrekken, dan voeren we homogene codrdinaten
in. De transformatievergelijkingen of afbeeldingsvergelijkingen (1), die slechts
voor eigenlijke punten gelden, worden dan:

X' 5 X i ¥ um
i o R L L A =)
4o a S tine i Xl o4 S e sy v
f :1:,' d21 ',L'.' T d22 i dz
t X=an X +any¥Y +a1 T
Y =a X +a Y +as I] {8?
T — T
Voor oneigenlijke punten (T = 0, T’ = 0) zijn de vergelijkingen (7) niet

bruikbaar, maar de vergelijkingen (8) gelden dan wel. Uit T = O volgt T' = 0
en omgekeerd; het beeldpunt van een oneigenlijk punt is dus weer een on-
eigenlijk punt en daar |A| = 0, is elk oneigenlijk punt het beeld van één en
slechts één oneigenlijk punt.

Door een affiene transformatie van R» in zichzelf worden de oneigenlijke
punten in R, dus één-éénduidig aan elkaar toegevoegd.

Daar evenwijdige lijnen hetzelfde oneigenlijke punt hebben, blijkt ook op deze
wijze dat evenwijdige lijnen op evenwijdige lijnen worden afgebeeld.

In een euclidische ruimte met een orthonormaal codrdinatenstelsel is de
vergelijking van een kwadratische kromme k:

Ax2 4 2Bxy + Cy% 4+2Dx 4+ 2Ey +F = 0.

Door een affiene transformatie wordt de vergelijking van het beeld van k,
dat is k':
A'x'? +-2B'x'y’ +C'y'2 +2D'x' +2E'y' +F' = 0.

Hierin kunnen A’, B’ en C’ niet alle nul zijn; immers, waren A’, B en C" alle
nul, dan zou k' een rechte zijn maar dan was k ook een rechte. Het beeld van
een kwadratische kromme is dus weer een kwadratische kromme.

Daar bij een affiene transformatie van Es in zichzelf de oneigenlijke punten in
E, één-éénduidig aan elkaar zijn toegevoegd, is bij een affiene transformatie de
soort van een kwadratische kromme invariant. Ellipsen, parabolen en hyper-
bolen worden dus respectievelijk weer op ellipsen, parabolen en hyperbolen
afgebeeld. Heeft de kwadratische kromme k een middelpunt M en is AB een

Het beeld van het middelpunt van k is dus het middelpunt van k’.



133

[s k ontaard, dan ligt het middelpunt van k op k; maar dan ligt ook het beeld
van het middelpunt, dat is het middelpunt van k’, op k’; dan is dus ook k'
ontaard.

Evenwijdige lijnstukken worden op evenwijdige lijnstukken afgebeeld en het
midden van een lijnstuk wordt afgebeeld op het midden van het beeld van dat
lijnstuk ; in verband met de definitie van twee toegevoegde middellijnen van
een kwadratische kromme volgt hieruit, dat twee toegevoegde middellijnen van
k worden afgebeeld op twee toegevoegde middellijnen van k’.

Voor de op één rechte gelegen punten A, B, P en Q geldt, dat bij een affiene
transformatie de dubbelverhouding (ABPQ) invariant is.

In verband met de definitie van pool en poollijn t.o.v. een kwadratische kromme
(hfdst. VIII § 5) volgt hieruit, dat bij een affiene transformatie pool en poollijn
ten opzichte van k worden afgebeeld op pool en poollijn ten opzichte van k'.

§ 2. Bewegingen.

Ten opzichte van een orthonormaal coordinatenstelsel wordt een affiene trans-
formatie van de euclidische ruimte Es in zichzelf bepaald door de vergelijking:
X = Ax 4-a.

Is de matrix A orthogonaal, dan noemen we deze transformatie een beweging.
In hfdst. XVIII § 15 zagen we, dat er twee orthogonale 2 X 2 matrices bestaan,

nl.:
cos@ — Sin ¢ /COS @ Sin ¢
&T(.’} ;) en Az(,q !)‘
SITL ¢ COS5 ¢ S111 ¢ — COS @/
In het eerste geval is |[A| = 1; we noemen de beweging dan een eigenlijke
beweging. In het tweede geval is |[A| = —1; de beweging heet dan een on-

ergenlijke beweging of een spiegeling.

Stelling.

Opdat een affiene transformatie van een euclidische ruimte E; in zichzelf een
beweging is, is het nodig en voldoende dat de afstand van elk tweetal punten in
E; gelijk is aan de afstand van hun beeldpunten.

Bewijs.
Ten opzichte van een orthonormaal coordinatenstelsel is de vergelijking van
een affiene transformatie van Ep in zichzelf:

Zijn p’enq’de beeldvectoren van p en q in Es, dan is:

ql=p' == ANG==P)
De transformatie van alle verschilvectoren in Ep is dus een lineaire trans-
formatie.
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Volgens de stellingen | en 2 van hfdst. XVIII§ 15is [q" — p'| = |q — plals A
een orthogonale matrix is en omgekeerd: A is orthogonaal als elke q —pl=
=19 —pl.
Zijn P en Q de eindpunten van p en g en zijn P’ en Q' de eindpunten van
p’ en q’, dan is:

P_Qz lg —pl en W = |q" — p'[.
Een nodige en voldoende voorwaarde dat A orthogonaal is, m.a.w. dat de
affiene transformatie een beweging is, is dat voor elk lijnstuk PO geldt:

PO =P
Uit deze stelling volgt:
Bij een beweging van E; in zichzelf wordt elke cirkel afgebeeld op een cirkel;
het beeldpunt van het middelpunt van een cirkel is het middelpunt van de
beeldcirkel.

§ 3. Eigenlijke bewegingen.
Een eigenlijke beweging wordt gegeven door de vergelijkingen :

X' = x cosgp — y sin ¢ + aj)
y' = xsing +ycosg +agl

(1)

Een punt dat samenvalt met zijn beeldpunt, noemen we een dekpunt.
Bij een eigenlijke beweging voldoen de coérdinaten van een dekpunt aan de
vergelijkingen:
(1 — cosg) x sing .y = a)
—sing.x + (1 —cosg) y = asl
Nu is:

I —cosg sin ¢ 4

— 4 sin

[C

(‘L' e

—sing 1 — cosg
Voor ¢ = 0 zijn er dus geen dekpunten. De bewegingsvergelijkingen (1) zijn
dan:
— al
== 23] .
Deze beweging heet een translatie. Elk punt P (x,y) wordt dan verschoven naar
het punt P’ (x",y’) zo, dat OP’ = OP + a, waarin a = (a;,as) .

Is ¢ # 0, dan heeft de eigenlijke beweging één dekpunt. Noemen we de coordi-
naten van het dekpunt O (b1, bg), dan is:

o

@
vy =

by = by cosg — b sin ¢ - ay)
by = by sing + bs cosg } asl
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We verschuiven het cobrdinatenstelsel zo, dat O de nieuwe oorsprong wordt.
Voor de overgang van het oorspronkelijke XOY-stelsel naar het nieuwe XO0Y-
stelsel dienen de transformatievergelijkingen:

+ bl

Uit (1) volgt, dat ten opzichte van het XOY-stelsel de bewegingsvergelijkingen
zijn:

x=X-+by
=%

‘ +-by = X cosg — ¥ sin @ + by cosp — bz sin g +aj)
" +bs = X sing -+ 7 cosg +bysing -+ b cosg sl

<l M

of, in verband met (2):

s @

X' =Xcosp —

P |

y
" — X sing +§ cosgl

<

Elk lijnstuk OP wordt dus om O over een hoek ¢ in positieve richting gedraaid.
Uit het bovenstaande volgt:

Elke eigenlijke beweging van E, in zichzelf is f een translatie 0f een draaiing
om een vast punt over een constante hoek.

§ 4. Oneigenlijke bewegingen.
Voor een oneigenlijke beweging zijn de vergelijkingen:
x’ = X cos@ +y sin ¢ + ai) (1)

r

y' = xsing —y cosg + asl

We schrijven deze bewegingsvergelijkingen als volgt:

X\ [cos@ sin @ (x\ , (a1) _ (COSg@ —sin ¢ (l 0y (xy , (&
(v') i (;—xin g — cos;q:-_] ty) : (a;J o (sin () C()Sq’-‘) 0 — ]) (y) ' (ag)'

Stellen we:

1 Oy = ! TR e

(0 — 1) (\,) ol (}r") of y = — y") i )
dan is:
x' cosg —sing\ x'\ /@ , X' =x"cosp —y''sing +a
(y’) N (sin qr;r cos (]I) (y”) K (a:) o8 y' = x""sing 4y’ cosg ¢ _)) <l

Door (2) wordt elke punt P (x,y) in Ep gespiegeld t.o.v. de x-as, waardoor het
punt P'’ (x'’,y'’) ontstaat. Daarna ondergaat P’ (zie vorige paragraaf) volgens
(3) een eigenlijke beweging, waardoor het beeldpunt van P dat is P (x’,y’)
ontstaat.

Hieruit volgt :

Elke oneigenlijke beweging van E, in zichzelf met vergelijkingen (1) is een
spiegeling t.0.v. de x-as gevolgd door df een translatie of een draaiing om een
vast punt over een constante hoek.
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Bij een oneigenlijke beweging voldoen de codrdinaten van eventuele dekpunten
aan de vergelijkingen:
(1 — cosg) x —sing.y = &1} 2sindy (sindg.x —costp.y) = ap

—sing.x + (1 +cosg) y = az —2costp (sindp.x —cosdp.y) =as !l
Hieruit blijkt, dat er bij een oneigenlijke beweging in het algemeen geen dek-
punten zijn. Alleen in het bijzondere geval:

p#0, ¢#mn, a = 2isindp en ap = —21cosig
zijn er oneindig veel dekpunten, die alle liggen op de lijn:
sindp.x —cosdp.y = 4.

We kunnen een oneigenlijke beweging met vergelijkingen (1) ook nog op een
andere wijze beschouwen. Daartoe schrijven we deze vergelijkingen als volgt:
el i A COS (1 sin ¢

():\()—() met A:(." . 4)
v A\ ag singp — cos g '
We kiezen nu een nieuw orthonormaal coordinatenstelsel XOY met O (xq, yo)
als oorsprong en zo, dat de hoek die de as OX maakt met de x-as, gelijk is aan
1p. Voor de overgang van het XOY-stelsel naar het XOVY-stelsel dienen de
transformatievergelijkingen:
%) X Xo cosdp —sin ig)
():B(_)—|—(),n1ct B=(Af‘{ e
\y ¥ yo sin 4 cos 3/

Door deze codrdinatentransformatie gaan de bewegingsvergelijkingen (4) over

in:
Blg) +0) = 2B15) 4G G-
of:
E)-poan() (Y +ea(222). @

Nu is:

T F e o
dus:

3 4 | dap — X cos4p as ‘[‘ )

TS i kb i e

Nu noemen we a; cos 3¢ - as sin $¢ kortweg a en kiezen (xg, yo) z0, dat
(2x0 — a1) sin 4@ — (2yo — ag) cos g = 0, d.w.z. we kiezen O (x¢,yo) op de
lijn 7 met vergelijking:

(2x — ay) sin ¢ — (2y — ag) cos dp = 0.

Deze lijn loopt evenwijdig met de nieuwe as OX.
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Daar
B-1AR — (CFJS-%(;: sin %q) (:{05 %r{: — 5N _;Er_;) da (1 0) ’
sin 3¢ —cosd@/ \sin 3¢ cos L/ 0 —1
gaat de bewegingsvergelijking (5) t.o.v. het X OY-stelsel tenslotte over in:

B-6 _DG+0 « 315"

Hieruit volgt:

Elke oneigenlijke beweging van E, in zichzelf is een translatie over een vaste
afstand en evenwijdig aan een vaste lijn, gevolgd door een spiegeling ten opzichte
van die lijn.

§ 5. Opgaven.

In deze opgaven wordt aangenomen, dat in elke euclidische ruimte Ep een
orthonormaal coordinatenstelsel is gekozen.

1. In een affiene ruimte Rs is van een afbeelding gegeven:

Voor elk viertal punten P,Q,R en S en hun beeldpunten resp. P’,Q", R’en S’
= =5 = =
geldt, dat met RS = APQO tevens R’S’ = AP'Q’ voor elke 4 # 0.

Toon aan, dat de afbeelding een affiene transformatie is.

2. Toon aan:

1°. Bij een eigenlijke beweging van de euclidische ruimte E, in zichzelf worden
de isotrope punten in Es op zichzelf afgebeeld.

2°. Bij een oneigenlijke beweging van E, in zichzelf worden de isotrope punten
in E, op elkaar afgebeeld.

3. Toon aan dat, als bij een affiene transformatie met transformatiedeterminant
gelijk aan =+ | van E, in zichzelf de isotrope punten in Es op deze punten
worden afgebeeld, deze transformatie een beweging is.

4. Toon aan dat, als bij een affiene transformatie met transformatie determinant

gelijk aan = 1van Es in zichzelf elke cirkel op een cirkel wordt afgebeeld, deze
transformatie een beweging is.
5. In de euclidische ruimte ks is een affiene transformatie gegeven door:

x' = Ax +a,
3 —4 —2
met ;\:{4 3) en 4_(_4).
a. Bepaal het beeld van het punt P (1,1) .
b. Toon aan, dat het punt (1,0) een dekpunt is.
¢. Toon aan, dat elke rechte I door het punt (1,0) wordt afgebeeld op een rechte
I' door (1,0) en dat de hoek tussen £ en J’ constant is.
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d. Toon aan, dat deze affiene transformatie ook verkregen wordt door een
lineaire transformatie t.o.v. een geschikt gekozen nieuw orthonormaal coordi-
natenstelsel.

6. In de euclidische ruimte E; is een beweging gegeven door:

x' = Ax +a,
A 1 (4 3 <3
met A= - |. } en gﬁ( ]
53 —4 : -3
a. Toon aan, dat alle dekpunten op een rechte / liggen.
b. Als m’ het beeld is van de rechte m, toon dan aan dat /, m en m’ door één
punt gaan en dat / de bissectrice is van een hoek tussen m en m’.

7. In de euclidische ruimte Es is van een affiene transformatie | gegeven, dat
de beeldpunten van de punten A (1,0), B (7,0) en C (4,4) respectievelijk
A’ (4,3) B'(4,9) en

Toon aan, dat de afbeelding een eigenlijke beweging is.

8. In de euclidische ruimte E; stelt A de draaiing voor om het punt (0,0) over
een hoek van 60°, terwijl B de draaiing voorstelt om het punt (2,0) over een
hoek van 90°; beide draaiingen in positieve richting.

a. Toon aan, dat AB en BA twee eigenlijke bewegingen zijn.

b. Bepaal van AB en van BA het dekpunt en tevens de hoek van draaiing om
het dekpunt.

Antw.: (3 — y3,—1 +3), 150°; (3 — y3,1 — y3), 150°
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106
80
82
84

91
34
83
83
82
68
76
77
50

79
25
82

13

50
135
22
43
31
28

28
91
24
90
26

141

orthonormale basis .
orthonormale
tie .

basistransforma-
orthonormaal stelsel vectoren

particuliere oplossing .

produkt-transformatie

produkt van een matrix en een
kolomvector ——y

produkt van twee determinan-
ten S

produkt van twee matrices

punttransformatie

rang van een matrix '
rang van een produktmatrix .
regel van Cramer .
relatie, equivalente .
—, reflexieve

-, symmetrische
—, transitieve .
rij-kolom-produkt i s
TIVECTOT e ol =t e

Schwarz —_
som-transformatie .
som van twee matrices
spiegeling .

SPOOT .

Steinitz . I
symmetrische matrix .

transformatie, affiene .

—, basis- . Tt e
transformatie, eenheids-
—, Inverse

—, orthogonale

----- , produkt-

— PUnNt- n

——, Som-

—, vector- =
transformatiedeterminant .

34
86
57
90
90
90
90
27
50

22
77
71
133
102
14
82

130
88
80
83
90
77
71
17
65
79




transformatiematrix

vector 4 Al
vector, kentallen van een

—, beeld- .
—, lengte van een
vectoren, optelling van

vectoren, verschil van .

vectorruimte, lineaire .

vectortransformatie

vectorvergelijking :

verbinding van twee lineaire
deelruimten .

L -
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72 Repetitiedictaat Theoretische Mechanica, door It W. J. Vollewens en

Dr It Joh. H. M. Manders, 3e druk, 274 pag., 120 fig. [ 5.~*
81 Vraagstukken Theoretische Mechanica, 1: Beweging van het stoffelijk

punt, door Prof. Dr F. Schuh en It W. J. Vollewens, 140 pag., 3 fig. 7 4.10%
82 Vraagstukken Theoretische Mechanica, II: Beweging van vaste lichamen,

door Prof. Dr F. Schuh en Ir W. J. Vollewens, 212 pag., 5 fig. r 4.95*
a-5 Vraagstukken Theoretische Mechanica door Dr W. J. Claas en

Dr P. A. I Scheelbeek Fin .
Analytische Meetkunde.

a-4 Vraagstukken over Analytische Meetkunde en Lineaire Algebra, door

B. W. Steggerda e.a. 6e druk. Alle studierichtingen. f 5.—*
a-8 Collegedictaat Analytische Meetkunde I, door Dr J. Bijl en W. J. H_

Salet, 5e druk, 208 pag., 88 fig. f7.-*
a-11 Collegedictaat Analytische Meetkunde II door Dr J. Bijl en W. ]

H. Salet 2e druk I 6.—*
a-12 Vectoranalyse door Prof. Dr R. Timman 2e druk I 6.75*
Analyse.

a-7 Reperitiedictaat Analyse I, door It W. J. Vollewens, 10e herz. druk, /° 9.—*

T . Riig s
a-3 Repetitiedictaat Analyse 1I, 6e herziene druk -
70 Repetitiedictaar Differentiaal-vergelijkingen, door It W. J. Vollewens,

6e druk, 132 pag., met 330 vraagstukken en antwoorden. f 5—*
a-6 Wiskundige Vraagstukken, ontleend aan de propaedeutische examens

van de Technische Hoge:chool, verzameld en van antwoorden voorzien

door Prof. Dr O, Bottema, herzien door Dr J. H. J. Almering,

2e druk, 304 pag., | fig. r5-—"
8-9 Vraagstukken bij Vector Analyse en differentiaal meetkunde door Dr.

G. W. M. Kallenberg en Dr R. J. Wille 2e druk 375"
Staristiek
a-13 Toegepaste Statistick A door Prof ir. J. W. Sieben A e
Experimenteel Spauningsonderzoek.

b-2 De Methode-Cross, door Ir F. A, Marinkelle 2e druk, i

Natuurkunde.

C-p  Practicum-instructies Natuurkunde, samengesteld door de Sub-afdeling
enz, Natuurkunde

Voor NI F875; Voor N2 [ 11.25 Voor C2 r6.75;
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c-1 Inleiding in de Mechanica door Drs A. N. Borghouts

¢-2 Prof. it C. W. Kosten, electriciteit

c-4 Warmteleer en Kinetische Gastheorie door Drs A. N. Borghouts f1250* [ 20.—
¢-5 Elementaire deeltjes, Atomen en Moleculen, door Prof. Dr H. B Dorgelo,
8e druk. f 9.—* [ 15.—

c-6 Natuurkundige Vraagstukken, samengesteld door de afdeling voor
Technische Natuurkunde aan de T.H., 6e druk, herzien door Drs

A. N. Borghouts en Dr H. Swiers.  6.25* 71250
c-7 Bouwfysica door Prof. Dr. ir. C. W. Kosten RN S & e
Werktuigkunde.

x-4 Leergang Technologie en constructie van Kernreactoren 1956. dlIenll. f 16.—* [25.-*

i-7 Tandwielen door Ir. A J. Donkersloot / 19.—* f32.50*
Scheikunde.
d-1 Fysische Transportverschijnselen, door prof. Ir. H. Kramers TN S B

d-3 Verzameling van vraagstukken over Analytische Scheikunde, bijeen-

gebracht door E. H. P, Cordfunke 3e druk. ;475 [ 950
d-4 Technisch-Physische Scheidingsmethoden, door It J. Nijman, naar het

college van Prof. Dr Ir P. M. Heertjes 3e druk. f 1250 [ 20.—
d-5 Anorganische Analyse door Ir. K. J. Metman en Drs H. E. W.Kleyn /" 1450 [f25.—
d-6 Ir K. J. Metman, kwalitatieve anorg. analyse r 6.—=* [l12.—
d-7 Theoretische organische chemie door Ir. A. P. M. Eker 7 8.75* [ 15.—
Mechanische Technologie.
m-1 Kennis der Metalen I, door Prof. Dr Ir P. Jongenburger 7e druk ; 4—=* f 8.—

m-2 Kennis der Metalen II, door Prof. Dr Ir P. Jongenburger 3e druk I 550% fill—

Staats-, Administratief- en Handelsrecht.

64 Schema college Arbeidsrecht, door Prof. Dr J. A. Veraart, 44 pag..
doorschoten, 3e druk. e i B

65 Schema college Staatsrecht, door Prof. Mr A. C. Josephus Jitta, 75

pag., wit doorschoten, 3e druk. 7










