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H OOFDST UK X IV

VECTOREN IN EEN n-DIMENSIONALE RUIMTE (R n) .

§ 1. Vectoren in Rn•

In R2 wordt een vector aa ngegeven door twee kentallen , in R3 door drie ken­
tallen . Zo is g = (al, a2) een vect or in R2 en g = (al , a2.a3) een vector in R3.
Op analoge wijze noemen we een geordend rijtj e van n getallen, waarbij het
natuurlijke get al n vast is, een vector in een n-dimensionale ruimte R n; dus

g = (al,a2,a3' ,an)

is een vector in R n. De getallen al, a2,a3 , an het en weer de kentallen van de
vector g . De nulvector is:

Q = (0,0,0, . . .,0), (n get allen 0) .

Op vectoren in Rn passen we twee bewerkingen toe, nl. op telling van vectoren
en vermenigvuldiging van een vector met een (scalair) getal.
We definiëren deze bewerkingen als vo lgt :
Zijn g = (al ,a2, a3' . .. ,an) en 12 = (bi ,b2,b3 , b n) twee vectoren in R n ,

dan is : g + 12 = (al + b l, a2 + b2 , a n + b n) .
À,!! = (À,al, À,a2... ., À,an) .

De som a + b en À,!! zijn weer vect oren in R n.
Gewoonlijk schrijven we - 1 . !! als -!! .

Voor de vectoren en de bewerkingen van vectoren in R n gelden de vo lgende
eigenschappen:
1. g = 12 dan en slechts dan, als ak = b k (k = 1,2 , ... , n) .

2. !! + 12 = 12 + !!, (commutatieve eigenschap).

3. (!! + 12) + ç = !! + (12 + c). (associ atieve eigenschap).
Hieruit volgt, dat we mogen schrijven: !! + 12 + ç.

4. Aan elk tweetal vectoren g en 12 in R n is één en slechts één vector ~ in R n
toegevoegd met de eigenschap :

!!+~=12.

We schrijven meestal: ~ = 12 - !! en noemen ~ het verschil van 12 en a·
Is !! = (al , a2.... , an) en 12 = (bi . b2, ... ,b n), dan is:

12 - !! = (bI-al, b2-a2, . . .,bn-a n) .

5. Voor de scalaire vermenigvuldiging geldt:
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1°. À(a + 12) = Aa + },12, (distributieve eigenschap),
2°. (J. + ,u)a = Àa + ,ua, (distributieve eigenschap) ,
3°. (À,u )a = À(,ua), (associatieve eigenscha p).

Opmerkingen.
1. In plaa ts va n: a is een vec tor in R n, wordt wel geschreve n : a E R n.
2. De vectoren ~ l = (1 ,0 ,0 , .. .,0), ~2 = (0,1 ,0, .. .,0L.- . ., ~n = (0,0,0, . . ., 1)
he te n de eenheidsvectoren in R n.
3. Uit het bovenstaande volgt, dat we voor a = (al , a2,... , an) kunnen schrijven :

a = al ~l + a2~2 +. . . + a n~n .
Verder is :

a + (- a) = Q, du s a = Q - (-a) = - (-a);
- (a +12) = (-a) + (- 12); a + (- 12) = a - 12.

§ 2. Lineaire afhankelijkheid en lineaire onafhankelijkheid.

Gegeven zijn p vectoren in R n : al, a2,a3, ' .. en apo

Definitie.
E en vector 12 E Rn is lineair afhankelijk van deze p vectoren, als er p getallen
}'l, ,12, J.3, . . ., Àp , bestaan , zó dat:

12 = Àlal + À2a2 + À3a3 + .. . + Àpap .

Hierin mogen en kele getallen A of alle getallen À nul zijn .

Voorbeelden.
I. De vect or (-8,7,0, -3) is lin eair afh ankelijk van de vectoren (1 ,0,2 ,1),
(2, -1 ,0, -1 ) en (-1 ,1, -1 , - 2). Immers:

(]) ~ 2@ -3U) +4(=1)·
2. De nulvect or in R nis lineair afhankelijk van elk p-tal vect oren in R n, immers :

Q = °.al + °.a2 + °.513 + . . . + °.ap .

3. Elke vector a = (al, a2, a3, . .,a n) is lineair afhankelijk van de n eenheids­
vect oren in R n, immers (zie § 1): a = al ~l + a2~2 + a3 ~3 + .. . + an~n .

De betrekking:
Àlill + À2il2 + ,13 a3 + .. . + Àpap = Q (1)

tussen de vect oren al , 512, 513, ... , ap is in elk geval juist, als alle get allen À nul zijn .
Er zijn tw ee mogelijkheden :
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10 . Be trekking (I ) is alleenjuist als }.l = }'2 = }'3 = . . . = },p = °;we noem en
dan 9,1,9,2.9,3, . .. , 9,p een lineair-onafh ank elijk stelsel, of we zeggen dat deze
vectoren lin eair onaf hankelijk zijn.
2°. Betrekking (I ) geld t ook, als niet alle }.' s nul zijn; we noemen dan 9,1,9,2,

9,3, . . . ,9,p een lineair-afh ankelij k stelsel. of we zeggen dat deze vectoren lineair
afhankelijk zijn.

Gevolgen.
1. Vormen 9,1,9,2, 9,3, . . . , 9,p een lineair-afhankelijk ste lsel, dan is min sten s één
van deze vectoren lin eair afhankelijk van de overige. Immers in

Älal + Ä2 9,2 +.. . + Äk 9,k +... + Äp9,P = Q

zijn niet alle }.'s nul; ste l bijv. Äk oF 0, dan is:

Äl Ä2 Äp
ak = - Ä

k
al - Ä

k
a2 - . .. - Ä

k
ap .

De vector !!k is du s lineair afhankelijk van de overige vectoren.
2. I s omgeke erd de vect or a lineair afhankelijk van de vectoren al , a2,· .. , a p,
dan vormen de vectoren !!. 9,1, a2, .. . , ap een lineair-afhankelijk ste lsel. Uit

a = Älal + }.2!!2 +... + Äpap
volgt immers:

I . a - }olal - }.2a2 - . . . - Äpap = Q .

In deze betrekking is de eers te coëfficiënt gelijk aan I , zodat niet alle coëffi­
ciënte n nul zijn.
3. Als onde r enige vectoren de nulvector voorkomt, dan vormen deze vectoren
een lineair-afhankelijk ste lsel. We kunnen immers in de betrekking (I) de
coëfficiën t van de nulvector ongelijk aan nul en, zo nodig, alle andere coëffi­
ciënte n gelijk aan nul nem en.

Voorbeelden.

I. De vectoren in R4 :

al=(0,1,2,-I), 9,2=(1,0,0,0) , a3=(0,1,0,-I) en !!4=(0,1,-4,-1)

vormen een lineair-afhankelijk ste lsel, want:

of :
2!!1 +°.a2 - 3a3 + I . a4 = Q .

Nu is 9,1 wel lin eair afhankelijk van a2, a3 en a4, maar !!2is niet lineair afhankelijk
van al. a3 en !!4. We noem en 9,2 lin eair onafhankelijk van de overige vectoren.
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2. De n eenheidsvectoren in R n vormen een lineair- onafhankelijk ste lsel. Uit

.11 (1,0,0, . . .,0) + .12(0, 1,0, . . .,0) + . .. + Àn(O,O, . . ., 1) = (0,0,0, . . .,0)

volgt:

(.11,.12 , .. . ,Àn) = (0,0, . .. , 0), du s is: .11 = .12 = . .. = Àn = 0.

3. Hoewel men bij lineaire afhankelijkheid en lineaire onafh ankelijkheid meest al
denkt aan twee of meer factoren, zeggen we krachtens de definitie:
De nulvect or is "lineair afh ankelijk", omdat ÀQ = Q geldt voor elke .1 #- 0 ;
elke vect or g #- Q is "lineair onafhankelijk", omdat }.!! = Q alleen geldt voor
À = 0.

§ 3. Lineaire vectorruimte; lineaire deelruimte.

Definitie.
Een lineaire vectorruimte V is een verzameling vectoren in R n met de volgende
twee eigenschappen:
1°. B ehoren y en W tot V, dan behoort ook y + w tot V.
2°. B ehoort y tot V, dan behoort voor elk getal À ook Ày tot V.
Zijn y en W vectoren van een lineaire vectorruimte V, dan volgt uit boven­
staande definitie dat elke vector van de gedaante }.y + flW ook t ot V behoort.
In het bijzonder behoort °.y = Q tot V.
De verzameling van alle vectoren van R n vormen een lineaire vect orruimte.
Immers als y en W to t R n behoren, dan behoren ook y + w en Ày tot R n .

\Ve noemen de verzameling van alle vectoren van R n de lineaire vectorruimte
Rn , kortweg aangeduid met R n .

Niet elke verzameling vectoren in R n vormt een lineaire vect orruimte. Zijn bijv.
!!(#-Q) en b twee vectoren in R n , dan is de verzameling :

~ = !! + Àb

geen lineai re vectorruimte. Immers, als y = !! + .11 b en w = !! + .12 b tot de
verzameling behoren, dan behoort y + w = 2!! + (.1 1 + À2)b niet tot de
verzameling.
Een verzameling vectoren in R n die niet alle vectoren van R n hoeft te bevatten ,
kan weer een lineaire vectorruim te vorme n; deze vectoren vormen dan een
lineaire deelruimte van R n . In he t bijzonder kunnen we R n als een lineaire
deelruimte van zichzelf besc houwen.

StelIing.
De verzameIlng D van alle vectoren die Ilneair afhankelijk zijn van een p-tal
vectoren

In Rn, vormen een Ilnealre deelruimte van Rn•

2

I
I
c,
v
I
v
a
h
I
ê
v
I
~

e

{]

t
n

d
v

§

s·
A

et

rn
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Bewijs.
Zijn y en '!Y tw ee vecto ren van D, dan is:

y = }.li!l + Äz!!z + . . . + }.pi!p

en

Hieruit volgt:

y + '!Y = (}'l + ,ul )ill + (Äz + ,uz)ilz + .. . + (}.p + ,up)i! p
en

Äy = itÄl 2,l + itÄZ 2,Z + . . . + itÄp 2,P ,

zodat y + '!Y en }.y ook tot D behoren .
D is du s een lineaire vectorruimte en wel een lineaire deelru imte van R n .

Dat D een lineaire deelruimte is van Rn wordt aangegeven met De Rn

of met Ru ~ D (R, omva t D).
We zeggen, dat bovenst aan de lineaire deelru imte D door het p-tal vectoren :

( I )
wordt opgespannen.
Het stelsel (I) van p vectoren noemen we een basis van D. Vormen deze p
vect oren een lineai r-afhankelijk ste lsel, dan spreken we van een lineair­
afhankelijke basis ; vormen de p vectoren een lineair-onafhan kelijk st elsel, da n
heeft men een lineair-onaf hankelij ke basis.
De lineaire vectorruimte Rn wordt opgespann en door de n eenheidsvect oren
~l , ~z,· . ., ~n . Deze n eenheidsvecto ren vorm en een lineair-onafh ankelijke ba sis
van R n .

De verzam eling die alleen de nul vector Q bevat, is een lineaire vectorru imte ;
we noemen deze de nulruimte. Is Q de nu lvector va n R n , da n is de nulruimte
een lineaire deelruimte van Rn .

Opmerking.
Uit bovenst aande stelling volgt, dat elke Rn met n ~ I (d.w.z. R n is niet de
nu lruimte) een lineaire deelrui mt e heeft die niet R n zelf is. Daar elke lineaire
deeJruimte van R n een lineaire vectorruimte is, zijn er behalve de lineaire
vectorruimten R n nog oneindig veel andere lineaire vecto rruimten .

§ 4. Stellingen over lineaire vectorruimten.

Stelling 1.
Als van een lineaire vectorruimte V

een basis is en
12 = Äl ill + Äzi!z + . .. + Äk i!k + ... + Äpil p

met Äk -=j=. 0, dan is ook

(I)

(2)



Bewijs.
Daar J'k =F 0, volgt uit (2) :

I b 1 (,. .' . ) (4)ilk = -, _ - -;- I'.lil1 + 102 il2 +... + lok-l !!k -1 + lok+lilk -l-1 +.. . + l' p2p
/o k 10k

Is 2i: een willekeur ige vecto r van V, dan is, omdat (1) een basis is van V :

~ = ,u1 il1 + ,u2 2 2 + ... + ,uk 21< + .. . + ,up 2 P .

Substitueren we hierin voor il k het rechterlid van (4), dan blij k t dat elke vector
~ E V lineair afhankelijk is van de vectoren (3) . Is omge kee rd ~ lin eair
onafhan kelijk van 21,22, ... , ilk -1, 1.2 , ilk +l,' . . , ilp , dan is ~ E V. Hi ermede is
bewezen dat het ste lsel (3) ook een basis is van V .

Stelling 2. (Uitwisselingsstelling van Grassmann-Steinitz.)

Als van een lineaire vectorruimte V

een basis van V.
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n.l,Q2,' .. , ilk - l, 12, ilk +l,· . 0' ap (3)
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een basis is en
121 ,122, l.23, . . ., bq

een lineair-onafhankelijk stelsel vectoren is, dan is q ~ p en dan heeft Veen
basis bestaande uit de vectoren 121 ,122,123, . . .,b q en nog p - q geschikt gekozen

vectoren van il1, il2, il3,· . . , ilp ·

Bewijs.
Daar de vectoren 1.21 ,122,1.23, .. .,bq een lin eair-on afh ankelijk stelsel vormen, is

geen van deze vectore n gelijk aan Q.

Daar il l, il2. il3, ' .. ,!! p een basis is, is:

1.21 = J.l ill + À2!!2 + À3il3 + ... + J·I,'lp·

Uit bi =F Q volgt, dat niet a lle J: s gel ijk aan nul zijn . St el J' I =F 0, dan is volgens

ste lling I :

ook ee n basis van V .
Hieruit volgt :

1.22 = ,ud21 + [t2il2 + ,u3'l3 + .. . + [tp !!p .

Daar 1.22 =F Q en 122 =F.I111.2 I, zijn de coëfficiënte n I t2 , ,u3, . . . ,,up niet alle gelijk
aan nul. Ste l 112 =F 0, dan is volgen s ste lling 1:

bi , 1.22. il3, ' . . •'lp

ook een basis van V.
Op deze wijze kunnen we telkens él'n van de voetoren u 11 itieissclcn tegen él;n
van de vecto re n 1.2 . Was nu q > p . dan zou
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bi. 122, . . ., 12p

een basis zijn van V, dus dan zouden de vect oren 12 P+l, 12p+2, ' .. , 12q hiervan
lineair afha nkelijk zijn. Da ar dit volgens het gegeve n nie t mogelijk is, is q ~ p.
Met behulp van de uit wisseling vinden we dus, dat Veen basis heeft bestaande
uit alle vectoren 12 en nog p - q geschikt gekozen vec toren a .

stelling 3.
Als van een lineaire vectorruimte een lineair-afhankelijke basis gegeven is, dan
kan men van die basis een lineair-onafhankelijke basis maken door een aantal
basisvectoren weg te laten.

Bewijs.
Stel al, a2,a3,' . . , ap is een lineair- afhankelijke bas is van de lineaire vector­
ruimte V en al is afhankelijk van de overige basisvect oren, dan is :

al = À2a2 + À3a3 +... + Àp ap . (I )
Voor elke vector l> E V geldt :

l> = ,ul ill + ,u2a2 +... + ,upilp .

Substitueren we hierin voor ,11 het rechterlid van (I), dan vinden we:

l> = (fll }.2 + ,u2)a2 + (,uIÀ3 + ,u3)il3 +... + (,uI}.p + ,up)ap .

Elke vect or l> E V is du s lineair afha nkelijk va n ;12. a3,' . . , ilp, waarui t volgt
dat deze vectoren ook een basis vorm en.
Als dus a l lineair afhankelijk is van de overige vectoren ;1, dan kunnen we
al uit de basis weglaten . Is al lineair onafha nkelijk v an de overige vectoren il,
dan laten we ,11 in de basis staan. Op dezelfde wijze beslissen we of we a2 weg­
laten of dat a 2 blijft st aan. Op deze wijze gaan we door. Tenslotte houden we
een lineair-onafhankelijk e ba sis over.

Stelling 4.
In een lineaire vectorruimte R n (n ~ I) vormt elk p-tal vectoren met p > n
een lineair-afhankelijk stelsel.

Bewijs.
In de lineaire vectorruimte R n vorm en de n eenheidsvectoren ~ l, ~2 , ~3, . . . , ~ n

een (lineair-onafh ankelijke) basis. Zijn p vectoren in R n lineair onafha nkelijk,
dan is p ~ n (st elling 2). Als p > n, dan vormen deze p vect oren du s een lineair­
afh ankelijk stelsel.
Heeft een lineaire vectorruimte V meerdere lineair-onafh ankelijke basissen , dan
geldt de volgende ste lling.

Stelling 5.
Het aantal vectoren van een lineair-onafhankelijke basis van een lineaire vector-
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ruimte V is onafhankelijk van de keuze van de basis.

Bewijs.
Stel dat:

(I)
zowel als:

(2)

een lineair-onafhankelijke basis is van V.
Nu is (I) een basis van V, terwijl (2) een st el lineair-onafhankelijke vectoren van
V is. Volgens stelling 2 is dan q ~ p.
Omgekeerd is (2) een basis van V, te rwijl (I) een stel lineair- onafh ankelijke
vectoren van V is; dus P ~ q . Hieruit volgt: p = q.

Definitie.
H et aantal vectoren van een lineair-onafha nk elijke basis van een lineaire vector­
ruimte V heet de dimensie van V.
Is de dim ensie van V gelijk aan m (m ~ I )', dan heet V m-dimensionaal ; we
geven dit aan met Vm - De dimensie van R n is n, immers R n heeft een lineair­
onafhankelijke basis bestaande uit de n eenheidsvecto ren. We zeggen dat de
nulruimte de dim ensi e 0 heeft .

Opmerkingen.
Uit het voorgaande volgt onmiddellijk:
I . Is a l, a 2, ' . . , a m een basis van een m-dimensionale vectorruimte Vm. dan is
deze basis een lineair-onafhankelijke basis.
2. In een m-dimensionale vectorruimte Vm vormt elk m-tal lineair- onaf­
hankelijke vecto ren een lineair-onafhankelijke basis.

Stelling 6.
Elke vector van een lineaire vectorruimte is op één en slechts één manier te
schrijven als een lineaire combinatie van de vectoren van een lineair-onaf­
hankelijke basis.

Bewijs.
Stel al , a2, . . . , a m is een lineair-onafh ankelijk e basis van Vm en stel dat g E Vm

op twee manieren in deze basis lineair is uit t~ dru kken; dus :

~ = Àlal + À2il2 + .. . + Àmilm

èn
~ = ,ulal + ,u2il 2 + . .. + ,umil m ,

dan is:
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Daar ~!l, i!2, .. . , i!m een lineair-onafhankelijke basis is, is

J' k = Pk (k = 1,2, . .. ,m).

§ 5. Lineaire deelruimten.

In § 3 zag en we, dat in R n een verzameling vectoren kan voorkomen die niet
alle vectoren van Rn hoeft te bevatten en die weer een lineaire vectorruimte
vo rmt; we noemden deze verz ameling een lineaire deelruimte van R n . In het
bijzonder konden we elke lineaire vectorruimte R n als een lineaire deelruimte
van zichzelf beschouwen.
Van lineaire deelruimten behandelen we de volgende st ellingen:

Stelling I.
Elke lineaire deelruimte D van Rn (D is niet de nulrulmte) heeft een lineair­
onafhankelijke basis bestaande uit m vectoren met I ~ m ~ n .

Bewijs.
Alle vect oren van D zijn ook vectoren van R n . Zou D meer dan n lineair­
onafhankelijke vectoren bevatten, dan zou ook R n meer dan n lin eair-onaf­
hankelijk e vectoren bevatten . Dit is onmogelijk volg ens § 4, st elling 4. Hi eruit
volgt : m ~ n.
Daar D niet de nulruimte is, bev at D min st ens één vector i! -=F Q.

Deze il is " lineair-ona fha nkelijk" . D heeft du s min st ens één en hoogstens
n lineair onafhankelijke vectoren .
Er best aat dus een getal m met I ~ m ~ n, zó dat maximaal m vectoren van
D lin eair onafhankelijk zijn.
Ste l dat

(1)

een stel lineair onafhankelijke vectoren van D is. Is 12 een willekeurige vector
van D, dan is 12,ill, il2, .. . , ilm een stel lineair afhankelijke vectoren van D.
De betrekking:

J.b + À1 il l + J.2 il 2 + ... + J.milm = Q (2)

is du s jui st voor niet elke J. gelijk aan nul. Maar voor À = 0 geldt betrekking (2)
slech ts voor elke ~k = O(k = 1,2, . . .,m) . Betrekking (2) is dus juist voor
À -=F O. Hieruit volgt dat elke vector 12 E D lineair afhankelijk is van het st elsel
(I ). Dit ste lsel vect oren is du s inderdaad een lin eair-onafhankelijk e basis van D.
De dimensie va n D is dus m met I :0:; m ~ n.

Opmerking.
Uit stelling I volgt , dat elke lin eaire deelruimte D van I~n die niet cIe nulruimte
is, minst ens t;én lineair-onafhankelijk e basis heeft. Volgens de uitwisselin gs-
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stelling van Grassman-Steinitz heeft D dan ook oneindig veel lineair- onaf­
hankelijke basissen. Volgens stelling 5 van § 4 is het aantal vectoren van deze
basissen dezelfde. In het bijzonder heeft R n (n ~ I) oneindig veel lineair­
onafhankelijke basissen .
De nulru imte heeft slechts één basis, n.l. de vector Q; daar Q lineair-afhankelijk
is, is deze basis een lineair-afhankelijk e basis van de nulruimte.

Stelling 2.
Is Dm een lineaire deelruimte van een lineaire vectorruimte R n , dan kan een
lineair-onafhankelijke basis van Dm aangevuld worden tot een lineair-onaf­
hankelijke basis van R n .

Bewijs.
Zij 1l,I, !!2, ' . ., !!m een lineair-onafhankelijke basis van Dm en 111,122, . . .,12n een
lineair-onafhankelijke basis van Rn .

Is Do de nu lruimte, dan is de basis van Do de vector Q en dan is de ste lling
vanzelfsprekend.
Is Dm niet de nulruimte, dan is I ~ m ~ n. Da ar de vectoren a een lineair­
onafhankelijk stelsel vormen , heeft R n volgens de uitwisselingsst elling een
basis best aande uit alle m vectoren g en nog n - m geschikt gekozen vectoren
12. Daar deze basis van R n uit n vectoren bestaat, is het een lineair-onaf­
hankelijke basis.

Definitie.
De doorsnede van twee lin eaire deelruimten Dp en Dq van Rn is de verzameling
vectoren die zowel tot D p' als tot D q behoren.
De doorsnede van D p en D q geven we aan met D p 1\ D q .

Daar Q E Dp en Q E D q , behoort de nulvector ook tot D p 1\ D q .

Stelling 3.
De doorsnede van twee lineaire deelruimten D, en Dq van Rn is een lineaire
deelruimte van Dp en van Dq , dus ook van Rn.

Bewijs.
We moet en aa nt onen dat, als de vectoren ~ en y tot D p 1\ D q behoren, dit ook
het geval is me t ~ + Y en A~.

Als ~ en y tot Dp 1\ D q behoren, dan ~ E D p en y E D p , dus (x + y) E D p want
D p is een lineai re vectorruimte. Maar ook ~ E D q , en Y E Dq du s (~ + Y) E D q .

Hieru it volgt dat x + Y tot D p 1\ D q behoort.
Zo kunnen we ook aantonen, dat AX behoort tot D p 1\ D q .

e
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Opmerking.
Uit de definitie van D p n D q volgt:

dimensie (D, n D q) ~ dim. D p en dim. (D, n D q) ~ dim. D q .

Definitie.
De verbinding, of directe som" van twee lineaire deelruimten Dp en D q van R n

is de verzameling uectoren g + y, waarbij .lS: E D p en Y E D q .

De verbinding van D p en D q geven we aan met D p + V q .

'Merk op , dat elke vector van D p + D q ook een vector is van R n .

Stelling 4.
De verbinding van twee lineaire deelruimten Dp en Dq van Rn is een lineaire
deelruimte van Rn .

Bewijs.
We moeten aantonen dat , als.lS:l + Yl en .lS:2 + Y2 tot D p + D q behoren , (waarbij
.lS:1 en .lS:2 E Dp , Yl en Y2 E D q ) , dit ook het geval is met (.lS:1 + ~) ) + (.lS:2 + Y2)
en met À(.lS:l + Yl).
Daar x, E D p en .lS:2 E D p , is ook g, + .lS:2 E D p ; en daar Yl E D q en Y2 E D q , is
ook Yl + Y2 E D q . Hieruit volgt dat (.lS:1 + .lS:2) + (Yl + Y2) behoort tot
D p + D q . Verder is:

(.lS:1 + .lS:2) + (Yl + Y2) = (.lS:1 + Yl) + (.lS:2 + Y2) ,

waarmede is aangetoond dat (.lS:1 + Yl) + (.lS:2 + Y2) behoort tot D p + D q •

Met behulp van:

À.lS:1 + ÀYl = À(.lS:l + yd
kunnen we aantonen dat ook À(.lS:l + Yl) tot D p + D q behoort .
D p + D q is dus een lineaire vectorruimte ; daar alle genoemde vect oren tot R n

behoren, is D p + D q een lin eaire deelruimte van Rn .

Stelling 5.
Zijn D p en D, twee lineaire deelruimten van Rn , dan is:

dim. (D, + D q ) = dim. D, + dim. D, - dim. (Dp n D q ) •

Bewijs.
De st elling is juist als D p enjof D q de nulruimte is. St el nl. dat D q de nulruimte
is, dan is D p + D q = D p , dim. D q = 0 en dan is D p n D q ook de nulruimte,
dus dim. (D p n D q ) = O. De st ellin g luidt dan: dim . D p = dim. Dp .

We nemen nu aan, dat D p noch Dq de nulruimte is ; dim. Dp = p, dim. D q = q
en dim. (Dp n D q) = m.
We kiezen een lineair-onafhankelijke basis van D p n D q , nl.:

(I )
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'Ne v ullen deze basis aan (zie ste lling 2) t ot een lin eair-onafhankelijke basis

van D p:
g.1 ,g.2," .,g.m, 121,122, ... ,12p-m . (2)

Ook vullen we basis (I ) aan t ot een lin eair-on afhankelijke basis van D q:

(3)

Uit de def initie van D p + D q volgt :

(4)

is een basis van D p + D q. Het aantal vector en van deze basis is p + q - m.
We bewijzen nu, dat basis (4) een lin eair-onafhankelijke basis is, dus dat

dim . (D p + D q) = P + q - m .
We beschouwen de betrekking :

1

4

Uit het eers te lid volgt: x E D p en uit het tweede lid volgt: ~ E D q, dus x
beh oort tot D p n D q.
Daar (I ) een basis is van D p n D q is

èn

m

x = ~ Ak'g.k
k e L

of :

waaruit volgt :

In p-m q-m
~ Akg.k + ~ ,uk12k + ~ 'VkÇk = Q
k ~l k=l k ~l

m p-m q-m
~ Akg.k + ~ ,uk12k = - ~ 'Vk Çk = ~.

k e-I k=l k -eL

q-m
~ = - ~ 'VkÇk ,

k=l

m q-m
~ Ak'g.k + ~ 'VkÇk = Q .

k-l k ~l

(5)

(6)

\

r
j

5
\

I
r

J

6
1

7

Het ste lsel (3) is lin eair-onafhankelijk; betrekking (6) is du s slech ts juist voo r
'Vk = 0 (k = 1,2 , . . .,q - m). Betrekking (5) wordt nu:

m p-m
~ Akak + ~ ,uk12k = Q.

k=l k e l

Daar ste lsel (2) evenee ns lineair-onafhankelijk is, is betrekking (5) slechts juist
voor Ak = 0 (k = 1, 2, . . ..rn) en ,uk = 0 (k = 1,2, . . ., p - m).
Hiermede is aangetoond, dat de basis (4) van D p + D q lin eair-on afhankelijk

is, waaruit vo lgt :
dim. (D" + Dil) = P + q - m .

\Ve kunnen de ste lling ook zo formuleren:

dim. (DIl n D q) + dim. (D p + D q) = dim . D p + di m. D q .

v
I
1
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§ 6. Opgaven.

I . Bewijs dat 9.-, 12 en ç dan en slechts dan een lineair-onafhankelijk st elsel
vormen, als 9.- + 212, 12 + 3ç en c een lineair-onafhankelijk ste lsel vorm en.

2. Van een lineaire vectorruimte vormen 9.- , 29.- - 12 en 12 + 2ç een basis. Bepaal
de dimensie va n deze lineaire vectorruimte :
1°. als 9.- , 12 en ç een lineair-onafhankelijk ste lsel vormen ;
2°. als 9.- lineair afh ankelijk is van 12 en ç, terwijl 12 en ç een lineair-onafhankelijk
ste lsel vormen .

3. Toon aan dat de vectoren (0,1,2,3), (3,0,1 ,2), (2,3,0, I) en (1,2,3,0) een
lineair- onafhankelijk ste lsel vormen.

4. Van de vectoren 2:> = (XI,X2,X3,X4) In R4 voldoen de kentallen aan de
vergelijkingen :

Xl - 2X2 - X3 + X4 = 3XI - 6X2 - 3X3 - 4X4 = °.
Bepaal een lineair-onafhankelijke basis en de dim ensie van de lineaire deel­
ruimte die door deze vect oren wordt opgespannen .
Antw.: (2,1 ,0,0) en (1,0,1 ,0); 2.

5. Van de vectoren 2:> = (Xl,X2, X3, X4, xs) in Rs voldoen de kentallen aan de
verge lijkingen :

Xj - 2X3 - Xs = X2 + 3X3 - 2X4 = °.
Bepaal een lineair-onafhankelijk e basis en de dim ensie van de lineaire deel­
rui mte die door deze vectoren wordt opgespannen.
Antw.: (2,-3, 1,0, 0), (0,2,0,1 ,0) en (1,0,0,0,1 ); 3.

6. Dl en D2 zijn twee lineaire deelruimten van R n en Dl + D2 = R n .

Te bewijzen: dim. Dl + dim. D2 ~ n.

7. Dl en D2 zijn twee lineaire deelruimten van R n . De verzameling van alle
vectoren die tot Dl of tot D2 of tot Dl n D2 behoren, heet de vereniging van
Dl en D2. De vereniging van Dl en D2 wordt aangegeven met Dl u D2.
Toon aan dat Dl u D2 in het algemeen geen lineaire vectorruimte is.



HOOFDSTUK XV

EUCLIDISCHE VECTORRUIMTEN

§ I. Euclidische vectorruimte.

Van twee vectoren ~ en 12 in een lineaire vect orruimte definiëren we een
inwendig produkt:

Definitie.
Onder een inwendig produkt (a. 12) van de vectoren ~ en 12 verstaan we een scalair
getal dat aan de volgende voorwaarden voldoet:
1°. (a.a) ~ 0 (het gelijkteken geldt slechts voor a = g);

2°. (a, 12) = (b.a) :
3°. }. (~, 12) = (À~ , 12) = (a. Àb) ;
4°. (a.12 + c) = (a.12) + (a.c).
Uit 3°. volgt : (a.o) = (o.a) = (0 . a.a) = 0 . (a.a) = O.
Een lineaire vectorruimte waarin voor elk tweetal vectoren een dergelijk
inwendig produkt gedefinieerd is, heet een euclidische neetorruimte.

Ongelijkheid van Schwartz.
Zijn a en 12 twee vectoren in een euclidische vectorruimte, dan is:

(a. 12)2 ;;; (a.a ) . (12,12) .

Bewijs.
Is ~ = g , dan is (a.b) = 0 en (a.a) = 0, zodat (I ) dan geldt .
Is a =1= g, dan is:

().~ + 12, }.~ + 12) ~ 0 voor elke À ,

du s
(À~ , A~) + (À~, 12) + (12, À~) + (12, 12) ~ 0 ,

of
A2(~,~) + 2À(~, 12) + (12, 12) ~ 0 voor elke À en (a.a) > 0 .

Hieruit volgt:
(~,b) 2 - (a.a) . (12 ,12) ;;; 0 ,

of

(I)

I,
I

(11 .12) 2 ;;; (a.a) . (12,12) .

Definitie.
I ïi een euclidische vectorruimte verstaan we onder de lengte 1;11 van een vector
il het getal :

(

I

t
2
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I~I = y' (~,~) .

De enige vector met de lengte 0 is du s de nul vector Q.

Is ~ =j::. Q, dan heeft de vect or ~/ I ~ I de lengt e I , immers:

lengte ~ = V(~ . a) = V1
2
.(~,~) = I.

I ~I lal I ~I I ~I

a
Toon zelf aan, da t _ ï~ 1 voor ~ =j::. Q eveneens de lengt e I heeft.

De ongelijkheid van Schwartz kunnen we als volgt schrijven :

(~ , b)2 s 1 ~1 2 . Ibl2
of:

- I ~ I . Ibl ~ (~,b) ~ I ~ I . Ibl .
Hieruit volgt : voor ~ =j::. Q en b =j::. Q is:

_ I ~ (~, b) ~ I .
- I ~I . Ibl -

Zijn ~ en b beide ongelijk aan de nulvector, dan is er stee ds één hoek T met :

(~,b)

cos T = I ~I . Ibl '

In een euclidische vectorruimte noemen we de op deze wijze gedefinieerde hoek
T de hoek t ussen de vect oren ~ en b.
Is (a. b) = 0, a =j::. Q en b =j::. Q, dan is T = 71:/2, du s a 1.. b Omgekeerd: Is
a 1.. b, dan is (~,b) = O.
Voor ~ = Q of b = Q is cos T dus ook hoek T niet gedefinieerd.
Daar voor elke ~ geldt ( ~,Q) = 0, zeggen we dat de nulvector loodrecht st aat
op elke vect or, du s ook loodrecht op zichzelf.
Zijn ~ en b twee vectoren in een euclidische vect orruimte, dan geld t de volgende
"driehoeksongelijkheid" :

I ~ +bi ~ I ~I + Ibl .

Bewijs. I ~ +bl2= (a + b. a + b) = (a, a) + 2(a, b) + (b. b) .
Volgens de ongelijkheid van Schwartz is (a.b) ~ lal. Ibl.
Hieruit volgt:

la +b12 ~ lal2+ 21al . Ibl + Ib l2= ( I~I + Ibl)2 ,
du s

la + bi ~ I ~ I + Ibl .

Opmerkingen.
I . I n de dri ehoeksongelijkheid geldt het gelijkteken slechts als ~ = Q, of als
b = Q, of als de hoek tussen a en b gelijk is aan nul.

2. I ~ - bi = la + (-b)1~ I ~ I +I-bi = I ~I + lbl .
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§ 2. Orthogonale en orthonormale stelsels vectoren in een euclidische vector­
ruimte.

Definitie.
E en stelsel vectoren in een euclidische vectorruimte En heet orthogonaal, als alle
vectoren ongelijk zijn aan Q en als alle vectoren twee aan twee loodrecht op elkaar
staan .

Stelling 1.
In een euclidische vectorruimte En is elk orthogonaal stelsel vectoren een lineair­
onaf hankelij k stelsel.

H
(~

Cc
VI
0(

in

l = 1,2, ,p en
k = 1,2, , p .

Bewijs.
St el ~l, ~2, ... , ~p is een orthogonaal ste lsel vectoren in E n, dus

(11k, ~l ) = 0, k = 1,2, . . ., p en
(~k, ~k) = i111,12 -=I=- 0,

wê moeten aantonen, dat uit:

ÀI~1 + À2!l.2 + . .. + Àk11k + . . . + Àp!l. p = Q

volgt, dat elke À = 0.
Voor k = 1,2, . . .,p is in verband met (I), het inw endig produkt

(!l.k, ÀI!l.1 + À2!l.2 + ... + ).k~k + .. . + Àp!l.p) = (!!k,Q) = O.

Daar het linker lid gelijk is aan Àk(!l.k, !l.k) en (11k, !l.k) -=I=- °is Àk = 0,
k = 1,2, ... ,p.

( I )

St
EI
n(

Bt
Zi
E;

n
el]
Ol
10

nc

Definitie.
Een stelsel vectoren in een euclidische vectorruimte heet orthonormaal, als alle
vectoren twee aan twee loodrecht op {lkaar staan en als alle vectoren de lengte I
hebben. ,

Daar een orthonormaal ste lsel vectoren een lineair-onafhankelijk st elsel is, kan
in een euclidische vectorruimte En of in een lineaire deelrnimte van En een
orthonormaal st elsel vectoren dienen als lineair-onafhankelijke basis ; zo' n
basis heet een orthonormale basis .
Een orthonormale basis van een euclidische vectorruimte En kan gevor md
worden door de n eenheidsvec toren :

~l = (1,0, .. .,0), ~2 = (0, I , . . .,0), ... , ~ n = (0,0 , . . ., 1) .

Deze eenheidsve ct oren hebben alle de lengte I en staan tw ee aan twee lood­
recht op elkaar.
Zijn t.o.v. deze basis 11 = (al a2, . .. ,a n) en !2 = (b.. be. . . ., bn) twee vect oren
in En , dan is:

da

~2

Ne

da
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!! = al~l +a2~2 + ... +an~n en Q = bi ei + b2~2 + . .. + bn~n .

Het inwendig produkt (a.Q) is dan:

(!!.Q) = (al~l +a2~2 + ... +an~n , bl ~1 + b2~2 + . . . + bn~ n) =
al bI + a2b2 +. . . + a nb n .

Conclusie:
Vormen in een euclidische vectorruimte En de n eenheidsvectoren de ortho­
normale basis, dan is van a = (al , a2. .. ., a n) en Q = (bi .b2, . . ., b n) in En het
inwendig produkt

(a.Q) = a l bI + a2b2 + . .. + a nb n ;

de lengte van vector a is dan:

lal = ,/(aI 2 + a22 + . . . + a n2) .

(2)

(3)

Stelling 2.
Elke lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte En bezit een ortho­
normale basis.

Bewijs.
Zij D p een p-dime ns ionale lin eaire deelruimte van een euclidische vectorruimte
E n, met basis:

!!1,!!2. . .. , !!p .

Daar deze basis p vect oren bev at, is het een lineair-onafhankelijke basis en is
elke vecto r ~ Q.

Om van deze basis een ortho normale basis te maken , gaan we a ls volgt t e werk.
1°. Kies één van de vectoren, bij v. al. Daar !!I ~ g, kunnen we deze vector
normeren, cl.w.z. vervangen door :

!!l
Cl - - clan is IC_II = I .- - la ll .

De vectoren Çl. !!2. .. ., !!p vormen weer een lineair-onafhankelijke basis van D p.
2°. Neem:

clan is Q2 .-L er. immers:
a2 en Çl zijn lin eair on afhankelijk en (Q2,c.) = (!!2,c.) - (!!2.ei) (Çl, ei) = O.
Normeer Q2, clan ontstaat:

Q2
Ç2 = IQ21 ' dus Ç2 .-L Çl en lç21 = I .

De vect oren Çl, Ç2.!!3, .. ., ilp vormen weer een lin eair-onafhankelijke basis van
u;
3°. Neem :

Q3 = il3 - (!!3 .Ç2) . Ç2 - (!!3 ' ei) . Çl ,

dan is Q3 ~ ~ en Q3 .-L Ç2 en Q3 .L Çl .
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Normeer b3, dan ontst aat:

b3
Ç3 = Ib3\ ' du s Ç3..l Ç2 en Ç3 ..l Çl en IÇ31 = I .

De vectoren çl, Ç2, Ç3, i!,4, . . . , ap vormen weer een lineair-onafhankelijke basis
va n Dp.
Op deze wijze door gaande, onts taat tenslotte een orthonormale basis van D p:
Çl, Ç2, ... , çp.

De werkwij ze om van een gegeven lineair-onafhankelijke basis een or thonormale
basis te mak en, heet het orthogonaliseren va n de basis.
Uit het bovenst aande volgt:
Elke lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte is een euclidische
vectorruimte die een or thonorma le basis bezit.

Voor p ~ 2 kunnen we, door van verschillende basissen van D p uit te gaan,
verschillende orthonormale basissen van Dp doen onts taan .
In het bijzonder heeft elke n-dimensionale euclidisc he vectorruimte E n (n ~ 2)
verschill ende .orthonormale basissen.

Stelling 3.

In een euclidische vectorruimte En wordt het inwendig produkt van twee
vectoren uit de kentanen van deze vectoren ten opzichte van elke orthonormale
basis op dezelfde wijze gevormd.

Bewijs.
Zij Çl, Ç2, .. .,Çn een orthonormale basis van een euclidische vec to rr uimte En .
Zijn i!, en b twee vect oren in En en t. o.v. de orthonorma le basis a = (<X l,<X2,. .. ,<Xn)
en b = (fh,fh . . .,(3n). dan is:

i!, = <XI Çl +<X2Ç2 + .. . +<xnçn
en

b = {31Çl + {32Ç2 + .. . + {3nçn .

Dan is het inwendig produkt van i!, en b:

(a.b) = Oil {31 + 0i 2 {32 + ... +Oi n{3n .

Vergelijken we deze uitdrukking met (2), dan zien we dat het inwendig produkt
(a, b) ten opzichte van de orthonormale basis Çl, Ç2, ... ,Çn op dezelfde wijze
wordt gevormd als ten opzichte van de orthonormale basis !::1 , !::2, ' .. , !::n. De
formule van (i!" b) is dus invariant bij overgang op een andere orthonormale ba­
SIS .

De lengte van vector a = (0i1, 0i2" • • , Oin) is:

lal = Y (OiI 2 + 0i2 2 + . . . + Oin2) •

"\
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Verge lijken we deze uitdrukking met (3), dan zien we dat ook de formule voor
de lengte van een vec tor in een euclidis che vectorruimte En met een or t ho ­
normale basis in variant is bij ov ergan g op een andere orthonormale basis.

Opmerking.
Zijn !'! = (al , !'!2, ... , !'!n) en 12 = (bi ,b2,.. ., bn) twee vectoren in R n en IS !'!
geschreven als een rijvector en 12 als een kolomvector, dan noemen we :

al bi + a2b2 +... + a nb n

het rij-kolom-produkt van!'! en 12, du s:

la,a, a.1 (J) ~ aibi h bd +a.b.

Zijn g en 12 twee vectoren in een euclidische vectorruimte En met een ortho­
nor male basis, dan is blijkbaar het rij-kolom-produkt hetzelfde als het inwendig
produkt van!'! en 12.

Voorbeeld.
In een euclidische vectorruimte E 4 wordt een drie-dimensionale lin eaire deel­
ruim te D3 opgespannen door de lin eair onafhankelijke vectoren :

!'!l = (1 ,0 ,0,-1 ), !'!2 = (0,1,0, -1 ) en !'!3 = (0,0,1 ,-1).

Bepaal een orthonormale ba sis van D3.

Oplossing.
Kies

al I
Çl = -=-- = .12 (I, 0,0, -I) ;

I!'!l l r
I I

122 = !!2 - Ü!2,Çl) . Çl = !'!2 - ,/2 Çl = 2 (-1,2, 0, - I)

b2 I
Ç2 = b = .16 (-1,2,0,-1) ;

1_21 r
. I I I

123 = !'!3 - (!'!3,Ç2) . Ç2 - (!'!3, ÇI) ' Çl = !'!3 - y6 Ç2 - y2 Çl = 3" (-I, -1,3, -I)

123 I
Ç3 = -Ib 1= 2 /3 (-1 ,-1 ,3,-1 ).

_3 ,

Ee n orthonormale basis van D3 is dus:

I I I
y2 (1 ,0,0,-1 ), y6 (-1 ,2,0,-1 ), 2y3 (-1,-1 ,3,-1 ).
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§ 3. Orthogonaal-complementaire deelruimten.

Definitie.
Z ij D p een lineaire deelruimte van een euclidis che vectorruimte En en ~ een vector
l:n En. Als ~ loodrecht staat op elke vector in D p , dan zeggen we: ~ staat loodrecht
op n, en schrij ven: x .L n;
We sluiten hierbij de nu lruimte uit, du s p > O.
Toon aan, dat ~ .L D p dan en slech ts dan als ~ loodrecht staat op alle vectoren
van een ba sis van Dp .

Too n ook aan dat, als ~ .L Dp en ~ =1= g, vector ~ niet in D p ligt .

Zijn D p en D q t wee lineaire cleelruimten van een euclidische vec torru imte en
staat elke vector in D p loodr echt op elke vector in D q , dan staat ook elke vect or
in D q loodrecht op elke vector in Dp. We zeggen dan: D p en D q staan loodrech t
op elkaar en schrijven : n, .L n.,
Merk op: Dp n D q = g .

Stelling.
Is D p een lineaire deelruimte van een euclidische vectorruimte En, dan vormen
alle vectoren in En die loodrecht op Dp staan een (n - p) dimensionale lineaire
deelruimte Dn- p van En.
Elke vector x E E n is éénduidig te schrijven als: x = ~l + ~2 met x. E D p en
~2 E Dn- p .

Bewijs.
Kies een orthonormale bas is Çl, Ç2, . . ., çp van D p en vul deze aan tot een ortho­
norm ale basis Çl,Ç2, . .. , çp, çP+1, . ' .,çn van E n.
Is D n- p de lineaire deelruimte va n En die çP+1, . . ., Çn tot basis heeft en is
y een vector die loodrecht op Dp staat , dan moet en we aa nto nen dat alle
vectoren y Dn- p geheel opvullen .
Stel

Y = À1 Çl + À2Ç2 +... + Àpçp + ÀP+1 çP+1 +... + Ànçn . (I)

Daar y .L Dp, is (y,Çk) = 0, k = 1,2 , .. .,p.
Du s

du s

Hieruit volgt: y = ÀP+1 çp+1 +... + ÀnÇn , waari n de waarden van À geheel
willekeurig zijn.

Elk e vector y E E n die loodrecht op Dp staat, ligt dus in Dn- p en elke vector
y E n,. ; staat loodrecht op Dr .
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Voor elke Y E En is de schrijfwijze (I ) éénduidig.
Stellen we

~l = ÀIÇI + . . . + Àpçp en ~2 = ÀP +lçP+l + . .. + }.nçn,
dan is

Y = ~l + ~2 met ~l E D p en ~2 E Dn - p •

We noemen ~l de loodrechte proj ecti e van y op D p en ~2 de loodrechte proj ecti e
van y op Dn - p •

'vVe noemen n, en Dn - p orthogonaal-complementaire deelruimten ; we zeggen
ook dat D p en D n - p elkaars orthogonale complement zijn.

Voorbeeld.
In een euclidische vectorruimte E4 wordt de lineaire deelruimte D3 opge­
spannen door de lineair onafhankelijke vectoren:

9, = (1,2,0,0) , 12 = (0,1,2, I) en ç = (0,0,1,2) .
Bepaal de loodrechte proj ecti e van ~ = (3, -5,6, -5) op D3 .

Oplossing.
St el Dl is het orthogonale complement van D3, dan is:

x = P + 9 met E E D3 en 9 E Dl ;
E = }.I9, + À212 + }'3Ç = (ÀI, 2ÀI + À2 , 2À2 + À3,À2 + 2}'3) .

Daar x - E = 9 .L D3 is:

(x - E, 9,) = ° of 5ÀI + 2À2 - 'i
(x - E,12) = ° of ÀI + 3À2 + 2À3 = I
(~ - p,ç) = ° of 4À2 + 5À3 = -4.

Hieruit volgt: ÀI = - 3, À2 = 4, À3 = - 4 .
De loodrechte proj ectie van ~ op D3 is dus IJ = (-3, -2,4, -4) .

§ 4. Opgaven.

I . Bepaal voor de euclidische vectorruimte E3 een orthonormale basis YI,Y2, Y3
zo, dat YI en Y2 liggen in de lineaire deelruimte opgespannen door de vectoren
(1 ,1,4) en (0, 1,2) , terwijl YI bovendien ligt in de lineaire deelruimte opge­
spannen door de vectoren (2, 1,0) en (1,3,2) .

1 . 1 1
Antw.: 3 (I, - 2, -2), 3 (2, -1 ,2) en 3 (2,2, -I) .

2. In een euclidische vectorruimte E4 is een lineaire deelruimte D3 opgespannen
door de vectoren (1,1, 1,1 ), (5, - 1,5, -1) en (2,1,-8,1) .
Bepaal voor D3 een orthonormale basis.

I I 1
Antw.: 2 (I , I, I , I ), 2 (I, -I, I, -I) en y'2 (1 ,0, - 1, 0) .
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3. In een euclidische vectorruimte E5 wordt een lin eaire deel ruimte D3 opge­
spannen door de vecto ren (1,2,2 ,0,0), (2,6,2, 1,0) en (4,6, I , -I , I ).
Bepaal voor D 3 een orthonormale basis.

I I I
Antw·:

3
(1,2,2,0,0) , 3(0,2,-2,1,0) en YIO (2,0, - I , - 2, 1) .

4. In een euclidische vectorruimte E 3 wordt een lineaire deelruimte D2 opge­
spannen door de vecto ren (2, -1,0) en (3,0 , I ).
Bepaal de loodrechte proj ectie van (2,0, -4) op D2 •

Antw.: (I, -2,-1) .

5. In een euclidische vectorruimte E 4 wordt een lineaire deelruimte D3 opge­
spannen door de vectoren (1,1,-1,0), (2,1,-1,-1 ) en (- 1,2,0, -3) .
Bepaal de loodrechte projecti e van (3,6, I, -3) op D3 .

Antw.: (2,4, - 2,- 4).
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HOOFDSTUK XVI

LINEAIRE VERGELIJKINGEN

§ I . Niet-homogene lineaire vergelijkingen.

Gegeven is het stelsel van p lineaire vergelijkingen met n onbekenden xi, XZ, • . . ,

all Xl + alZ Xz + + alj Xj + + aln Xn = bI

aZI Xl + azz Xz + + aZj Xj + + aZn xn = bz

(1)

(2)

apl Xj, + apZ Xz +.. . + apj X] + .. . + a pn X n = b p

De getallen bi (i = 1,2 , . . .,p) het en de bekende termen. Zijn de bekende
termen alle 0, dan noemt men het stelsel vergelijkingen homogeen; zijn de
bekende termen niet alle 0, dan heet het ste lsel vergelijkingen niet-homogeen.
We ku nnen ~ = (Xl,XZ , . . • , xn) beschouwen als ·een vector in Rn en
12 = (bI, bz, . .. , bp) als een vecto r in Rp. Door (1 ) wordt dan aan elke vector
~ E R n één vector 12 E R p toegevoegd .
We willen nu alle vectoren ~ E R n bepalen waaraan een gegeven vector 12 E R p
is toegevoegd . We noemen dit het oplossen van het stelsel lineaire vergelijkingen
(1). Elke vector ~ die aan (1) voldoe t heet een oplossingsuector ; de ken tallen
XI,XZ, ... ,Xn van een oplossingsvector vormen een oplossing van (I ).
We zullen eerst de voorwaarden onderzoeken waaronder het stelsel niet­
homogene vergelijkingen oplosbaar is en daarna een manier aangeven om de
oplossingen te bepalen.
Het schema va n de coëfficiënten a ij (i = 1,2 , . .. , p; j = 1,2, ... ,n) :

(
:~: . ::.:.:.:.:-. .:.~ ~)
au aiZ . . . aij . . . ain
...... .. . . .. . ..
a pl a pz . .. a pj . . . a pn

bestaande uit p rijen en n kolommen, noemt men een matrix; aij is het getal of
het element uit de itle rij en de jd e kolom . We noemen (2) de matrix die bij het
ste lsel vergelijkingen (1 ) behoort.
Elke r ij best aat uit n getallen . Aan elke rij kunnen we du s een vector toe-
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vo egen waarvan die n getallen de kentallen zijn ; dat is dus wee r een vector uit
een n-dimension ale ve ctorru imte Rn. Zo kunnen we aan de ide rij de vector:

to evoegen. We noemen deze vector de ide rij vector.
Evenz o kunnen we aan elke kolom (die uit p getallen best aat) een vector uit
een p-dimensionale vectorruimte Rp toevo egen. De vector:

(alj, aZj , . .. , apj)
heet de jde kolomvector.
Voegen we aan de bekende t ermen bi ,bz, . . ., b p de vector (bi , bz, . .. , b p) toe,
dan is het ste lsel vergelijkingen (I) t e schrijven als :

x, c:) + Xz (~~) + ... + x j (~::') + ... + Xn (~::) ~ (~') (3)

la pl apZ a pJ a pn \bp

Stellen we g, = (alj, aZj, .. ., apj) (j = 1,2, .. .. , n) en 12 = (bi.bs. ... ,bp),
dan is het ste lsel vergelijkingen (I ) t e schrijven als:

Xl!!l + XZ!! Z + ... + Xj!! j + ... + x na n = 12 . (4)
Het st elsel vergelijkingen (I) is nu omgezet in de vectorvergelijking (4.)
Hi eruit volgt dat het st elsel vergelijkingen (I) dan en slechts dan oplosbaar is,
al s 12 lineair afhankelijk is van de kolomvect oren !!l, az, . . .,!!n van de mat rix (2).

H

2.

D

D
h,
L:

Voorbeelden.
1. Gegeven de vergelijkingen:

4Xl + Xz - 2X3 = 2
2Xl + 5X2 + 3X3 = 4.

We kunnen deze vergelijkingen als volgt schrijven :

dan is het ste lsel ve rgelijkingen te schr ijven als :

Xlal + Xzaz + X3u3 = 12 .
De vectoren ai.uZ, as en 12 zijn vectoren in I~z.

'Ne kiezen een willekeurige wa arde voor de onbekende xi .
Daar !!Z en U3 een lin eair-onafhankelijk stelsel vormen , vormen ze een lineair­
onafhankelijke basis in Rz.
De vector 12 - x, al kan dus op één en slechts één manier een lin eaire combinat ie
van uZen a3 zijn. Bij elke waarde van Xl vinden we dus één ste l waarden voo r
Xz en X3 zó dat:

Noemen we

xi . (~) + X2 . (~) + X3 . (-;2) = (~) .

(~) = a l, (~) = az, ( -;2) = a3 en (~) = 12 ,
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12 - Xlal = X2 a2 + X32,3 .

Het gegeven stel vergelij kingen heeft dus oneindig veel oplossinge n.

2. Gegeven de vergelijkinge n :
2XI = bi

xi + 3X2 = b2
3XI + 2X2 = b3

Dit stelsel verge lijkinge n is als volgt te schrijven :

De vectoren al = (2, 1, 3) en 2,2 = (0,3 ,2) in R3 vo rmen een lineair- onaf­
hankelijk stelsel. Ze spa nnen dus een lineaire deelruimte D2 van R3 op .
Ligt nu de vect or 12 = (bi , b2,b3) niet in D2, dan is 12 niet lineair afhankelijk van
al en a2. Het stelsel vergelijkingen heeft dan geen oplossing .
Ligt 12 wel in D2, dan is 12 op één en slechts één man ier lin eair uit t e drukken in
2,1 en a2, die een lineair-onafhankelijk e basis van D2 vormen. Het ste lsel verge­
lijkingen heeft dan één oplossing .
In het algemee n zijn de n vect oren ui t (4):

(5)

vectoren uit een p-dime nsiona le vectorruimte R p (elk e vect or heeft immers p
kentallen). We veronderst ellen dat het maximum aantal vectoren van (5) dat
een lin eair- onafhankelijk ste lsel vormt, gelijk is aan k. De vectoren (5) spannen
da n een deelruimte D k van Rp op .
E r zijn nu tw ee mogelijkheden :
1°. 12 ligt in D k , dus 12 is lin eair afhankelijk van de vectoren (5). In dit geval is
het ste lsel (I) oplosbaar. De vectoren:

(6)

spannen dan dezelfde deelruimte D k op als de vectoren (5). Het maximum
aa n tal vect oren van (6) dat een lin eair-onafhankelijk st elsel vormt, is dan ook
gelij k aan k.
2°. 12 ligt niet in D k , dus 12 is lin eair onafha nkelijk van de vectoren (5). Het
ste lsel (I ) is du s onop losbaa r. Het maximum aa ntal vectoren van (6) dat een
lineair-onafhankelijk ste lsel vo rmt, is nu gelij k aan k + I.
Uit het bovenstaande vo lgt, dat het ste lsel (I ) dan en slechts dan oplosbaar is,
als het maximum aantal vectoren dat een lineair-onafhankelijk st elsel vormt
van (5) en van (6) het zelfde is.
Komen in een matrix hoogstens k kolomvect oren voor die een lineaire-onaf­
ha nkelijk stelsel vormen, dan zegge n we dat de rallg Vll n de matrix gelijk is
aa n k.
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Definitie.

De rang van een matrix is gelijk aan het maximale aantal lineair onafhankelijke
kolomvectoren .
De rang van een matrix is du s gelijk aan de dim ensie van de deelruimte die
door de kolomvect oren wordt opgespannen.
Behalve de matrix (2) beschouwen we ook de matrix:

"\

(

v

I
(.

vectoren in R n , dan is het maximum aantal linea ir-onafhankelijke vectoren van
( I) hetzelfde als van:

We noemen deze de aangevuld e matrix die bij het ste lsel (I) behoort.
Is de rang van de matrix (2) gelijk aan k, dan is de rang van de aangevulde
matrix (7) gelijk aan k of k + I.
Uit het vorenstaande volgt :
Het st elsel (I) van p niet -homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden
is oplo sbaar als de rang van de aangevulde matrix (7) gelijk is aan de rang va n
de matrix (2) en onoplosbaar als de rang van de aangevulde matrix (7) één
hoger is dan de rang van de matrix (2).

(

all al2 aln bI)
aZI azz aZ n bz

· .· .
· .

apl apz a pn b p

§ 2. Het bepalen van de rang van een matrix

Stelling 1.
Zijn

g,l, 9.2, .. 0 ' ilk, · . 0 J gl, · . " g p

(7)

( I)

\

P.
k
\
s
\
I

S
I­
1
2
a
3
4

en eveneens hetzelfde als van:

!!l, !!2, ' . . , !!k + À!!l, . . . , !!l, . . . , !!p . (3)

!!l, !!Z, . . . , À!!k. .. . , !!l,· . . ,!!p (À "* 0) (2)
d
Z
ri
f.

Bewijs.
De vectoren (I) spa nnen een deelru imte D varr R; op met (I) als basis. Is
~ E D, dan is:

~ = ÀI!! l + Àz!!z + .. . + Àk!!k + ... + Àp!!p. (4)
Hieru it volgt :

Àk
~ = ÀI!!l + }.z!.!z +... +T (J'!!k) + ... + Àp!!p . (5)

Omgekeerd volgt uit (5) weer (4). Dus (2) is ook een basis van D .

n
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Verder volgt uit (4):

~ = Àl~!l + À2 g 2 +... + Àk(gk + Àg l ) +... + (J'l - }.k À)gl + ... + Àp g p .

Omgekeerd volgt uit deze laatste betrekking weer (4). Dus (3) is ook een basis
van D.
Het maximum aantal lineair onafhankelijk vectoren van (I ), va n (2) en van
(3) is de dimensie van D ; deze aant allen zijn dus gelijk.

\Ve bescho uwen de matrix :

(

a ll a12 aln )
a2l a22 a2n· .· .

· .
a pl . . .. a pn

Als de ra ng va n deze mat rix gelijk is aan k, dan is k het maximum aa ntal
kolomvect oren dat een lineair-onafhankelijk ste lsel vormt.
We noemen r het maxim um aantal rijvectoren dat een lineair-onafhankelijk
ste lsel vormt.
We bewijzen nu : r = k.
Daartoe bewijzen we eerst de volgende ste llingen :

StelIing 2.
Het getal r verandert niet, als we:
1°. Alle elementen van een rij met ). (:;t: 0) vermenigvuldigen;
2°. Bij de elementen van een rij À maal de overeenkomstige elementen van een
andere rij optellen;
3°. Een rij waarvan alle elementen nul zijn, weglaten;
4°. Twee rijen verwisselen.

Noemen we de rijvec to ren van (6) resp.

dan volgt I° en 2° onmiddellijk uit stelling 1.
Zijn alle elemente n van een r ij 0, dan is deze rij afh ankelijk van de overige
rijen. Laten we deze rij weg, dan verandert r du s niet .
Het is onmiddellijk duidelijk dat r eveneens onveranderd blijft, als we tw ee
rijen verwisselen .

StelIing 3.
Het getal k verandert niet, als we op de rijen één van de bewerkingen uit stelling
2 toepassen.
Gemaksha lve vermenigv uldigen we alle elemente n van de eerste rij met ). (:;t: 0)
en tellen we bij de elementen va n de tw eede rij À maal de overeenkomst ige
elemente n van de eerste r ij op. We krijgen dan de volgende matrices :
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Veronderstel dat een kolomvector in (6), neem weer gemakshalve de eerste,
lineair afhankelijk is van de overige. Er bestaan dan getallen À2 , Àa,... , Àn

zó dat :

(

).all Àa12 . . . Àaln)
a~l a~2 . . . a~n (7)
.. ... .

apl a p2 ... a pn
(

all a12. . . aln )
a2l tÀall a22 tÀa12 ... a2nrÀaln

apl a p2 a pn

(8)

I
2
3
a
4

C)~ A, e~) +A,e:) +... +A"C::)
apl a p2 apa a pn

Dan is voor dezelfde getallen À2 , },a, . .. , Àn :

en

(

Àall) (}.a12) (Àa
la)

a~l = }.2 a~2 + Àa a~a
. . .. . .

apl ap2/ . apa'

+ . ..
(

Àaln)
+ Àn a~n

a pn

(9)

(10)

V
5'
d,

N
D
6'

ni
dl
m

(I I)
(

all ) ( a12) ( aln )a2l t ).all = }.2 a22 t }.a12 +... + }on a2n t }.aln

apl a p2 a pn

Omgekeerd volgt (9) uit (10) en ook uit (I I ) .
Hieruit volgt dat de ove reen komstige kolomvect or in (6), (7) en (8) öf lineair
afhankelijk öf lineair onaf ha nkelijk is van de overige kolomvectoren . Het
getal k is du s in (6), (7) en (8) het zelfde.

Stelling 4.
Het getal k verandert niet, als we op de kolommen van de matrix soortgelijke
bewerkingen toepassen als op de rijen worden toegepast in stelling 2.
Het bewijs komt ove reen met da t van ste lling 2.

Stelling 5.
Het getal r verandert niet, als we op de kolommen de bewerkingen van stelling
4 toepassen.
Het bewijs verloopt als dat van stelling 3.
N u bewijzen we dat k = r.

Met behulp van bovenstaande ste llinge n ku nnen we, zonder dat kof r verandert,
matrix (6) als volgt vereenvo udigen:
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1°. Elke kolom en elke rij die ui tslui tend uit null en bestaat , wordt weggelaten.
2°. Zo nodig worden de rijen zo verwisseld dat all i= 0.
3°. De elementen van de eers te rij worden door all gedeeld ; dan is de nieuwe
all = I.
4°. De elemen ten van de tweede rij worde n verminderd met aZI maal de over­
eenkomstige elemente n va n de eers te rij; dan is de nieuwe aZI = 0. Op soort­
gelijke wijze worden de nieuwe a31, a41,. . ., apl gelijk aan nul gemaakt. De eerste
kolom is nu:

(1,0,0, . . .,0) .

We zeggen dat de eerste kolom met behulp van de eers te rij is schoongeveegd.
5°. Indien er nu een rij is ontstaan die uitslui te nd ui t nullen best aat , da n wordt
deze weggela te n .
Nadat de eerste kolom is schoo ngeveegd, gaan we de tweede kolom schoonvegen.
Dit gebe ur t als volgt :
6°. Zo nodig verwisselen we de tweede kolom met een volgende kolom zodat
aZ2 =ft 0. Daarna delen we de elementen van de tweede rij door aZZ , waarna de
nieuwe aZZ = I is. Tenslotte verminderen we de elementen va n de eers te, de
derde t.m. de laatst e rij resp. met ais. a3Z, enz. maal de overeenkomstige ele­
menten van de tweede rij. Door deze bewerkingen is de tw eede kolom nu:

(0,1,0, . .. ,0) .

Op deze wijze voortgaande kr ijgen we t enslotte een matrix van de gedaante :

(

1 °0 ObI, q+l bIn)
o I 0 0 bz, q+l bzn (12)

°°0 1 b q, q+l b qn

waarvan, onda nks alle bewerkingen, het maximum aantal kolomvectoren dat
een lineair-onafhankelijk st elsel vormt, gelijk is aan k van matrix (6), terwijl ook
het maximum aantal rijvectoren dat een lineair-onafhankelijk stelsel vormt,
gelijk is aan r van (6).
Van matrix (12) is het maximum aantal rijvecto ren en ook het maximum aantal
kolomvect oren , dat een lineair-onafhankelijk ste lsel vormt gelijk aan q. Hieruit
volgt dat voor matrix (6) geldt: q = k = r.
De rang van een matrix is dus niet alleen gelijk aan het maximum aantal
kolomvectoren dat een lineair-onafhankelijk st elsel vormt, maar ook gelijk aan
het maximum aantal rijvectoren dat een lineair-on afhankelijk stelsel vormt.

Opmerking.
In het voorgaande is de rang van de matrix bepaald door de kolommen schoon
te vegen; men kan volgens het bovenstaande de rang ook bepalen door de rijen
schoon te vegen.
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Voorbeeld. §

Bepaal de rang van de matrix : 1

(I
-I 2

-~)
SJ

0 I 0 i s

-2 3 -2 E

I - I 3 li
I
ti

Oplossing. 2

(I
- I 2 1

-~) (~
-I - I 1

- ~)
e

0 I 0 0 I 0 v
Cf)

-2 3 -2
Cf)

- 2 2 -2 -2 3

I -I 3 1 - 3 3 - I g
4

1 Il P.
n

(~
- I -I 1 -!) (~

- I -I 1

~:)
d

0 I 0 0 I 0 v
Cf)

0 4 - 4
Cf)

0 I - I
Cf)

v

0 - 4 4 -4 0 -I 1 -I n

III IV v
s

(~
- I 0 0

-r) a
- I 0 0

- 2)
\

0 0 I 0 0 I o . ,
Cf)

0 I - I
Cf)

0 1 -I 1

0 0 0 VI I

V

Verklaring.
Il is verkregen door de eerste kolom va n I schoon te vegen met behulp van (

de tweede rij . I

III is verkregen door de tweede kolom van Il schoon te vegen met behulp van
de eers te rij .

IV is verkregen door de derde en vierde rij van I II door 4 te de len .

V is verkregen door de derde kolom van IV schoon te vegen met behulp van de
derde rij .

VI is verkregen door de laatst e r ij van V weg te laten.

Uit VI zien we dat de matrix dri e rijen (en dus ook drie kolommen) heeft die
een lineair- onafhankelijk ste lsel vormen . De rang van de matrix is du s 3.
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§ 3. Het oplossen van niet-homogene lineaire vergelijkingen.

Twee ste lsels vergelijkingen zijn gelijkwaardig als beide st elsels dezelfde oplos­
singe n bezitten, d.w.z. dat een oplossing van het ene ste lsel ook een oplossing
is van het andere st elsel en omgekeerd .
Een ste lsel lineaire vergelijkingen gaat over in een ander ste lsel lineaire verge­
lijkingen dat gelijkwaardig is met het eerste , als men:
1°. Eén der vergelijkingen verva ngt door de vergelijking die onts taat door alle
t ermen met een getal A#-O te vermenigvuldigen ;
2°. E én der vergelijkingen vervangt door de vergelijking die ontstaat door bij
elke term van die vergelijking ). maal de overeenkomstige term van een andere
vergelijking op te stellen;
3°. Een vergelijking weglaat waarvan alle coëfficiën te n en de bekende term
gelijk aan nul zijn;
4°. Twee vergelijkingen verwisselt .
Als we dus van een ste lsel lineaire vergelijkingen de rang va n de bijbehorende
mat rix bepalen door de kolommen schoon te vegen met rijen (zie § 2 ste lling 2),
dan herleiden we de matrix tot een andere, die behoort bij een stelsel lineaire
vergelijkingen dat gelijkwaardig is met het oorspronkelijk e. Zodoende kun nen
we, na de matrix en de aangevulde matrix voldoende vereenvoudigd te hebben ,
niet alleen cons tateren of het ste lsel oplosbaar is, maar bovendien met behulp
van het eenvo udige geiijkwaardige ste lsel vergelijkingen de eve ntuele oplos ­
singe n bepalen.
We lichten dit met enkele voorbeelden toe.

Voorbeeld 1.
Los op: Xl + X2 + 2X3 + X4 = 2

xi + 5X2 + 4X3 + 3X4 = 6
-2XI + IOX2 + 3X3 + 4X4 = 8

3XI + 7X2 + 8X3 + 5X4 = 10.

o
o

- I

I 2
2 I

12 7
2 I(~1~) o:

- I 0
o 1

- 2 0(~-~)
-2

o

I 2 I
422

12 7 6
422

-I
1

-I
o

j)
-3 0

2 I
- 2 0

o 0

I 2 I :
543

10 3 4
785

Oplossing.
De matrix en de aan gevulde matrix zijn :
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Om de matrix te vereenvoudigen is achtereenvolgens de eerste kolom schoon­
geveegd met de eers te rij, de tw eed e en tegelijk de vierde rij met t ve rmenig­
vuldigd, de derde kolom schoongeveegd met de tweede rij , de vierde rij weg­
gela te n en t egelijk de vierde kolom scho ongeveegd met de de rde rij.
Het blijkt dat de matrix en ook de aangevulde matrix de rang = 3 hebben.
Het ste lsel is dus oplosbaar.
Om de op loss ing te bep alen , schrijven we het ste lsel ve rge lijkingen uit, waarbij
de laatste matrix behoort en dat gelijkwaardig is me t het oorspronkelijke
ste lsel, nl.:

I
S
1\
o

Xj - X2 = °
X3 = °

- 2X2 - X4 = -2 .

Daar de matrix de rang 3 heeft en het aant al onbekenden 4 is, heeft het ste lse l
oneindig veel oplossingen. We kunnen 4 - 3 = I geschikt gekozen onbe kenden
een willek eurige waarde geven. Dat we niet elk e onbekende een willek eurige
waarde kunnen geven, blijkt uit de tweede vergelijking ; immers hieruit volgt :
X3 = 0. Ste llen we Xl = À, dan is X2 = À en X4 = 2 - 2À.
Besch ouwen we de getallen xi, X2. X3 en X4 als de kentall en van een vector in R4.
dan is een vectorvoorstelling van de oplossing, of dan zijn de op lossingsvectore n :

~ = (Xl.X2,X3,X4) = (À.}.,0,2 - 2À) = (0,0,0,2) + À (I, 1, 0, - 2).

v:

U
rr
h

v

Opmerkingen.
1. Deze vectoren (de zgn. opl ossingsvectoren ) vo rme n gee n lineaire vec to r­
ruimte.

2. Als van de vierde vergelijking de bekende term =F 10, dan is van de matrix
de rang = 3 en van de aangevulde matrix de rang = 4. Het stelsel vergelijkin­
gen heeft dan geen oplossing.

V
4
V
I S

Voorbeeld 2.
Los voor verschillende waarden van a het volgende ste lse l vergelijkingen op:

Xl - X2 + 2X3 + X4 = I
Xl + (a - I) X2 + 2X3 + X4 = a

2Xl - 2X2 + (a + 3)X3 + 2X4 = 3a - I
- 3Xl + 3X2 - 6X3 + (a - 4)X4 = 2a - S .

Oplossing.
De mat rix en de aangevulde matrix zijn:

en

of

I )a- I
3a-3 .

2a-2

I
o

°a- I

- I 2
a 0
°a-I

° °(~I )a
3a-1
2a-S

I
I
2

a-4
(

I -I 2
I a- I 2
2 -2 a +3

- 3 3 -6
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De eerste kolom is met de eerst e rij schoongeveegd.
St el a -=F 0 en a -=F I .
Na deling van de tw eede rij door a en de derde en de vierde rij door a ­
ontstaat:

(

I -1 2 1 : 1 )

o 100: a - 1
. a

o 010 :3
o 001:2

Cf) (: ~ : : a ~6~a+ 1) .
o 0 I 0 : 3
o 0 0 I : 2

De tw eede kolom is met de tw eede rij, de derde kolom met de derde rij en de
vierde kolom met de vierde rij schoo ngeveegd.
Uit de laatste matrix blijkt dat de rang van de matrix en van de aangevulde
matrix gelijk is aan 4. Voor a -=F 0 en -=F I is het stelsel dus oplosbaar. Er
blijkt één opl ossing te zijn, nl.:

6a + 1 a - I
Xl = - --- , X2 = --- , X3 = 3 en X4 = 2 .

a a

Voor a = 0 en voor a = I wordt de tw eede matrix respectievelijk:

(

1 - 1 2 I: I) (1-121:1)o 0 0 0:-1 0 100 :0
o 0 -1 0: -3 en 0 0 0 0 : 0
o 0 0 -I : -2 0 0 0 0 : 0

Voor a = 0 is van de matrix de rang 3, terwijl de aangevulde matrix de rang
4 heeft. Het ste lsel heeft dus geen op lossing .
Voor a = I hebben de matrix en de aangevulde matrix de rang 2. H et stelsel
is du s oplosbaar. Er zijn oneindig veel oplo ssingen, nl. de oplossingen van het
gelijkwaardige st elsel:

Xl - X2 + 2X3 + X4 = I
X2 = 0

\Ve kunnen aan 4 - 2 geschikt gekozen onbekenden een willekeurige waarde
geven, terwijl X2 = O. Zij X3 = ).. en X4 = /1, dan is Xl = 1 - 2).. - /1.
Beschouwen we de getallen xi, X2, x3 en X4 als de kentallen van een vector in R4,
dan is een vectorvoorstelling van de oplossing:

~ = (Xl,X2, X3, X4) = (I - 2).. - /1,0, )..,/1) ,
of :
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§ 4. Homogene lineaire vergelijkingen.

Gegeven is het stelsel van p homogene lineaire vergelijkingen met nonbekenden
XI,X2, ... ,Xn:

all xi + al2 X2 + ... + aln Xn = 0
a21 Xl + a22 X2 +. . . + a2n Xn = 0

(I)

v

aplXI + ap2X2 + .. . + apnxn = O.

De bijbehorende matrix van het stelsel is:

(

a ll al2 aln)
a21 a22 a2n

. . .

. . .
apl a p2 apn

(2)

D
gl
U
kl
K

We veronderstellen dat de rang van de matrix gelijk is aan q. Noemen we de
kolomvectoren van de matrix:

d:

dan is (I) te schrijven als:

XI!!l + X2!!2 + ... + Xn!!n = Q.

(3)

(4)

Er zijn nu twee gevallen te onderscheiden:

1°. q = n .
De kolomvectoren (3) vormen een lineair-onafhankelijk stelsel, zodat aan (4),
dus aan (I), alleen x, = X2 = . .. = Xn = 0 voldoet.
Aan het stelsel homogene lineaire ve rge lijkingen voldoet dus alleen de nul­
oplossing.

2°. q < n.
De kolomvectoren (3) vormen een lineair-afhan kelijk stelsel, zodat aan (4) ook
voldaan wordt voor xi, X2, ... , Xn niet alle = O.
We bewijzen nu de vo lgende stelling:

Stelling.
De oplossingsvectoren van een stelsel homogene lineaire vergelijkingen met
n onbekenden vormen een (n - q) dimensionale lineaire deelruimte van Rn,

waarin q de rang van de matrix van het stelsel is.

Bewijs.
We ne me n aan dat de rang van de ma trix (2) van het stelsel (I) gelijk is aan q.
H et maximum aantal lin eair onafhankelijke kolomvectoren van (2) is dus gelijk
aan q ; we nem en aan dat dit de eers te q kolomvector en zijn.

A

Zl

VI

V
1.
a:

B
h

o
V
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Volgens de methode van § 2 ste lling 5 kunnen we de matrix (2) herleiden tot :

(

I 00 .. . 0 bl,q+l bIn)
? ~ ? .? ? 2, q+l ? 2n (5)
. .. . . .. .. .. .
o 0 0 I b q.q+l .. . b qn

Deze matrix , die ook de rang q heeft , behoort bij een stelsel vergelijkingen dat
gelijkwaardig is met (I ).
Uit (5) blijkt, dat de n - q onbekenden Xq+l, Xq +2, . .. , Xn willekeurig gekozen
kunnen worden en dat de overige onbekenden dan ondubbelzinnig bepaald zijn.
Kiezen we achtereenvolgens:

Xq +k = - I, Xq +l = Xq+2 = .. . = Xq +k-l = Xq +k+l = . .. = Xn = 0,
k=I,2, . . .,n-q,

dan zijn (n - q) lineair onafh ankelijk oplossingsvectoren van (I):

YI = (bI, q+l, be, q+l, , b q,q+l, - I, 0, , 0)
Y2 = (bi , q+2. b2,q+2, , b q,q+2, 0, - I , 0)

Yn-q = (bI n , b2n, ... , b qn, 0, 0, . . ., -I ).

Alle vec to ren 2:[ van de gedaante:

2:[ = J'l YI + A2Y2 + .. . + An- qYn -q

zijn op lossingsvecto ren va n (I ). Omgekeerd volgt uit (5) dat elke oplossings­
vector van (I) lineair afha nkelijk is van YI , Y2, . . .. Yn-q .
De oplossingsvectoren van (I ) vormen du s een (n - q) dimensionale lineair e
dee lruimte van R n. We noemen deze deelruimte de oplossingsruimie van het ge­
geven ste lsel lineaire vergelijkingen.

Voorbeelden.
1. De kentallen Xl,X2. X3 en X4 van een vector 2:[ = (Xl.X2, X3, X4) uit R4 voldoen
aan:

a2XI- 4X2 + 2X3 +2X4 = 0
a Xl - 2X2 + X3 + X4 = 0

Xl + 2X2 + aX3 = 0
x, + X3 + X4 = 0 .

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie en een lineair-onaf­
hankelijk e basis van de lineaire deelruimte der oplossingsveetoren.

Oplossing.
We herleiden de matrix van het ste lsel als volgt :
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(

a z -4 22)
a -2 I 1

1 2 a °
1 ° 1 I

(

a z - 2-4°0)
a- I -2 °°

I 2 a °
1 ° I I,

Cf)

(

a z - 2a °°0)
a - I -2 °°

a °a °°1 I

Ee rst is de vierde kolom met de vierde rij schoongeveegd en daarna is de tweede
kolom met de tweede rij schoongeveegd.
Voor a =1= 2 en a =F °bl ijkt de matrix de ran g 4 te hebben; in di t geval voldoet
du s alleen de nuloplossing.
Voor a = 2 is de matrix:

(I-2°0)
2 020
1 0 1 1

De ran g van de matrix is 3. De oplo ssingsruimte is dus een ééndimensionale
lineaire deelruimte van H.4 .

St ellen we Xl = 2}., dan is Xz = }., Xs = -}. en X4 = -}..
De lineaire deelruimte bestaat du s uit de vectoren ~ = }'(2, I, - I , - I) en
hiervan is (2, I, - I, - I) een basis.
Voor a = °is de matrix:

(
- I -200)

1 °1 1
De ran g van de matrix is 2. De oplossingsru imte is du s een tweedimensionale
lineaire deelruimte van R4 .

Ste llen we Xl = 2}. en Xs = {-l , dan is Xz = -}. en X4 = - 2). - {-l.
De lineaire deelruimte der oplossingsvectoren best aat du s uit de vectoren :

~ = }.(2,-1 ,0,-2) + {-l (0,0, 1, - 1) ;

hiervan is (2, -1 ,0, -2) en (0,0,1 , -I) een lineair-onafhankelijke basis.

2. In R5 zijn twee lineaire deelruimten U en V gegeven, die best aan uit de
vectoren ~ = (Xl, Xz, XS, X4, X5) , waarvoor geldt:

St
Dl
D<
Or
EE

V
Ee

(-
De

{

X l + 2xz = 0
U : Xz - Xs + X4 - X5 = 0 V:

{

Xl Xz - Xs _ X4 : ~

Xj, - Xz - X4 + X5 = °.
Bepaal van U en V de doorsnede U Î\ Ven de verbinding U + V. Bepaal tevens
de dimensie en een lineair-onafhankelijke bais van U Î\ V en van U + V.

Oplossing.
Is ~ = (Xl, xs, XS, X4, X5) een vector van U Î\ V, dan voldoen de kentallen van ~

aan de bovenstaande vijf vergelijkingen. De oplossing van deze vergelijkingen
vinden we als volgt:

0 11;

Me



2 °
I -1

° -I

1 °
-I °
° 1° -I° -I

1 °° 1

°I
°-I

- I

2
2

°- I
-2
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2 1
1 -I

° -I

1 °
-I 1

° °° - I

° °1 0

°1
°-I

-I

4
2

-2
-I

-~)
-I)-1

1 .

°
St ellen we X s = 4À, dan is X4 = }" Xa = - 2À, X2 = À en xi = - 2À.
Du s is U n V:~ = À (- 2,1, - 2,1,4).
De dim ensie van U n V is du s I en (- 2, I, - 2, 1,4) is een basis.
Om U + V te vinden bepalen we eerst een vectorvoorst elling van U en van V.
Een vect orvoorstelling van U is:

~ = Àl (- 2, I, 1,0,0) + Àd2, - 1,0, 1,0) + Àa (- 2,1,0 ,0, I ) .

De dimensie van U is gelijk aan 3.
Een vectorvoorst elling van V is :

~ = fll (2,1,2, 1,0) + fl 2 (- 1,0, - 1,0,1) .

V heeft de dimensi e 2.
Een ba sis van U + V is du s:

(-2,1,1,0,0), (2, -1,0,1,0), (-2,1,0,0, I), (2,1,2,1,0) en (-1,0, -1,0, I).

De dim ensie en een lineair-onafhankelijk e basis vinden we als volgt:

(

- 2
2

- 2
2

-I

(
-~

N °
4

- I

1
- I

1
I

°
1

°°°°

I °° 1

° °2 I

-I °
° -1
1 1

° 1

° °° 1

I 1 °° 1 1° -1 °° 1 1° -I °
1 0-1

° 1 I
001

° ° °OOI

Hieruit blijkt dat de dimensie van U + V gelijk is aan 4 en dat een lineair­
ona fha nkelijke basis is:

(0,1,0, - 1,0) , (0,0 ,1,1 ,0), (0,0,0, I, I) en (1,0,0,0,0).

Merk op: dim . (U n V) + dim. (U + V) = dim. U + dim. V.
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3. Gegeven zijn de vectoren: ij, = (2, I, - 3, - I). 12 = (3,2, - 1,2), ç = (1 ,2,3 , I)
en d = (2,2, - 2, p) en de twee lineaire deelruimten :

U : x = }.l a + }.212 ; V: x = ftl Ç +ft2 d .

Bepaal voor verschillende waarden va n p de doorsnede U n V en de verbinding
U + V, alsmede van beide de dim ensie en een lineair- onafh ankelijke basis.

§ ~

ge

W
n
ge

(0,1 ,7,7), (-1,0,5,4) en (0,0,-6, -9) .

Om U n V te bepalen, zoeken we alle vectoren ~ = (XI ,X2, X3,X4), waarvan de
kentallen voldo en aan:

Voor p -=F - 3 is du s U + V de gehele R4 ; voo r p = - 3 is de dimensie van
U + V gelijk aan 3, terwijl een lineair- onafhankelijke basis is:

Oplossing.
De dim ensie van U en V zijn beide gelijk aan 2 ; de som van de' dim ensies van
U n V en U + V is du s gelijk aan 4.
Een basis van U + V is: a , 12, c en d. De dimensie en een lineair-onafhankelijke
basis vinden we als volgt: se

Zi.

all
zij

en

Be
Dé
op
St l

~ )'-9
p-6

7
5

-6
- 6

-I ) 1 ° 1
4 -I °
3 Cf) 00

p+2 ( 00
-I) ( 21-3

2 -I ° 5
1 Cf) - 3 ° 9

P - 2 ° 4
(

2 I -3
3 2 -I
123
2 2 -2

Eliminatie van ÀI en À2 uit (6) geeft:

5XI - 7X2 + X3 = °
7X2 + 4X3 - 5x.j = °.

Substitueren we hierin de waarden van xi, X2, X3 en X4 uit (7), da n krijgen we:

ftl + ft2 = °
21ftl + (6 - 5p)ft2 = 0 .

Is P -=1= - 3, dan voldoen alleen ftl = ft2 = 0; de doorsnede U n V is dan de
nulruimte, die slechts de vector Q bevat.
De dimensie van de doorsnede is dan 0.
Voor p = - 3 is ftl + ft2 = 0, de doorsnede U r, V best aat du s uit de vec toren :

~ = ft (-1,0,5,4) .

De dimensie van de doorsnede is dus I en een basis is (- 1,0,5,4) .

Xl = 2ih + 3À2

X2 = ÀI + 2À2

X3 = -3À I - À2 (6)

X4 = - ÀI + 2À2

en

xi = ftl + 2ft2

X2 = 2ftl + 2 ft2

X3 = 3ftl - 2ft2

X4 = ftl + Pft2

(7)
da

eer
(3)
Hi
w,
Ui
do:
tel

§ 6

1. :
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§ 5. Verband tussen de oplossingen van een stelsel niet-homogene lineaire ver­
gelijkingen en van het daarbij behorende stelselhomogene lineaire vergelijkingen.

We bescho uwen het ste lsel van p niet -homogene lineaire vergelijk ingen met
n onbekenden en het daarbij behorend ste lsel van p homogene lineaire ver­
gelijkingen met nonbekenden :

en

Stelling.
Zijn

n

~ aklxl = b k ,
1-1

n

~ a kl XI = 0 ,
I ~l

k = 1,2, . .. ,p

k = 1, 2, ... ,p.

(I)

(2)

Y = A1Yl + A2Y2 + ... + An -qYn-q (3)

alle oplossingsvectoren van (2) en is .lS; = ti één oplossingsveetor van (I), dan
zijn alle oplossingsveetoren van (I) :

.lS; = ti + Ä1 Yl + ).2Y2 + . .. + An - qYn- q. (4)

Bewijs.
Daar de vect oren Y van (3) oplossingsvectoren zijn van (2) en .lS; = ti één
oplossingsvec to r is van (I ), zijn alle vect oren x van (4) oplossingsvecto ren van (I).
Ste l dat (I) nog een andere oplossingsvecto r y had, dus:

y :;6:ti +,ulY l + ,u2 Y2 + ... + ,un-q Yn-q,
dan zou :

.lS; - y :;6: (Al - ,ul) Yi + (A2 - ,u2) Y2 + . .. + (An- q - ,un-q ) Yn-q

een oplossingsvector zijn van (2). Dit is in st rijd met onze veronderst elling dat
(3) de volledige oplossing is van (2).
Hieruit volgt da t (4) de volledige oplossing is van (I ).
We noemen .lS; = ti wel een par#cu liere oplossing va n (I ).

Uit bovenstaande ste lling volgt, da t we de algemene oplossing van (I ) krij gen
door bij de volledige op lossing van (2) een pa rtic uliere oplossing van (I) op te
tellen.

§ 6. Opgaven.

I. Los voor verschillende waarden van a het volgende ste lsel vergelijkingen op :

2Xl - X2 - 2xa + X4 = 3
Xl - a X2 - (a + 2) Xa + X4 = I
Xj - X2 - 3xa + X4 = I

4Xl + (a - I) X2 + 4axa + X4 = 8 .
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Antw. : a = 0, strijdig; a = I , ~ = (2, 1,0,0) +).( I, 4, - 1,0) ;

6a - I I I I - a
a =1= ° en a =1= I, Xl = - 3-- ' X2 = - -3 a, X3 = - a, X4 = -- .

a 3 a

2. Los voor verschillende waarden va n a en b het volgende stelsel vergelijkingen
op:

x, + X2 + X3 + X4 = I
Xl + bX2 + X3 + X4 = a
xi + aX2 + X3 + bX4 = I

X2 + bX3 = I .

Antw.: b = I, a =1= I of b = 0, a =1= °st rijdig;
b = I, a = I , ~ = (0,0,1 ,0) + )'(1,0, 0, - 1) +,u(O,I , -I ,O) ;

b3 + a2b - ab - - 2b2 + 2b - a a - I
b =l=O,b =l=I,XI = b(b -I)2 ,x2=b _ I'

-a +b (a_I ) 2
X3 = b (b _ I) ' X4 = - b - I ;

a = b = 0, ~ = (0,1,1 , - I) + )'(1,0,- 1,0) .

3. In R5 zijn twee lineair e deelruimten U en V gegeven, die bestaan ui t de
vect oren ~ = (Xl, X2, X3, X4, X5) waarvoor geldt:

{3
+ 5 + ° {

Xl + 2X2 - X3 + X4 - X5 = °
U · x, X3 X5 = \ T. 2 . 2 . °

. 6 8 3 4 ° . x i + X2 + X3 =X2 - X3 - X4 - X5 =
4X I + 5X2 + 2X4 - 2X5 = °

Bepaal van U en V de doorsnede U n V en de verbindi ng U + V. Bepaal tevens
de dimensie en een lineair-onafhankelijk e basis van U n V en van U + V.

Antw.: U nV: ~ = ).1(1,-2,0,0,-3) + ).2(0,-2,1 ,0 ,-5) ;
U + V : ~ = ).1(0, 1,0,0, - 2) + ).2(- 1,0,0,0,7) + ).3 (I, 0, - 1,0 ,2 ) +

+ ).4(0,0,0, I , I) .

4. In R4 is de lineaire deelruimte U bepaald door de basisvectoren

(3,2,3,-2),(-1,-2,0,3) en (5,2,6,-1 ).

De lineaire deelruimte V is gegeven door de vergelijkingen :

4XI + X2 - 2X3 + X4 = °
-3Xl + 2X2 + X3 + X4 = 0

Xl + 3X2 - X3 + 2X4 = °
- Xl + 8X2 - X3 + 5X4 = °

Bepaal van U en V de doorsnede U n V en de verbinding U + V.
Bepaal tevens de dim ensie en een lineair-onafh ankelijke basis va n U n V en
van U + V.
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Antw.: U n V: ~ = À(I, -2,3 ,4 ) ;
U +V :~ = À1(0,0,5 , 1) + )'2(0, - 4,3,7) + À3(- I,- 2.0,3) .

5. In Rt is de lineaire deelruimte U bepaald door de basisvect oren (0,4, - 1,0),
(1,2,0, I) en (2,0, 1,2) ; de lineair e deelruimte V is bepaald door de basisvec­
toren (0,3, 1, 2) en (2,3 ,0 , I) .
Bepaal U n V en U + v.

Antw. : U nV: x = Q; U + V degehele Rt.



HOOFDSTUK XVII

DETERMINANTEN.

§ 1. Determinant van de nd e orde.

Een determinant van de nd e orde stellen we voor door :

§ :

D
n

Ei
EI
el1

Ol
Et
ve
Ze
v~

D = D (;:!l. !!2, . ... !!n) (1 )
ns

Hieruit blijkt dat een determinant van de nd e orde best aat uit n 2getallen. Deze
getallen, die we de elementen van de det erminant noemen, zijn gerangschikt in
n rijen en n kolommen; ark is het element uit de rd e rij en de kd e kolom .
De elemente n van een rij of van een kolom kunnen we beschouwen als de
kentallen van een vect or uit R n; daarom spreken we van rij-vectoren en van
kolom-vectoren.
In (1) bedoelen we met ai. !!2, ... ,!!n de kolomvect oren van D.
Met Mrk bedoelen we de onderdeterminant of minor va n het element ark; dit is
de det erminant van de (n - 1)de orde die ontstaat als we uit D de rd e rij en de
kd e kolom weglaten.
In hoofdstuk IV is (I ) gedefiniëerd voor n = 2 en n = 3.
De determinant van de eerste orde, die uit slechts één eleme nt bestaat, heeft
de waarde van dit element.
Met behulp van volledige inducti e definiëren we de det erminant (1) voor
n ?; 4 door de betrekking:

D = allMll - a12 M12+... + (-I)1 +ka lkMlk + ... + (- 1)1+naln Mln. (2)

We zeggen dat we de det erminant (I) ontwikkeld hebben naar de elemente n van
de eerste rij .
Uit deze definitie volgt (vergelijk Hfdst. IV § 5) :
1°. Een determinant van de nd e orde is gelijk aan de som van n! termen.
2°. Er zijn evenveel termen met een + teken, als met een - teken.
3°. Elke term is het produkt van n elemente n en wel uit elke rij en elke kolom
één element.
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§ 2. Eigenschappen van determinanten.

De onderstaande eigenschappen zijn in hoofdstuk IV bewezen voor n = 2 en
n = 3. We bewijzen nu deze eigenschappen voor n ~ 4.

Eigenschap 1.
Een determinant verandert niet van waarde, als de overeenkomstige kolommen
en rijen worden verwisseld.

Opmerking.
Een gevolg van eigenschap I is, dat elke eigenscha p van det erminanten die
voor rijen geldt ook voor kolommen geldt en omgekeerd.
Zo is in (2) de determinant gedefinieerd door ontwikkeling naar de elementen
van de eerste rij. Het blijkt nu dat deze det erminant ook ontwikkeld kan worden
naar de elementen van de eerste kolom , du s:

D = allMll - a 21M21 + .. . + (-I)r+larlMrl + ... + (-1)n+l a nlMnl.

Bewijs van eigenschap 1.
We nemen aan dat de eigenschap geldt voor dete rminanten va n de orde n - I
(n ~ 4) en tonen aan dat ze dan ook geldt voor determinanten van de orde n.
Verwisselen we in (1 ) de overeenkomstige rijen en kolommen, dan ontst aat:

all a21 a31 anI

al2 a 22 a32 a n2

D*
a lk a 2k a 3k a nk

a l n a2n a 3n a n n

Ontwikkelen we deze det erminant naar de elementen van de eerste rij, dan is:

a22 a n2 a 12 a 32 a n2 a12 a 22 a 42 a n2

D* = a ll a2k a n k - a 21 a lk a3k a n k + a31 a lk a 2k a4 k a n k +

a2n a n n a l n a3n ann aln a2n a4 n a nn

a 12 a n - I,2

+ .. . + ( _I ) ll+l a n I a lk a n - l , k , (k = 2,3, . .. . n ) . (3)

aln an-l,n
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a3,k-l . . . a n,k-1 a2,k-1 a4,k-1 . . . an,k-l +
a2l - aai

a3,k+1 . . . an,k+1 a2,k+1 a4,k+1 ... a n,k+1

Alle minoren van D * zijn det erminanten van de (n - I)de orde, waarop volgens
onze veronderstelling eigenschap I van toepassing is. We kunnen al deze mi­
noren du s ook ontwikkelen naar de elemente n van de eerste kolom .
De coëfficiënt van au in (3) is volgens de veronderstelling gelijk aan de min or
Mu van de det erminant D in (I ).
Het element alk (k = 2,3, ..., n) komt in de eerste determinant van het rech­
terlid van (3) niet voor, in alle andere is alk het element van de eerste kolom en
de (k - I)de rij. Ontwikkelen we deze determinanten naar de elemente n van de
eers te kolom, dan is in D * de coëfficiënt va n (- I) l+kalk (k = 2, 3, . .. ,n)
gelijk aan :

. . . a n2

.. . an-l ,2

. . . a n2

... a nI

k
\T{

eiE
In
ko

Ei
AI
va

Be
W,

(n
Vc

D

Ve

+ ... + (-1) n a n l
a2, k-1 a n- 1,k- l
a2,k+1 a n- l,k+1

a2n . .. a n- l, n

a2,k-1 a n,k- l
a2,k+1 a n,k+1

Nt

(4)

anI· . . an,k-1 a n,k+1 . .. a nn

De laatste twee det erminanten in (4) zijn det erminanten van de (n - I)de orde,
die volgens onze veronderstelling niet van waarde veranderen als we de ove r­
eenkoms tige rijen en kolommen verwisselen .
De laatst e det erminant in (4) is de minor MIk (k = 2,3 , . . ., n ) van de deter­
minant (2).
Uit bovenstaande volgt:

Volgens (2) is dus D = D*, waarmee eigensc hap I bewezen is.

Opmerking.
De eerste n - I det erminanten In (4) moet en zo opgevat worde n , dat voor

In
\Te

v el
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li§
Ve
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2({
de
on
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k = 2 de eerste rij die rij is welke begint met het element a33 resp. a23,
Voor k = n is in deze det erminan ten de laatste rij de rij welke begint met het
element a3,n-l resp. a2,n-l.
In de laatst e twee det erminanten is voor k = n de laatst e rij resp . laatste
kolom die rij resp. kolom welke begint met het element a2,n - l.

Eigenschap 2.
Als men in een determinant twee kolommen (rijen) verwisselt, wordt de waarde
van de determinant met -I vermenigvuldigd.

Bewijs.
We nemen aan dat de eigenschap geldt voor determinanten van de orde n - I
(n ~ 4) en tonen aan dat ze dan ook geldt voor determinanten van de orde n.
Volgens de defini tie is de determinant D in (1) gelijkaan:

D = auMu - a12M12 + .. . + (-I)1 +kal ,kMl,k +
+ (-1)2+kal,k+lMl,k +l + ... + (-I)l +nalnMln' (5)

Verwisselen we in (1) de kde en de (k + I)dekolom, dan ontstaat de determinant:

au a12 al,k+l al,k aln

D'=
a21 a22 a2,k+l a2,k a2n

anI a n2 an,k+l an,k a nn
Nu is:

D ' = au M'u - ad1t'1'12 + + (-I )l+kal,k+lM'lk +
(-1 )2+k al, kM'l ,k+l + + (-I )l+nalnM'ln. (6)

In (5) en (6) is Ml,k = M'l,k+l en Ml,k+l = M'r.e .
Verder onts taat 'M ' l ,l voor l =1= k en l =1= k + I uit Ml,l door twe e kolommen te
verwisselen. Daar M'1,1 en MI,I twee determinanten van de orde n - I zijn, is
volgens onze veronderstelling:

M'l,l = - Ml,l ,

du s D' = -D.

Hiermee is eigenschap 2 bewezen voor het geval dat we twee naast elkaar
liggende kolommen verwisselen.
Verwisselen we twee willekeurige kolommen, bijv. de pde en de qde kolom
(p < q), dan kan deze verwisseling tot stand komen door achtereenvolgens
2(q - p) + I naast elkaar liggende kolommen te verwisselen. De waarde van
de det erminant die na de verwisseling uit de oorspronkelijk e det erminant D is
onts taan , is dus:
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(_1)2(q-p)+l D = -D.

Hiermee is eigenschap 2 aangetoond voor kolommen. Volgens eigenschap I
geldt dan eigenschap 2 ook voor rijen.

Gevolgen.
I. Elke determinant kan nu ontwikkeld worden naar de elementen van een
willekeurige rij. Willen we bijv. de determinant D ontwikkelen naar de ele­
menten van de rd e rij, dan zorgen we dat deze rij eerste rij wordt door haar
achtereenvolgens te verwisselen met de onmiddellijk voorafgaande rij(en).
Hiervoor zijn r - I r ijverwisselingen nodig. Noemen we de daardoor verkregen
determinant D', da n is:

D' = (- I)r -l D, dus D = (_I)r+l D' .
Hieruit volgt:

D = (- I)r+l ard \1rl + (-I )r+2ar2Mr2 +.. . + (-I)r+narnMrn.

2. Elke determinant kan ontwikkeld worden naar de elementen van een wille­
keurige kolom. Willen we de dete rminant D ontwikkelen naar de elementen van
de kd e kolom, dan zorgen we door verwisseling van overeenkomstige rijen en
kolommen dat de kd e kolom in D de kd e rij in D* wordt. Hieruit volgt:

D = D* = (- I)l+kalkM*lk + (- 1)2+ka2kM*2k +... + (-I)n+kankM*nk=
= (-I)1+kalkM1k + (-1)2+ka2kM2k +... + (- I)n +kankM nk.

De ontwikkeling van een determinant naar de elementen van een kolom ge­
schiedt dus volgens dezelfde regels als de ontwikkeling naar de elementen van
een rij .

3. Als één der kolommen (rijen) uitsluitend uit nullen bestaat, dan is de waarde
van de determinant gelijk aan nul.
Dit blijkt onmidde llijk door ontwikkeling naar de elementen van de kolom (rij)
die uitsluitend uit nullen best aat.

4. Een determinant met twee gelijke kolommen (rijen) is gelijk aan nul.
Verwisselt men immers twee gelijke kolommen (rijen), dan blijkt :

D = -D, du s D = O.

Eigenschap 3.
Als men alle elementen van een kolom (rij) met Ä. vermenigvuldigt, wordt ook
de waarde van de determinant met Ä. vermenigvuldigd.

Bewijs.
Ontwikkelt men de det ermin an t naar de elementen van de kolom (rij) welke
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met À zijn vermenigvuldigd, dan blijkt onmiddellijk de juistheid van deze
eigenschap,
Vermenigvuldigen we de elementen va n de eers te kolom met À, da n is deze
eigenschap als volgt te schrijven:

D(À!!l, !!2., , ',!!n) = ÀD(!!l, !!2, ' , ' ,!! n) ,

Eigenschap 4.
Als een kolomvector (rijvector) geschreven is als de som is van twee vectoren ,
dan is de determinant de som van twee determinanten.

Bewijs.
Stel !!k = E + g, dan blijkt uit de ontwikkeling van D(!!l , !!2" , ,,!! n) naar de
elementen van de kd e kolom:

D(!!l : ' , ',!!k, ' , ',!!n) = D (!!l, , , '. E +g" , ,, !!n) =
= D(!!l, , , ', E,' , ,, !!n) + D (!!l, , , ., g., , .,a-) •

Gevolg,
Is !!k = ÀE + ,ug, dan is:

D(!!!" , ' , !!k, , , , , !!n) = ÀD(!!l, ' , ., E, ' , ' , !!n) + ,uD(!!!" , " g" , ,,!!n) ,

Eigenschap 5.
Een determinant verandert niet van waarde, als men een kolomvector (rijvector)
vermeerdert met À maal een andere kolomvector (rijvector).

Bewijs.
D(!!!" , ,,!!p + À!!q" , "!!q,, , ',!!n) =
= D(!!l, , . " !!p, , , ,, !!q. , . ',!!n) + ÀD(!!l,' , " !!q, , . " !!q,, , ' . !!n) = D + 0 = D ,

Eigenschap 6.
Als enige kolomvectoren (rijvectoren) een lineair-afhankelijk stelsel vormen,
dan heeft de determinant de waarde nul.

Bewijs.
Stel er zijn p kolomvectoren , die een lineair-afhankelijk ste lsel vormen, Zonder
bezwaar kunnen we veronderst ellen dat dit de eerste p kolomvectoren zijn
en dat Àl =J= 0 in:

Àl!!l + À2!!2 + .., + Àp!!P = Q

Dan is:

D (!!l' !!2, . , ', GP, ' , ,,!!n) = LD (Àl!!l + À2!!2 + ,.. + Àp!!p,!!2," ,,!!n) =

I
= k D (g,!!2," ,,!!n) = O.
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Eigenschap 7.
Als de kolomvectoren (rijvectoren) een lineair-onafhankelijk stelsel vormen, dan
is de waarde van de determinant ongelijk aan nul.

Bewijs.
Daar de n kolomvect oren een lineair- onafh ankelijk stelsel vormen, vormen ze
een lineair-onafhankelijke basis van R n . Alle vectoren van Rn , ook de eenheids­
vecto ren, zijn dus op één en slechts één manier in deze basis uit te drukken.
Zij :

~1 = ,1.1511 + ,b ! z +... + Àd!r + ... + Àn ê,n ,

dan zijn hierin niet alle À's gelijk aan nul, st el Àr =1= O.
Vervangen we de rd e kolomvector uit D door:

À1 ê,1 + Àzê,z +... + Àrê,r +... + Ànê,n = ~ 1 ,

dan blijkt:

I
D (ê,1, ê,z, ... , ê,r, . . . , ê,n) = À

r
D (ai. ê,z, . .. ~1 , ... , ê,n) .

Op deze wijze kunnen we alle kolomvectoren van D vervange n door de een­
heidsvectoren uit R n . Door verwisseling van rijen blijkt tenslotte:

100
OIO

D (ê,1, 51z , . . . , ê,n) = C

000

waarin C een constante =1= 0 voorst elt, dus D =1= O.

o
o = C ,

Gevolgen van eigenschappen 6 en 7.
1°. Een determinant is dan en alleen dan gelijk aan nul, als de kolomvectoren
(rijvectoren) een lineair-afhankelijk stelsel vormen.
2°. Een determinant is dan en alleen dan ongelijk aan nul, als de kolomvectoren
(rijvectoren) een lineair-onafhankelijk stelsel vormen.

Opmerking.
Is A een (n X n) matrix, d .W.z. een matrix met n rijen en n kolommen , dan
geven we de determinant, die uit dezelfde elementen bestaat, aan met det. A
of [A].
Uit bovenst aande volgt dan:
1°. lAl is dan en alleen dan gelijk aan nul, als rang A < n ;
2°. lAl is dan en alleen dan ongelijk aan nul, als ran g A = n .
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§ 3. Regel van Cramer.

Gegeven zijn n niet-hornogene ve rgelijk ingen met n onbeken den:

all Xl + a12 X2 + + alm Xm + + a~n Xn = bi Î
asi xi + + a2m Xm + + a2n ~n = bs l

anI Xl + + a nm Xm + + a nn x, = b n J
(bI, bs .. .. , b n niet alle nul) .

Beschouwen we de coë fficiën te n van x m(m = 1,2 , ... , n) als de ken t allen van
een vector :

a m = (alm,a2m,· . ., a nm)

en de be ke nde termen als de ken t all en van de vector:

12 = (bt, b2 , • • •, b n) ,

dan is dit ste lsel ve rge lijkinge n t e schrijve n als :

Xl al + X2 a2 + ... + Xm a m + . .. + Xn an = 12 .

Regel van Cramer.
Het stelsel vergelijkingen (I ) heeft één en slechts één oplossing als
D (g,1, a2, ... , a n) =1= 0 en deze oplossing is:

(2)

m = 1,2, ... , n (3)

Bewijs.
Daar D(g,1, g,2, ... , g,n) =1= 0, heeft de coëfficiënte n-matrix A van het ste lsel
vergelijkingen (I) de rang n. De aangevulde matrix heeft dan ook de rang n.
De vectoren g,l , a2, ... , g,n vorme n dus een lineair-onafhankelijke basis van R n.
De vector 12 is derhalve slech ts op één manier in deze basis uit t e drukken.
Vergelijking (2) en dus ook het ste lsel (I) heeft één en slech ts één oplossing.
Om deze op loss ing t e vinden , schrijven we (2) als volgt:

XIg,l + ... + Xm-lg,m -l + I . (x mam - 12) + Xm+lg,m+l + ... + xnan = Q.

De vectoren

a l, . . 0' ilm -i, Xm Urn - b. ilm +l , . . 0' illl

Vorme n een lineair-afhankelijk ste lsel, dus is :

D(al, .. .,am-I , Xm am - 12,am+l,. ' ., a n) = O.

Hie ru it volgt:

XmD( al , . . ., am) - D(a l , ... , am-I, 12, g,m +l,· .. , an) = 0,

Waarmee (3) be weze n is.
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In de praktijk zal de berekening van de determinan ten zeer bewerkelijk zijn ,
zodat men meestal met de methode uit de vorige paragraaf het stelse l verge­
lijkingen (I) sneller kan oplossen .
Komen echte r in de coëfficiënte n of in de bekende termen van (I) variabele
grootheden voor, dan levert de regel van Cramer zekere voordelen op, zoals
blijkt uit het volgende voorbeeld .

Toepassing.
Los op voor alle waarden van a het ste lsel vergelijkingen :

axj + aX2 + 2X3 = 2]
ax j + 3X2 + 2X3 = 2
2Xl + 2X2 + aX3 = 2

Oplossing.
St ellen we

l
a a 21

D = a32 ,
2 2 a

dan blijkt: D = (a - 3) (4 - a 2) .

Voor a =f:. 3, a =f:. 2 en a =f:. - 2 is D =f:. 0, zodat er dan slechts één oplossing is,
n. l.

2
Xl = a + 2'

2
X2 = ° en X3 = a +2 .

Voor a = 3, is het ste lsel vergelijkingen afhankelijk :

3Xl + 3X2 + 2X3 = 2]
3Xl + 3X2 + 2X3 = 2
2Xl + 2X2 + 3X3 = 2

De oplo sssingsvectoren zijn:

Ook voor a = 2 is het stelsel vergelijkingen afhankelijk :

2Xl + 2X2 + 2X3 = 2}
2Xl + 3X2 + 2X3 = 2

De oplossingsvectoren zijn nu:

~ = (0,0,1) + ).(1 ,0, - I) .

Tenslotte gaan voor a = - 2 de vergelijkingen over in:
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- 2Xi - 2X2 + 2X3 = 2)
- 2Xi + 3X2 + 2X3 = 2

2Xi + 2X2 - 2X3 = 2

In dit geval zijn de ve rgelijkingen strijdig; er is dan gee n oplossing .

§ 4. Produkt van twee determinanten.

Stelling.
Zijn lAl en IBI twee determinanten van de nd e orde, dan is het produkt lAl . IBI
weer een determinant ICI van de nd e orde, waarvan het element Ckl gelijk is aan
het rij-kolom-produkt van de kd e rij van A en de lde kolom van B. (Zie op­
merking hfdst. XV § 2.)

Bewijs.
We bewijzen de stelling voor n = 3; voor n ~ 4 verloopt het bewij s op dezelfde
wijze.
Stel

I
au a12 a131

lA l = a2i a22 a23 ,
a3i a32 a33 I

bu b l2 b13
IBI = b2i b22 b23

b3i b32 b33
en ICI =

I
au b u + a12 b2i + a13 b3i
a2i bu + a22bei + a23 b3i
a3i bu + a32 b2i + a33 b3i

dan mo eten we bewijzen:

au b12 + a12b22 + a13b32 au b13 + a12 b23 + a13 b331
a2i b 12 + a22 b22 + a23 b32 a2i b13 + a22b23 + a23 b33 ,
a3i b12 + a32b22 + a33 b32 a3i b13 + a32 b23 + a33 b33

[AI ·IBI = ICI ·

Daartoe schrijven we lAl . IBI als volgt:

au a12 a13 0 0 0
a2i a22 a23 0 0 0
aai a32 a33 0 0 0

lA l . IBI = _I 0 0 bu b12 b13 (I)

o - 1 0 b2i b22 b23
o 0 - 1 b3i b32 b33

Immers van de laatste determinant komt elke term die niet nul is, ook voor in
lAl . IBI en omgekeerd komt elke term uit lAl. IBI ook voor in het rechterlid
van (I).
We vermenigvuldigen in (I) de 4d e rij met au, de 5de met a12, de 6de met a13 en
tellen ze daarna bij de eerste rij op. Vervolgens vermenigvuldigen we de 4d e rij
met a21, de 5de rij met a22, de 6d e rij met a23 en tellen ze daarna bij de tweede rij
op , enz.
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Op deze wijze blijkt:

IAI .IBI =

Hi erin is

o 0 0 Cn Cl2 Cl3

o 0 0 C21 C22 C23

o 0 0 C31 C32 C33

- I 0 0 bn bl 2 b l 3

o - I 0 b21 b22 b23

o 0 - I b31 b32 h33

(2)

(k = 1, 2,3 ; l = 1,2 ,3) ,

dat is het rij-kolom-product van de kde rij van lAl. en de ld e kolom van IB I.
Uit (2) blijkt:

1

e n Cl2 C13 [

lAl . IBI = C21 C22 C23 = ICI .
C31 C32 C33

§ 5. Toepassingen.

1. Berek en:

D=

7 2 -I 1
3 0 1-6

-2 0 5 2
I 3 I 0

Berekening.
Ontwikkel D naar de elementen van de tweede kolom:

3 I -6
D = - 2 - 2 5 2 + 3

I I 0

7 -I 1
3 1 -6 = - 2DI + 3D2 .

-2 5 2

Om Dl te berekenen, verminderen we de tweede kolom met de eers te kolom en
ontwikkelen daarna naar de derde rij:

[
3 -2 -61

Dl = -2 7 2
100

1

- 2 -61
I . 7 2 -4 + 42 = 38 .

Om D2 t e berekenen, trekken we 7 maal de derde kolom van de eers te kolom af,
t ellen de derde kolom bij de tweede kolom op en ont wikkelen daarna naar de
eerste rij:

[
0 0 I[ 45 5 9 I

D2 = 45 -5 -6 =1·1_16 -71 =5 ·1-16 -71= 5(63 - 16) =235 .
-16 7 2
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D = - 2 . 38 + 3 . 235 = 629.

2. Too n aan voo r a bc *- 0 :

l
bc

D = ca
ab

en ontbind D in factoren.

~I

(a - c) (b-c) I: ~ t~ II
a-c a 2-c2/
b-c b2-c2

Oplossing.
Vermenigvuldig de rijen van de eerste de te rminant resp . met a , b en c en deel
daarna de eerste kolom door ab c.
Trek in de tweede det erminant de derde rij af van de eers te en van de tweede
rij en ontwikkel daarna naar de eers te kolom :

~ ~=~ ~:=~: I
I c c2

(a-c) (b-c) (b-a) .

3. Herl eid de determinant:

D=

3 6 I 4
423 0

- 7 1 0 2
092 -3

zo, dat de elemente n van de eerste rij alle I zijn.

D = I
4.2.12 .3

Oplossing.
Vermenigv uldig de kolommen resp. met 4,2, 12 en 3:

12 12 12 12
16 4 36 0

- 28 2 0 6
o 18 24 -9

Na delin g van de eers te rij door 12, (we delen tevens de tweede, derde en vierde
r ij resp . door 4, 2 en '3), vinden we:

D =

I I I I
4 I 9 0

- 14 1 0 3
068 -3

4. Los met behulp van de regel van Cramer het volg ende stelsel vergelijkingen
op (a, b, c en d zijn ongelijk) :
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Xl + X2 + X3 + X4 - 0)
ax, + bX2 + CX3 + dX4 - 0 l

a 2xl + b 2X2 + C2X3 + d 2x4 = 0 J
a3xl + b3X2 + C3X3 + d 3x4 = I

Oplossing.

D =

I I I I
abc d
a 2 b 2 c2 d 2

a3 b3 c3 d 3

(a-b) (a - c) (a-d) (b - c) (b-d) (c-d) .

o I I I
ab c d
o b2 c2 d 2

I b3 c3 d 3 1

1 1 1 I
- b c d

b2 c2 d 2
(b-c) (b-d) (c-d) .

[
I I I I= a c d = - (a-c) (a -d) (c-d) ;
a 2 c2 d2

Dl 1
Xl = - = .---:-..,..---,-- ----;--;-----=

D (a-b) (a -c) (a-d)·

o I I
a 0 c d
a2 0 C2 d 2

a3 I C3 d 3

Hieru it volgt :

D2 I
X2 = - = .D (b-c) (b-d) (b-a)

We hadden ook X2 uit xi kunnen afleiden door cyclische letterv erwisseling.
Zo vinden we:

I
X3 = -.,------=-,---,------,--,,...--....,....,-

(c-d) (c-a) (c-b)

I
en X4 = -,--::-----:~--:-...,........,...,..---..,.

(d- a) (d-b) (d-c) .

§ 6. Opgaven.

I . Bereken:
6 14 17 16
247 6
4 17 24 24
2 8 7 15

Antw.: Dl = -784; D2 = 5168.

2. Schrijf het produkt:

6 729
o -5 - 6 3
2 -la I 4
3 11 2-8

a

E

1
b

I 3 21
233 .I~;I
3 0 I



- --~~~~~~- .-~- --

63

als det erminant van de derde orde.
Aan wijzing: Schrijf eerst de tw eede det erminant als

1
2 3 °l1 2 °.
O OI

Controleer tenslotte het antwoord door alle determinanten uit te rekenen.

1

5 9 2
Antw. : 7 12 3 ; controle : 6 x l = 6 .

691

3. Bereken:

1 1 a -b -c -d
abc d bad - c
aa ba ca da' c -d a b
a4 b4 c4 d4 d c -b a

Antw.: (a - b) (a - c) (a - d) (b - c) (b - d) (c - d)

(ab + ac + ad + bc + bd + cd); (a2 + b2 + c2 + d2)2 .

4. Toon aan:
X bI b2 ba
al x Cl C2
al a2 x dl
al a2 aa x
al a2 aa a4

5. Toon aan:

al bI Cl dl
a2 b2 C2 d2
aa ba Ca da
a4 b4 C4 ~

1 Ilal b21 lal c21 al d211
= ~ lal bal lal cal lal dal .

lal b41 lal C41 lal ~ I

= 4;

als al =F ° en lal pk l = alpk - akpI,

6. Bepaal de wortels van :

x+2 3 2 x+2

1 x-2 ° 1
3 - I 52-x
1 - 4 3 -x

k = 2,3 en 4, P = b , c en d.

x2 ax x
b2 ab b

= 0 .c2 bc X
d2 ad d

Antw. : Xl = I, X2 = y2, Xa = - y2;
b = d, of a = b = 0, of a = c = 0: elke waarde van x voldoet ;

bc
a =F ° en b =F d: xi = b, X2 = d, Xa = - ;

a
a = 0, b =F 0, c =F °en b =F d : Xl = b, X2 = d.
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7. Bereken xj, X2 en X3 als a =I=- b =I=- e:

Xl + aX2 + a2X3 = a4]
Xl + bX2 + b 2X3 = b4
xi + eX2 + e2X3 = e4

Antw.: xi = abe(a + b + e) , X2 = - (a + b) (a + e) (b + e) ,
X3 = a2 + b 2 + e2 + ab + ae + be.

terwijl niet gelijk-

1
Xj = X2 = X3 = X4 = .a +b + e +d'

2°. a + b + e + d = 0: vergelijkingen st rijdig;

3°. a - b + e - d = 0, a , b, een d niet alle gelijk :
1

xi = X3 = --, X2 = X4 ;
a + e

1
4°. a = c, b = d en a 2 =I=- b2: xi + X3 = X2 + X4 = a + b ;

1
5°. a = b = e = d =I=- 0: xi + X2 + X3 + X4 = -.a

aXI + bX2 + eX3 + dX4 = 1 }
bXI + eX2 + dX3 + aX4 = 1
eXI + dX2 + aX3 + bX4 = 1
dXI + aX2 + bX3 + eX4 = 1

Antw.: 1°. a + b + e + d =I=- 0, a - b + e - d =I=- 0,
tijdig a = een b = d:

8. Los op :

9. Bereken de onderstaande determinant van de nd e orde :

+ X2 X 0

X + x2 X

Dn = 0 X + x2 .. .

0 0 X

Antw. :
X 2n +2 - 1

x 2 =I=- 1 : Dn = x2 _ 1 X2 = 1 : D n = n + 1 .



HOOFDSTUK XVIII

LINEAIRE TRANSfORMATIES.

§ I . Vectortransformaties.

Zijn R n en R m twee lineaire vecto rru im ten, dan spreekt men va n een afbeelding
of transformatie van R n in R m , als aan elke vector ~ E R n door één of ander
voorschrift één vector ~' E R m wordt t oegevoegd.
Men noemt x' de beeldvector van ~ of ook wel de getransformeerde vector ~.

We schrijven di t als volgt :
~ -+ x' . of A~ = ~' ;

lees : ~ wor dt afgebee ld op s' , of : de get ransformeerde vecto r ~ is ~' , of : de
bee ldvector va n ~ is ~' .

De verzameling van alle beeldvectoren ~' heet de beeldruimte van de t rans­
formatie.

Voorbeelden.
1. We nemen zowel voor R n als voor R m de twee-dimensionale vectorruimte R2

(met R n en R m bedoelen we in het vervolg stee ds lineaire vectorruimten).
Elke vector ~ = (x,y) transformeren we in ~' = (x, - y).
Elke vector ~ E R2 heeft dus één beeldvector x' : omgekeerd is elke vector in
R2 het beeld van één en slech ts één vecto r. De beeldruimte is dus de gehele R2 .

Deze t ran sformatie kunnen we als volgt schrijven:

AG) = (_;).
2. Zowel voor R n als voo r R m nemen we weer R2. Aan elke vect or ~ E R2 wordt
toegevoegd de vecto r ~' = ~ + ~l.

Ook hier heeft elke vector één beeldvector en is elke vector het beeld van één
en slechts één vector. De beeldruimte is dus weer R2 •

Deze transformatie kunnen we als volgt schr ijven :

A(yX) = (X y+ I) .AS = ;:; + ~ l of als

3. Voor Rn kiezen we R3 en voor 1~I'1 kiezen we R2• Elke vect or ~ = (x.y,z) in
R3 wordt get ra nsformee rd in ;:; ' = (x, y) in I~ 2 . Deze transformatie kan ge­
schreven worden als :
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Elke vector in R3 heeft weer één beeldvector , maar elke vector in R2 (dat is de
beeldruimte) is nu het beeld van oneindig veel vectoren in R3 .

§ 2. Lineaire vectortransformaties.

Definitie.
Een vectortransformatie A van een vectorruimte R n in een vectorruimte R m is een
lineaire vectortransfo rmatie, als voor elk tweetal vectoren :lÇI en :lÇ2 in R n en elk
getal Á geldt:

A (:lÇI + :lÇ2) = A:lÇI + A:lÇ2 en A(Á2'>I) = ÁA(lü) .

Merk op dat A:lÇl, A:lÇ2, A( :lÇI + :lÇ2) en A(Á:lÇI) vectoren in R m zijn.
In de voorb eelden 1 en 3 van § 1 is aan deze definitie voldaan (ga zelf na). Deze
transformaties zijn du s lineaire vectortransformaties.
In voorbeeld 2 is

A:lÇ = :lÇ2 + ~l, A (Á:lÇ) = Á:lÇ + ~l , dus A (Á:lÇ) =F ÁA:lÇ ;

A:lÇI = :lÇI + ~l, A:lÇ2 = :lÇ2 + ~l , A (:lÇI + :lÇ2) = :lÇI +:lÇ2 + ~l ,

dus
A (:lÇI + :lÇ2) =F A:lÇI + A:lÇ2 •

Deze transformatie is dus niet een lineaire vectortransformatie.

Opmerkingen.
1. Uit de definiti e van een lineaire vectortransformatie volgt :

A (J.:lÇI + fl2'>2) = A (Á:lÇI) + A (fl :lÇ2) = ÁA:lÇI + flAc.2 .

2. Uit A (Á:lÇ) = ÁA:lÇ volgt voor Á = 0 :

Ag = g'

waarin 9 de nul vect or in Rn en g' de nu lvector in R m is. Hieruit volgt:
Bij elke lineaire vectortransformatie van R, in Rm wordt de nulvector in Rn

afgebeeld op de nulvector in R m •

In het vervolg bedoelen we met een lineaire t ransformatie steeds een lineaire
vecto rtransformatie.

3. Is !?l, !?2,' .. , !?n een st elsel lineair onafhankelijk e vecto ren in R n, dan vormen
deze vectoren een lineair-onafhankelijke basis van R n. Elke vecto r :lÇ E R n is
dan slechts op één manier te schrijven als een lineaire combinatie van deze
vecto ren :

:lÇ = XI!?1 + X2!?2 + . .. + Xn!?n . (1)

Bedoelen we met A een lineaire tran sform atie van R n in R m , dan is:

A:lÇ = Xj Ap, + X2A!?2 + .. . + XnA!?n . (2) .
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Hierin is AEk de beeldvector va n Ek (k = 1,2, . . ., n).
De beeldvector van elke vector ~ E R n is dus t e schrijven als dezelfde lineaire
combin atie van de beeldve ctoren van Ek (k = 1,2 , .. ., n).
Hieruit blijkt :
Een lineaire transformatie van Rn in Rm is ondubbelzinnig bepaald door de
beeldvectoren van n lineair onafhankelijke vectoren in Rn, dus van een lineair­
onafhankelijke basis van Rn•

§ 3. Transformatiematrix.

St el : een lineaire tran sformatie A beeldt Rn af in R m. In R, en Rm
kiezen we achtereenvolgens de (lineair-onafhankelijke) basissen El, E2, . . .,En
en gl , g2, ' .. , g m.
Ste l voor k = 1,2, .. .,n:

en
!!k = (alk,a2k, . . .,amk) = alk9l +a2k 92 + .. . +amk<j m .

Elke vecto r ~ E Rn wordt door de lineaire t ransforma tie A afgebeeld op een
vector ~' E R m.
Stel : ~ = (Xl,X2" .. ,xn) = xlEl + x2E2 + .. . + xllEn

, (" ') ' +' + + 'en ~ = xi , X2 , .. ., Xm = x, 91 X292 . . . Xm 9m .
Ook is

s' = A~ = xj Ap, + X2AE2 + . .. + XnAEn = Xl!!l + X2!!2 + ... + Xllgn·

Hieruit volgt :

(:~) (:~~) (:~: ) (:~: )~ , Xl : + X2 : + . . . + Xn : .

Xm aml a m2 a mn

(I )

Deze vergelijking kan geschreven worden als een ste lsel van m niet -homogene
vergelijkingen met nonbekenden :

,
= al1Xl + a12 X2 + . .. + alnXn1Xl

X' = a2l Xl + a22 X2 + ... + a2~Xn2 (2)

+ a n~n xjX~ = aml Xl + a m2 X 2 + . . .

Deze vergelijkingen heten transformatievergelzjkingen.
De matrix van het stelsel transformati evergelijkingen is :
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A
(

all a12 aln)
a2l a22 a2n.. .... .. . .
aml a m2 ... amn

De matrix A is door de lineaire tran sformatie A ondubbelzinnig bepaald.
We noemen deze matrix de tran sformat iematrix van de lineaire transformatie
van R n in R m t.o.v, de gegeven basissen .
Uit het bovenstaande volgt:
Is gegeven een lineaire transformatie A van Rn in Rm en is in Rn en in Rm een
lineair-onafhankelijke basis gekozen, dan is de k d e kolomvector van de trans­
formatiematrix A de beeldvector in R m van de k d e basisvector van Rn •

De matrix A he eft m rijen en n kolommen ; we noemen A daarom een m X n
matrix en geve n dit soms aan met Amn.
Is in Rn en in R m een lineair-onafhankelijke basis gegeven, dan is elke m X n
matrix A te beschouwen, als de transformatiematrix van een lineaire transfor­
matie A van Rn in R m t.o.v, de gegeven basissen.

De lineaire transformatie x' = A2f kunnen we ook als volgt aangeven:

(
X~ ) (all a12 aln) (Xl)X2 321 a22 a2n X2· . . .· . . .· . . .
x~ a mla m2 ... amn x n

(3)

Het rechterlid is het produkt van een m X n matrix met een kolom vect or die
n kentallen heeft. Om t e zorgen dat (3) identiek is met (2), definiëren we :

Definitie.
Onder het produkt van een m X n matrix A en een kolomvector 2f met n kentallen
verstaan we een kolomvector met m kentallen, waarvan het kd e kental (k = 1,2, ... ,
m) gelijk is aan het rij-kolom-produkt van de kd e rij van A en de kolom (vector) 2f.
Zijn

A e: ~:: ~:: ) en

' a ml a m2 . . . 3 mn
(

b ll b12 bl n )
B = b

r
l b

r
2 b

r
n

b ml b m2 b mn

twee m X n matrices, dan is per definitie A = B dan en slechts dan , als aki = bkl,
(k = 1,2, . . .,m en l = 1,2, ... , n) .
Beschouwen we A en B als transformatiem atrices . dan is het duidelijk dat , als
A = B , elke vector 2f E Rn door beide transformaties wordt afgebeeld op
dezelfde vector A2f = B2f E R m.
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Zijn omgekeerd twee transformaties A en B va n Rnin R m identiek, d.w .z. wordt
elke vecto r ~ E R n door beide t ran sforma ties afgebeeld op dezelfde vec tor
A~ = B~ E R m , dan geld t dit ook voor de basisvectoren in R n.
De overeenkomstige kolomvectoren in de t ransformatiematrices A en B zijn
du s gelijk , dus de overeenk omstige elementen in A en B zijn gelijk, of A = B.
Hieruit volgt :
Als A~ = B~ voor elke vector x E R n, dan is A = B.

Opmerking.
Is gegeven A~ = B~ voor één of meer vectoren z E R n, dan kan A -=J:. B.
Bijv. voor :

A =C
2

~) , B _ (0 I :) (~)I - 3 °
en ~=

IS :

I I

A~ = C
2

~) (~) (~) en ook B~ (~
I :) (~) (~) .I °

§ 4. Beeldruimte en kern van een lineaire transformatie.

Bij een lineaire tran sformatie va n Rn in R m wordt de verzameling va n alle
beeldvectoren in R m de beeldruimte genoemd.
De verzameling van alle vecto ren in I~ n die worden afgebeeld op de nu lvecto r
in Rm , heet de kern van de lineaire t ransforma t ie.

Stelling t.
De beeldruimte van een lineaire transformatie van Rn in R m is een lineaire
deelruimte van R m ; de kern is een lineaire deelruimte van Rn•

Bewijs.
Zijn ~1' en ~ 2 ' twee vectoren van de beeldruimte, dan zijn er tw ee vectoren
~1 E Rn en ~2 E Rn zodat:

A~1 = ~1' en A~2 = ~2' .

Hieru it volgt :

A ( ~l + ~2 ) = A~l + A~2 = x.' + ~2' en A (Î'~ l ) = Î,A~l = }'~l' .

:'lIet lil' en ~2' behoren du s ook x,' +~2' en À~l' tot de beeldruimte, dus is de
heeldrnimt e een lineaire deelruimte van R m •

Zijn li l en ~2 t wee vecto ren in Rn die op de nulvect or g' E R m worden afgebeeld,
clan is :

A~ l = g' en A~2 = g' .
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Hieruit volgt:

A (x. + Xz) = AXl + AXz = g' en A (ÀxI) = À. AXl = À. Q' = Q' .

Met Xl en Xz behore n du s ook Xl + Xz en À1!;l tot de kern, dus is de kern een
lineaire deelru imte van Rn.

Stelling 2.
Bij een lineairetransformatie A van Rn in R m is de dimensie van de beeldruimte
gelijk aan de rang van de transformatiematrix A ;
de dimensie van de kern is gelijk aan de dimensie n van R, verminderd met de
rang van A.

Bewijs.
Uit (I) van § 3 volgt . dat de beeldruimte opgespannen wordt door de kolom­
vect oren van A. De dimensie van de beeldruimte is dus gelijk aan het maximale
aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren van A, dat is de rang van A.
De vectoren va n de kern zijn die vectoren in R n die voldoen aan :

AX = Q' ,

dat zijn de oplossingsvectoren van het onderstaande stelsel van m homogene
vergelijkingen met n onbekenden:

au xi + alZXZ + + alnXn = 0)
aZl xl + azzxz + + aznx n = 0 l

aml Xl + a mZXZ + + a~nxn = oJ.
Volgens hfdst.XVI § 4 vormen de oplossingsvectoren een (n - q) dim ensionale
deelruimte va n R n. waarin q de rang van de matrix is. De dimensie va n de
oplossingsruimte van dit stelsel homogene vergelijkingen , dat is de kern in R n,
is du s gelijk aan de dim ensie van R n verminderd met de rang van A.
Uit st elling 2 volgt: dim. beeldruimte + dim. kern = dim. R n = n.

§ 5. Lineaire transformatie in affiene en euclidische ruimten.

In hoofdstuk I hebben we in Rz en in R3 aan elke vector één pu nt en aan elk
punt één vector toegevoegd. Uit de definities van opte lling en scalaire vermenig­
vuldiging van vectoren blijkt , dat deze vectoren lineaire vectorruimten Rz en
R3 vormen.
De verzameling punten èn vectoren in Rz en in R3 noemen we de twee- resp.
dri e-dimensionale affiene ruimte.
In hoofdstuk Ir is in Rz en in R3 een bepaalde metriek ingevoerd. De lineaire
vectorruimten werden daardoor euclidische vectorruimten. De daarbij behorende
affiene ruimten noemen we euclidische ruimten.



71

In het algemeen :
Voegen we aan elke vector (Xl , X2, . . . , x n) in een n-dimensionale lin eaire vector­
ruimte Rn één p~tnt (Xl, X2, . . . • x-) toe. en aan elk punt (Xl, X2, ' . . , xn) één vector
(Xl , X2, ' . . , xn) in Rn, dan vormt de verzameling van deze p unten en vectoren een
n-dimensionale affiene ruimte.
I s in een affiene ruimte de bijbehorende lineaire vectorruim te een euclidische
vectorruimte E n, dan noemt men deze afjiene ruimte een euclidische ruimte.
Wordt door een lineaire vectortran sformatie van een lineaire vectorruimte Rn
in een lineaire vecto rru imte R m een vector (Xl , X2, . .. , xn) in R n afgebeeld op
de vecto r (Xl ' , X2' , ... • x-, ') in R m, dan wordt in de bijbehorende affiene ruimten
het punt (XI,X2•. .. ,xn) afgebeeld op het punt (XI',X2', . .. ,Xm') . Men noemt het
punt (XI ' .X2' , . . . . x -,' ) het beeldpunt van het punt (XI , X2" . . • Xil) en spreekt dan
ook wel van p unttransfor matie.
Evenzo kan men met een lineaire transformatie van een euclidische ruimte
En in een euclidische ruimte E m zowel een vectortransformatie als een punt­
transformatie bedoelen .
De lineaire tran sformatie van voorbeeld I § I kunnen we in een affiene ruimte
E2 opvatten als de spiegeling van elke vector (elk punt) t.o.v . de x-as in de
richting van de y-as. De kolomvectoren van de transformatiematrix A zijn de
beeldvectoren van ~l en ~2 . Daar (I .0) overgaat in (I, 0) en da ar (0, I) overgaat
in (0, - I ), is de t ran sformatiematrix :

A_ (I 0) en A(X) _ (I 0) (X) _ ( X)- °-I Y - °-I Y - -y .

De lineaire transformatie van voorbeeld 3 § i kunnen we opvatten als de
proj ectie in de richting van de z-as van elke vector (elk punt) in de affiene
ruimte Ea op de affiene ruimte E2• Daar (1 ,0,0), (0,1,0) en (0,0, I) resp . over­
gaan in (I, 0). (0, I ) en (0,0) is de tran sformatiematrix:

A= (I °0)°I °
§ 6. Toepassingen.

en (X) I °° (X)A : = (0 I 0) :

1. Van een lineaire transformatie A van R2 in zichzelf is gegeven:

g = (2, I) -+ a' = (5,4) en 12 = (3,2) -+ 12 ' = (8,7) .

Gevraagd de transformatiematrix en de beeldvector van y = (1,3).

Oplossing.
\Ve zagen dat de kolomvectoren van de tran sformatiematrix de beeldvectoren
van ~l en ~2 zijn.
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Uit:

a = 2~1 + ~2 en
b = 3~1 + 2~2

volgt:
~l = 2a - b en
~2 = - 3a + 2b ,

dus
A~l = 2Aa - Ab = 2a' - b' = (2, I) en
A~2 = - 3Aa + 2Ab = - 3a' + 2b' = (1, 2) .

Hieruit volgt:

We kunnen A ook als volgt bepalen:

A (~ ;) = (~ ~) .

Hiermee wordt uitgedrukt dat de eerste en de tweede kolomvect or in de linker
uitgeschreven matrix worden getransformeerd in resp . de eerste en de tweede
kolomvector van de matrix in het rechterlid.
We vormen nu in beide matrices dezelfde lineaire combinat ies van de kolom­
vect oren zo, dat de kolomvectoren in de linker uitgeschreven matrix (1,0) en
(0, I) worden .
Door in beide matrices 2 maal de eerste kolomvect or te vermin deren met de
tweede kolomvector en daarna de tweede kolomvect or te vermi nde ren met 3
ma al de eerste kolomvector, ontstaat achtereenvolgens:

I

I

(~ ~) ,
3
z

du s

A (~ ~)
Hieruit volgt :

A

I
I
2

De beeldvector van y = (1,3) is:

Av = (~ ~) G) (~) .
o
I

De beeldvector Ay kunnen we ook als volgt bepalen:

y = - 7a + 5b , du s Ay = - 7Aa + 5Ab = - 79,' + 5b ' = (5,7) . A
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2. Van een lineaire tran sformatie van R3 in R2 is gegeven :

(1,2 ,1) --+ (2,4), (3,1 ,0) --+ (3,7) en (0,3 ,1) -e- (1 ,3) .

Bepaal de transform atiematrix en de kern .

Oplossing.
We bepalen de t ransformatiematrix A uit:

130
A(2I 3)

\1 0 1
(
2 3 I)
4 7 3 .

(
I 0 I)
143

(
I 0 I)

dus A = 2 I 0 .(
I 0 I)
2 I 0 '

Door geschikt gekozen lineaire combinaties van vectoren zorgen we, dat de
kolomvect oren van de uitgeschreven matrix in het linkerlid de vectoren
(1 ,0 ,0), (0, 1,0 ) en (0,0, I) in R3 worden . De herleiding kan als volgt verlopen:

I 0 0 I 0 0

A(2 -5 3) (~ = ~ ~); A(-I 43)
I -3 I 0 0 I

100

A(OIO)
OOI

De kern wordt gevormd door de vectoren ~ E R3 met A!f, = g' In R2 , dus:

(~)
+ X3 = 0

= O.

De kern is dus de één-dimensionale lineaire deelruimte !f, = À (I, - 2, - I).

3. Van een lineaire transform atie van de drie-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix :

002

A= (1 00) .
o 2 I

De lijn l: x + y - z = x - y + z - 2 = 0 is een lijn in deze ruimte.
1°. Bepaal het beeld van l.
2°, Toon aan, dat er een rechte n bestaat die 1 tot beeld heeft.

Oplossing.
1°. Een vectorvoorstelling van 1 is:

~ = (1,0,1) + À (0, I, I) .

Alle punten (I, À, I + À) worden getransformeerd in de punten:
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°°2 I

Ü~~) ( : J
Het beeld van l is du s de rechte:

2Î = (2, I, I) + A(2,0,3) .

2°. Is 2Ç ' het beeld van 2Ç , dan zijn de transformatievergelijkingen :

x' = 2z,
y' = x I

z' = 2y + )
Schrijven we l als: x' + y' - z' = x' - y' + z' - 2 = °,
dan blijkt dat l het beeld is van de rechte n:

x - 2y + z = - x + 2y + 3z - 2 = °.
§ 7. Opgaven.

I. De vectoren !!l, Q,2, ... , !!f zijn lineair afhankelijke vectoren in R n .

A is een lineaire transformatie van R n in R m .

Toon aa n, dat AQ,l, AQ,2, ' . ., AQ,r lineair afhankelijke vectoren in R m zijn.

2. Een lineaire transformatie van R2 in zichzelf is gegeven door :

(3,2)~(1,8) en (1,1)~(-2,1).

Bepaal de transformatiematrix en de beeldvector van 2Ç = (2,3).

(5-7)Antw.: 6 -5 ; (-11,-3).

3. Ee n lineaire transformatie van Ra in zichzelf is gegeven door:

(2,0 ,-1) ~ (0,2, -3), (0, I, I) ~ (2,1 ,4) en (1 ,1 ,0) -+ (1 ,2, I) .

Bepaal de transformatiematrix en de beeldvector van 2Ç = (- 1,2,1).
102

Antw.: (I la) ; (1,1,5) .
0 13

4. Een lineaire transformatie van R2 in zichzelf is gegeven door:

(1,1)~(3,6) en (2,1)~(4,8).

Bepaal de beeldruimte en de kern.
Antw.: 2Ç = A (1,2); 2Ç = A (2, -1 ) . j
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5. Een lineaire tran sformatie van Ra in zichzelf is gegeven door :

(1,0,0) ~ (1,0, 1), (1, 2,0) ~ (5, 2,9) en (0, 2,- 2) ~ (0, -2, - 4) .

Bepaal de beeldruimte en de kern.
Antw. : ~ = )' (1 ,0 ,1 ) + ,u (0, 1,2); ~ = ),(2, -2, 1) .

6. Van een lineaire tran sformatie va n de twee-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix:

Een lijn l in deze ruimte is gegeve n door :

~ = (4,1 ) + )'(2, 3) ofdoor 3x - 2y = 10 .

1°. Bepaal met behulp van beide voorste llingen va n l het beeld van l .
2°. Bepaal eveneens op twee manieren de rechte waarvan l het beeld is.
Antw.: ~ = (6, - I) + ). (8,7 ) of 7x - 8y = 50 ; x = (2, I) + ). (0, I) of
x = 2.

7. Van een lineaire transform atie van de twee-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix

(
a ll a12)A = ; lA l = a ll a22 - a 21a12 i=- O.
a21 a 22

Toon aan , dat het beeld van een rechte in deze ruimte weer een rechte is en dat
elke rechte in deze ruimte het beeld is va n een rechte.

8. Van een lineaire tran sformatie va n de dri e-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de det erminant van de bijbehorende matrix ongelijk aan nul.
Toon aan, dat het beeld van een vlak in deze ruimte weer een vlak is en dat elk
vlak in deze ruimte het beeld is van een vlak.

9. Van een lineair e tran sformatie van de dri e-dimensionale affiene ruimte in
zichzelf is de transformatiematrix :

(
0 -2 I)
3 I I .

-I 10

Een rechte l in deze ruimte heeft tot vergelijkingen:

x + y + z + 4 = x - y + z = 0 .

1°. Bepaal he t beeld m van l.
20

• Bepaal de rechte n waarvan l het beeld is.
3 0

• Bepaal alle punten die in zichz elf worden afgebeeld en toon aan, dat l, m en
n elkaar in één van deze punten snijden.
Antw.: x - z - 4 = y + 2z + 8 = 0; x + z + 2 = 2x + y = 0 .
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la . Een lineair e transform atie va n R4 in R5 is gegeven door:

(1 ,0 ,0,0) -+ (1,0,1,0, 2), (1, 1,0,0) -+ (1 ,1 ,3,1 ,3 ) ,
(0,0 , 1,0) -+ (I , - 2, - 3, - 2,0) en (0,0,1, I) -+ (3, - 3, - 3, - 3,3) .

1
i
tI
1

Bepaal de tran sformatiematrix, de beeldruimte en de kern .

§ 8. Optelllng van matrices; vermenigvuldiging van een matrix met een scalair.

11 . In een twee-dimensionale euclidische ruimte met orthonormale basis is een
lineaire tran sformatie gegeven door de matrix:

(C?Scp - sin CP) .
sm cP cos cP

Toon aan, dat alle vectoren om de oorsprong gedraaid worden over hoek cp .

n
n
2

1)

I
n
I
I

(J

I
I
2

2.
li:

§

\\
t r
lij

= (b~l .. . b~n )
en B . .,. .

bmI ... b rnn,

?S = À (1,0, 1,0,2) + .u (0, 1,2, 1, I) ;
, ?S = À (-1,2, 1,0) + .u (- 2, 1,0, I ).

(

all '" aln)
A = ' .. .. .

aml . · .amn

(

1 0 I 2)° I - 2 -I

1 2 -3 °°I - 2 -I

2 I ° 3

Antw. :

12. In een twee-dimensionale euclidische ruimte met orthonormale basis is een
lineaire tran sformatie gegeven door de matrix:

A = (C?S cp sin CP) .
sin cP - cos cp

Toon aan , dat elke vect or A~ verkregen wordt door ~ te spiegelen t.o .v. de
x-as en daarna om de oorsprong over hoek cP te draaien .

Zijn A en B twee m X nmatrices:

13. In een twee-dim ensionale euclidische ruimte met ort honormale basis is een
lineaire transformatie gegeve n door de matrix :

( COScP - sin CP)
- sm cP - cos cP

Omschrijf hoe men de beelclvectoren meetkundig kan verkrij gen .

dan is:

A +B ~C+bu . a~" +b'" )

aml + bmI ... a mn + b mn
(
À~ll .. . }'~ I Jl )

en ÀA = AÀ =. . .
. .

}.arn l .. . Àa mn

en
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Definitie.
Twee m X n matrices worden opgeteld door de overeenkomstige elementen op te
tellen.
Een matrix wordt met een scalair vermenigvuldigd door elk element van de matrix
met het scalair te vermenigvuldigen.
De t ransformatie met matrix A + B heet de somtransformatie va n de transfor­
mat ies met matrices A en B.
Is ~ E R n • dan volgt uit het bovenst aande:
10 . A~ + B~ = (A + B)~ ; de beeldruimte bij de t ransformatie van R n in R m
met de matrix A + B is de verbinding van de beeldruimten van de tran sfor­
maties van R n in R m met de matrices A en B ;
2°. A (À~) = (AÀ)~ = (ÀA)~ = À (A~).

Opgaven.
1. A. B en C zijn drie m X n matrices. Bewijs:
1°. A + B = B + A; (A + B) + C = A + (B + C) ;
2°. (}.,u)A = À (,uA) ; (À + ,u)A= ÀA + ,uA ; À (A + B) = ÀA + ÀB .

2. Bewijs dat de som van tw ee lineaire transform aties van R n in R m weer een
lineaire transformatie van R n in R m is.

§ 9. Vermenigvuldiging van matrices.

We beschouwen een lineaire transformatie A van Rn in R m en een lineaire
transformatie B van R p in Rn, met matrices t.o .v. gegeven lineair-onafhanke­
lijke basissen van R n, R m en R p:

(

all . .. aln) _ (b~l . . . b.1P)
A = : : en B - . .... ..

aml . .. a mn bnl . . . bnp

Een vector ~ E R p gaat door transformatie B over in y = B~ E R n en y E R n
gaat door transformatie A over in z = Ay = A (B~) E Rm.
Door eerst de transformatie B en daarna de transformatie A uit te voeren, wordt
dus elke vector ~ E R p getran sformeerd in een vector Z E R m. vVe noemen deze
transformatie de produkttransformatie van A en B. We ste llen deze produkt­
tra nsformat ie voor door AB. Deze produkttransformatie AB van Rp in R m is
Weer een lineaire transformatie; voor elk tweetal vecto ren ~l en .;s2 in Rp geldt
immers :

AB(~l + ~2) = A{B(~l +~2)} = A(B~l +B~2) = A(B~l) + A(B~2) =
=AB~1+AB~2

en
AB(À~) = A{B(À~)} = A{J.(B~)} = ÀA(B~) = ÀAB~ .
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Stellen we Z = A (B~) = C~ , dan is C een m X p matrix, du s :

(

cn Cu Clp )

C = C~l C~l C~p .
· . .· . .· . .

Cml ... Cml ··· Cmp

De kolomvectoren van C zijn de getransformeerde eenheidsvect oren van Rp.
Is ~l de lde eenheidsvector van Rp, dan is dus :

Verder is :

Daar C~l = A (B~l) voor l = 1, 2, .. .,p is :

Ckl = akI bu + ak2b21 +... + aknbnl voor k = 1,2 , . .. , m en l = 1,2, . .. , p .

He t element Ckl uit de kde rij en de lde kolom van C is dus gelijk aan het rij­
kolom-produkt van de kde rij van A en de lde kolom van B.
We krijgen zo de volgende definitie van het produkt van twee matrices:

Definitie.
I s A een m X n matrix en Been n X p matrix, dan is AB een m X p matrix.
H et element van de kde rij en de ld e kolom van AB is het rij-kolom-produkt van de
kde rij van A en de lde kolom van B .

Voor het produkt van drie matrices geldt (indien dit produkt mogelijk is) de
associatieve eigenschap:

(AB)C = A (BC) .
Bewijs.
Zij A een m X n matrix, Been n X p matrix en C een p X q matrix, dan bestaat
zowel (AB)C als A (BC).
Zij ~ een vector in R q , y = C~, z = By en u = Az .

D

V

dl

en

0,
1.
is

2.
mI
tw
m,
Et
We

3.
n r

Eel
De

We
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Dan is:
11 = A (By) = (AB)y= (AB)(C~) = { (AB)C}~ en
l; = B (C~) = (BC)~ du s 11 = A{(BC)~} = {A (BC) }~ .

Voor iedere vector ~ E R q geldt dus:

{(AB) C}~ = {A (BC)}~
dus

(AB)C = A (BC) = ABC.

Toon aan (indien de sommen en de produkten van de matrices mogelijk zijn):

A (B + C) = AB +AC
en

(A + B)C = AC +BC .

Opmerkingen.
1. De produktmatrix AB bestaat alleen , als het aantal kolommen van A gelijk
is aan het aantal rijen van B.

2. Uit de definitie van het produkt van een matrix Amn en een kolomvect or ~
met n kentallen in §3 blijkt, dat dit een bijzonder geval is van het produkt van
twee matrices. We kunnen daarbij de kolomvector ~ opvatten als een n X I
matrix.
Het produkt van een rijvector y met m kentallen en een matrix Amn kunnen
we opvatten als het produkt van een I X m matrix en de matrix Amn.
3. Bij een transformatie van R n in zichzelf heeft de transformatiematrix A
n rijen en n kolommen:

a nI an2 .. . ann
We noemen lAl de transformatiedeterminant.

(

all a12 aln)
A = ar"' a~n .

anI a n2 ann
Een matrix die evenveel rijen als kolommen bevat, heet vierkante matrix.
De elemente n all, a22, . . ., ann vormen de hoofddiagonaal ; de elementen aln ,
a2 n- l .. ., anI vormen de nevendiagonaal van de vierkante matrix.
Met de bij een vierkante matrix A behorende dete rminant lAl bedoelen we:

all a12 aln
a2l a22 a2n[A] =
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Als bij een transformatie A van R n in zichzelf iedere vector in R n op zichzelf
wordt afgebeeld, dus als voor iedere Lf E Rn geld t: Alf = Lf, dan heet de
transform atie een eenheidstramsformatie. De daarbij behorende (vierkante)
transformatiematrix wordt voorgest eld door E nn of kortweg door E. Daar ook
de eenheidsvecto ren in Rn op zichzelf worden afgebeeld , zijn de elemente n van
E nn op de hoofddiagonaal alle 1, t erwijl alle andere elementen nu l zijn :

(
10 0)

E = 0 1 0nn . . . .
. . ... .
o O.. . 1

Voor elke eenheidsmat rix geldt: IEn nl = 1 .

Toon aan:
10. Is Amn een m X n matrix en E nn een eenheidsmatrix , dan is de produkt­
matrix:

AmnE nn = Amn .

20
• Is Amn een m X n matrix en E mm een eenheidsmat rix, dan is:

EmmA mn = Amn .

30
• Is Ann een n X n matrix en E nn een eenheidsmatrix, dan is:

EnnAnn = AnnEnn = Ann .

40
• Is Amn een m X n matrix en zijn E mm en E nn eenheidmatrices, dan is :

).Amn = (}.Emm)A mn en AmnA = Amn (AEnn) .

Het produkt van een matrix met een scalair kan dus beschouwd worden als een
bijzonder geval van het produkt van tw ee matrices.

1
t

5
j

1
2

1
1
d
1\
E
1

o
(i
V
A
r

4. Is A een m X n matrix en Been n X p matrix, dan is AB een m X p matrix ,
terwijl BA voor m -=1= p niet bestaat .
Is A een m X n matrix en B een n X m matrix, dan is AB een m X m matrix
en BA een n X n matrix. Voor m =1= n is dus AB -=1= BA.
Ook als A en B twee n X n matrices zijn, is in het algemeen AB -=1= BA.
Stel bijv.:

en B ( 2 1)
- 1 3 '

dan is

AB = (~ I~) en

Hieruit volgt:
Voor het produkt van twee matrices geldt de commutatieve eigenschap niet. v(
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In bijzo ndere gevallen kan de commut atie ve eigenschap wel gelden; we zagen
dit reeds bij EnnAnn = AnnEnn = Ann .
Zo is ook voor

A = (C?S({Jl - sin ({Jl) en B = (C?S ({Jz - sin ({JZ)
sin ({Jl cos ({Jl sm ({JZ cos ({Jz

- sin (({Jl + CJz))
cos (({Jl + ({Jz) .

Too n dit ook aan , door in Rz een orthonormale basis te kiezen en dan de lineaire
transforma t ies met A en B als matrices meetkundig te beschouwen.

5. Noeme n we de kolomvectoren van B 121 (l = 1,2, .. ., p) en de rijvectoren van
A ~k (k = 1,2, ... ,m), dan is volgens de definitie van AB = C:
1°. A . (lde kolomvector van B) = lde kolomvector van C ,
2°. (kd e rijvector van A) . B = kd e rijvector van C.

Toepassing.
In een euclidische vectorruimte E4 is een lineaire deelruimte Dz opgespannen
door de vecto ren ~ = (1,1,0,0) en 12 = (0,2 , I, I) .
Men proj ect eert alle vectoren in E4 loodrecht op Dz.
Bepaal van de lineaire transformatie de matrix A en de kern.
To ón aan: AZ = A.

Oplossing.
(zie hfdst. XV § 3)
Van de tran sformatiematrix A zIJn de kolomvect oren achte reenvolgens
A~l, A~z, A~3 eh A~4.

Deze vecto ren liggen in Dz, dus:

A~k = ).kil- + ,ukb = (Àk, ..h + 2,uk,,uk,,uk), (k = 1,2,3,4).

Verder is ~k - A~k J.. Dz, dus J..il- en _L12 .
Hierdoor onts taa n vergelijkingen waaruit we de waarden voor À en ,u kunnen
bepalen. We vinden:

).[ = !, ,uI = - t ; ).z = ,uz = t ; ).3 = -:! ' ,ua = ;} , )'4 = - ±, ,u4 = 1·
De transformatiematrix is:

(
3I-I-I)

1 1 3 1 1
A = 4 - 1 1 1 I'

- 1 1 1 1

De kern va n de t ra nsforma tie is het or thogona le complement van 1)z. Hieruit
volgt, dat een ba sis van de kern is: (1, -1, I , I) en (1 , -1,3, -1).
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Uit de kwadratering van A blijkt: A Z = A. Dit is ook als volgt te zien .
De loodrechte proj ecti e van ~ E E4 op D2 is A~. De loodrechte projectie van
A~ E E4 op Dz is weer A~ , maar ook A (A~) ·= A2~ . Voor elke vector ~ E E4

geldt dus AZ ~ = A~, dus A Z = A .

§ 10. Getransponeerde matrix; symmetrische matrix; nulmatrix.

De matrix die ontstaat door van een matrix A de overeenkomstige rijen en
kolommen te verwisselen, heet de getransponeerde matrix van A. We geven de
getranspo neerde matrix van A aan met AT, dus als :

A ~ ( : :: : : ::}

aml a m2 . . . a mn
(

all a2l aml)

d
. AT _ alZ a22 am2an IS - .. .•

.. ... .
aln a2n ... a mn

Uit de definitie va n getransponeerde matrix volgt onmiddellijk:
Zijn A en B twee n x n matrices, dan is:

(AB)T = BT . AT .

Daar de waarde va n een det erminant niet verandert als we de overeenkomstige
rijen en kolommen verwisselen, geldt voor een vierkante matrix :

Toon aan:
1°. Zijn A en B twee m X n matrices, dan is:

(A + B)T = AT + BT.

2° Voor elke matrix geldt: de rang van AT = de rang van A.

Een symmetrische matrix is een matrix waarvan de elementen akI en alk aan
elkaar gelijk zijn .
Een sy mmetrische matrix is du s een vierkante matrix . Voor een symmetrische
matrix A volgt uit de definitie : AT = A ; in het bijzonder is E nnT = E nn .
Onder een nulmatrix verst aan we een matrix waa rvan alle elementen nul zijn.
Een nulmatrix wordt aangegeven met O. Is de nulmatrix een m X n matrix,
dan worden alle vectoren in R n door de transformatie met de mat rix 0 afge­
beeld op de nulvector in R m. De nulvector in R mis dan de beeldru imte, terwijl
de gehele Rn de kern van deze transformatie is.

Toon aan :

Is A symmetrisch , dan is (A~,y) = (~ , A y) en omgekeerd .

\

I­
\1

iJ
(:
/j
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§ 11. Inverse transformatie.

Definitie.
Een vierkante matrix A heet regul ier, als [A] :::j=. O.
I s lAl = 0 , dan heet A singulier.

Uit deze definitie volgt:
Van een reguliere n X n matrix is de ran g = n ; van een singuliere n X n matrix
is de rang < n.
Van een lin eaire tran sformatie van R n in zichzelf is de reguli ere transformatie­
mat rix:

(

au al2 aln)

A = a~l ar2 ar n ,

anI a n2 a nn

JAI :::j=. O.

Een vec tor ~ = (Xl,X2, . .. , xn) in R n wordt get ransformeerd in een vector
y = (YI,Y2, . . ·, Yn) in R n, du s A~ = y. Met behulp van de t ra nsformat ie­
verge lijki ngen :

n

~ a kl x l = Yk ,
l ~l

(k = 1,2, . . ., n) (I )

zijn de kentallen van de beeldvector y = A~ uit de kentallen van ~ t e bepalen .
We kunnen omgekeerd naar de kentallen x j , X2, . . ., Xn van de vec to r ~ vragen,
als de kentallen YI, Y2, . . ., Yn van de beeldvector y gegeven zijn. We vragen
da n naar de vector ~ E Rn waarvan de gegeven vect or y E R n de beeldvect or
is. Hiertoe moet en we uit het ste lsel van n niet-homogene vergelijkingen (I )
bij gegeven YI,Y2, ... ,Yn de nonbekenden XI ,X2, . . .,Xn oplossen. Daar lAl :::j=. 0,
vinden we uit ( I) met behulp van de regel van Cramer bij elke y E Rn één
vector ~ E R n.
De oplossing is:

I
Mn YI -M21Y2 + . .. + (_I)n+l :Mnl Yn)Xl = IAI(

I
+ lVb Y2 + . . . + (-l) n+2Mn2Yn)X2 = lAl ( - l\h 2YI

(2)

. I
Xn = iAl((- I)I +nMlnYI + (- I)2+nl\IznY2 + . . . + (_1 )2n MnnYn)

Hierin is Mkl de min or va n het element a ki van de det erminant lAl.
We kunnen de vergelijkingen (2) beschouwen als vergelijkingen van een
tra nsforma tie die een beeldvect or (YI, Y2, . .. ,Yn) tot de oor spronkelijke vect or
(Xl, X2, ... ,xn) terug tran sformeert. Deze lineair e tran sformati e noemen we de
inverse van de oorspronkelijk e transformatie A ; we stellen haar voor door A --I .
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De inverse transformatiematrix van A is:

f Mil - M21 (- I)n+! Mnl)

A- I = ~ ( -M12 +M22 (-I )n+2Mn2
lAl : : : .

(- Ij1+nMln (_1 )2+nM2n . .. (_1 )2n Mnn

Merk op: Als A2Ç = y, dan is 2Ç = A-Iy .
Uit Y = A2Ç en 2Ç = A-ly volgt :

Enny = A2Ç = AA-Iy en E nn2Ç = A-Iy = A-IA2Ç .

Daar dit geldt voor elke 2Ç E Rn en elke y E R n is:

AA - 1 = A-I A = E .

(3)

Uit het bovenstaa nde volgt, dat elke reguliere matrix minstens één inverse
matrix heeft.

Stelling.
Elke reguliere matrix heeft één en slechts één inverse matrix.

Bewijs.
Stel dat B en C twee inverse matrices va n matrix A zijn, dan is BA = AB =
= CA = AC = E.
Uit BA = AC = E, volg t : B = BE = BAC = EC = C, dus B = C.

Voor een lineaire tran sformatiematrix en de inverse matrix gelden nog de
volgende eigenschappen :

Eigenschap 1.
Is A een reguliere matrix, dan is:

IA- Il
1

lAl ·

Bewijs.
Daar A regulier is, is [AI -=I=- 0 .
Uit A-IA = E volgt :

IA-I I . lAl = IA-lAl = IEl = I, dus IA- Il = I ~I ·

Is A reguli er, dan is dus ook A- I regulier.
Eigenschap 2.
Zijn A en B twee reguliere n x n matrices, dan is

(AB)-l = B- l A-I .
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Bewijs.
Daar A en B regulier zijn, is lAl =1= 0, IB I =1= 0 en IAB I =1= 0, zoda t A-I , B -l
en (AB) - 1 best aan.
Daar (AB)(B -1A -l) = A (BB-1) A- 1 = AEA -l = AA -l = E, is B -IA-l de
inverse van AB.

Merk op : De inverse van E is weer E. Hieruit volgt: AA - 1 = E = (AA-1) - 1

= (A-I)- 1 . A- 1 . De inverse van A-I is dus (A- 1) - 1 = A.

Opmerking.
Uit formule (3) voor A-I blijkt, dat A- 1 op de volgende wijze kan worden
bepaald :
1°. Verva ng elk element va n A door de bij dat element behorende minor uit de
tran sformatiedet erminant ;
2°. Geef elke minor het passende teken;
3°. Verwissel de rijen met de overeenkomstige kolommen ;
4°. Deel elk element van de aldus verkregen ma t rix door lAl.

Voorbeeld.
1. Bepaal de inverse matrix van:

(
0 -1 I)

A= 1 00.
o 1 I

Iste manier. Daar lAl = 2 bestaat A-I . De minoren van lAl zijn:
o 1 I

-2 0 0
o -I 1.

De van het juiste teken voorziene minoren zijn:

o -I 1
2 0 0
o 1 1.

Door verwisseling van rijen en kolommen en deling door lAl = 2, ontstaat:

A-I = (-~ ~ ~).
tOt

Controle.

o I 0 (0 - 1 1 ( 1 0 0

A-IA = (-; ~;) ~ ~~) = ~ ~ ~) = E.

2d e manier. Voor de inverse matrix A-I geldt:
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-I 1 I 0 V
00) =(01 0 .
1 1 0 0 1

We vormen in beide matrices dezelfde lineaire combina ties van de kolom­
vec to ren zà. dat de kolomvectoren in de linker matrix de eenheidsvecto ren
~ 1. ~2 en ~3 worden . \Ne krijgen dan achtereen volgens:

0 0

~)
1 0

~) G
0

~) ~
0 0

A - 1 . (~ 0
= (~ I A -I. 0 .1 ~) ;2

2 1 1 t

G
0

V (i
0

-~) .
I 0

~ (-~
1

~)A -I . 0 t A -I . (~ 1 02 ,
1 i t 0 2 0 t

dus is:

0 I 0

A -I = (-t 0 t) .
"2 0

§ 12. Rang van een produktmatrix.

Stelling t.
Zijn YI, Y2, • • •, YP vectoren in Rn en is A een reguliere n X n .rnatrix, dan is het
maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van AYhAY2,. ••,Ayp gelijk
aan het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van Yh Y2,• • •, Yp.

Bewijs.
Stel het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren va n Y1 , Y2, . . ., Yp
gelijk aan r.

Voor r < k ~ p vormen Y1,Y2,.. . , Yk dan een lineair-afh ankelijk ste lsel; er
bestaan dus k getallen À die niet alle nul zijn waarvoor:

À1Y1 + À2Y2 + . . . + ÀkYk = 9 .

Voor dezelfde waarden van À is da n ook:

AP·IY1 + À2Y2 + . .. + ÀkYk) = À1AY1 + À2AY2 + . .. + Àk A Yk = A g = g.

Voor elke A (reguli er of singulier) en r < k ~ P vormen de vectoren
AY1, A Y2, . . . , A Yk du s een lin eair-afh ankelijk stelsel.
Het maximale aa n tal lineair ona fha nke lijke vectoren van AY1, AY2, ' .. , AYr
is du s niet gro te r dan r.

Is A reguli er , dan best aa t A - 1. Is k niet groter dan r en vormen Y1 . Y2, . . ., Yk
een lineair-onafhankelijk st elsel, dan volgt uit:

}.I A Y1 + }.2AY2 + ... + }'kAYk = Q c
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dat

of
}.lYl + À2Y2 + . . . +ÀkYk = Q .

Daar dit laatst e slech ts geldt als elke À gelijk is aan nul, is ook

À1AYl + }.2 AY2 + .. . + ÀkAYk = Q

dan en slechts dan, als elke À gelijk is aan nu l.
De vectoren AYl,AY2, ... ,AYk vormen dan dus ook een lineair-onafhankelijk
ste lsel.
Voor A regulier is du s het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren van
AYI, AY2, . .. , Ayp gelijk aan het maximale aantal lin eai r onafhankelijke
vect oren van YI, Y2, .. .,YP .

Stelling 2.
Zijn A en B twee n X n matrices en is A regulier, dan is de rang AB = de rang
van BA = de rang van B.

Bewijs.
De rang van B = het maximale aantal lineair onafhankelijke kolomvectoren
va n B. We noem en de kolomvectoren van B: l:h, 122, . . .,12n .
De kolomvectoren van AB zijn dan: A12I, A122, . .. , A12 n .
De rang van AB = het maxim ale aa ntal lin eair onafhankelijke kolomvectoren
van AB. Volgens ste lling I zijn deze maxima aan elkaar gelijk , dus:

ran g AB = ran g B .

Verder is: rang BA = ra ng (BA)T = rang ATBT .
Daar A reguli er is, is AT ook reg ulier; dus ra ng ATBT = rang BT = rang B .
Hieruit volgt:

rang BA = rang B .

Stelling 3.
Zijn A en B twee singuliere n X n matrices, dan is:

rang AB ~ minimum (rang A, rang B).

Bewijs.
We noem en de kolomvect oren van B : 121,122, . . ., 12n .
De kolomvectoren van AB zijn dan: A12I, A122,' .. , A12 n .
In het bewijs van ste lling I blijkt, dat het maximale aantal lineair onafhanke­
lijke kolomvectoren van AB niet groter is dan het maximale aantal lineair
onafhankelijk e kolomvectoren van B, dus rang AB ~ rang B .
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Verde r volgt uit: ran g AB = ran g (AB) T = rang BT AT ~ rang AT = rang A ,
dat rang AB ~ ran g A .
Zo hebb en bijv. de singuliere matrices:

A = (~ ~) en B = (~ ~)
beide de rang 1 .

AB = (~ ~) heeft de rang 0 en BA = (~ ~) heeft de rang 1 .

Opmerking.
Uit het bovenstaande volgt voor n X nmatrices:
Is A of B singulier, of zijn beide singulier, dan is AB ook singulier.
Zijn A en B beide regulier, dan is ook AB regulier.
Dit kan men ook inzien in verband met: IABI = lAl. IB I èn A is clan en slechts
dan regulier als lAl -=I=- 0 .

§ 13. 8 asistransf ormatie.

Voor elke vect or l:Ç = [xj, X2, . . . , xn ) in R n geldt:

(1)

Hierin vormt het stelsel vectoren 121,122, ... ,12n een lineair-onafh an kelijke basis
in R n .

Kiezen we in R n een andere lineair-onafhankelijke basis, gevo rmd door de
vectoren Çl, Ç2, . . . • Çn zo dat :

(k = 1,2, . .. , n) (2)

dan is de vector l:Ç = (x. , X2 • . . . • x n) op één manier lineair in de nieuw e basis­
vectoren uit te drukken .
Zijn de kental1en van l:Ç ten opzichte van de nieuwe basis : XI', X2' , .. . .x.,' ,
dan is:

Substitueren we hierin voor Çl, Ç2, . . . , Çn de uitdrukkingen (2) dan vinden we
na enige herleiding:

n n n

25 = 1h ~ Cl k X k ' + 122 ~ C2kXk' + ... + Q n ~ Cn k Xk' .
I 1 1

In verban d met (I ) volgen hieruit de betrekkingen tussen de kental1en xr , X2, . .. ,

x n va n een vector t .o.v. de oude basis en de kental1en XI' ,X2' , .. . ,xn ' van die
zelfde vect or t .o.V. de nieuw e basis:

1\
v
1.

§
t r

Z
E

"m
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n

x i ~ Clk Xk' = Cu Xl' + CJ2 X2 ' +... + CJ n x.,'
I
n

~ C2k Xk ' = C2J xi ' + C22 X2' +.. . + C2nXn '
I (3)
n

X n = ~ Cn k X k' = Cn I XI ' + Cn2 X2' +.. . + Cn nX n '
I

Deze bet rekkingen het en transformati eformules, niet va n een vecto rt ransfor­
matie, maar van een basistransformatie. d .w.z. bij overgang van een lineair­
onafha nkelijke basis op een andere lineair-onafhankelijke bas is.
Het blijkt , dat de oude ken tallen lineair in de nieuwe kentallen worden uit­
gedrukt.
De matrix :

(

CU Cl 2 .. . Cln)

C = C~ l C22 . . . c~n ,

. Cn l Cn2 . . . Cn n

die de basist ransformatie bepaalt, heet de matrix van de basistransformatie.
Hieruit volgt :
De kolomvectoren van de matrix van een basistransformatie zijn de vectoren
van de nieuwe basis met kentanen t.o.v. de oude basis.

Daar de kolomvectoren een lineair-onafha nkelijk ste lsel vormen, is bij overgang
van een lineair-onafhankelijke basis op een andere lineair-onafhankelijke basis
de matrix van de basistran sformatie een reguliere matrix.
Met behulp van de matrix C zijn de tra nsforma tieformules aldus te schrijven :

Merk op, dat ~ en x' hier dezelfde vect or voorst ellen . Bij ~ behoren de kentallen
van een vecto r t .o.V. de oude basis, bij x' de kentallen van dezelfde vector
t.o. v. de nieuwe basis.

§ 14. Invloed van een basistransformatie op de matrix van een lineaire vector­
transformatie.

Zij A de matrix van een lineair e vector tra nsformatie van R n in zichzelf.
Elke vector ~ E R n wordt dan afgebeeld op één vecto r y E Rn zo, dat y = A~ .
We kiezen nu in Rn de nieuwe basis (2) van § 13 en noemen de vectoren ~ en y,
ma ar nu t .o.V. de nieuwe basis, ~' en y' .
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Daar ~ = C~ ' en y = Ci ' volgt uit Y = A~:

Cy' = AC~' .

Daar C regulier is, bestaat C-I . Hieruit volgt:

y' = C- I AC~ ' = B~', met B = C- IAC .

Met B bedoelen we de matrix van dezelfde lineaire vectortra nsformatie als
die met matrix A, maar nu t. o.V. de nieuw e basis. We noemen B geliJkwaardig
of equ ivalent met A en schrijven B Cf) A .

Definitie.
Een n X n matrix B is geliJkwaardig of equivalent met een n X n matrix A, als
er een regul iere n X n matrix C bestaat zo, dat B = C-I AC .

Is C regulier en is B = C- IAC , dan is de rang van B gelijk aa n de rang van A.
Twee gelijkwaardige matrices hebben du s dezelfde rang.

Uit de definitie van gelijkwaardigheid van twee matrices volgt :
1°. Gelijkwaardigheid va n twee matrices is een ref lexieve relatie, d .w.z. A Cf) A ,
immers A = E-l AE .
2°. Gelijkwaardigheid van matrices is een symmetrische relatie, d .w.z. uit A Cf) B
volgt B Cf) A , immers:
Uit A Cf) B volgt , dat er een reguli ere matrix C best aat zo, dat A = C- I BC.
Hieruit volgt: B = CAC- I . Noemen we C- I = Cl , dan is C = Cl- I, dus
B = CI- IACI of B Cf) A .
3°. Gelijkwaardigheid van matrices is een transitieve relatie, d .w.z. uit AI C'.) A2
en A2 Cf) Aa volgt Al Cf) Aa , immers:
Er best aan twee reguli ere matrices Cl en C2 zo, dat Al = CI- IA2CI en
A2 = C2-lAaC2 .
Hieruit volgt : Al = CI-I C2- I AaC2CI = (C2Cl)-IAa (C2CI) , du s Al Cf) Aa .
Elke betrekking die zowel reflexief , symmet risch als tran sitief is, heet een
equivalente relatie.
Gelijkwaardigheid van matrices is dus een equivalente relatie.

§ 15. Orthogonale transformaties.

In deze paragraaf gaan we uit va n een euclidische vectorruimte En met een
orthonormale basis.

Definitie.
Een lineaire transformatie van een euclidische vectorru imte En in zichzelf heet
orthogonaal, als de eenheidsneetoren van En, die een orthonormale basis vormen,
getransformeerd worden in vectoren in En die weer een orthonormaal stelsel vormen.
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-I
2

-2

De matrix die bij een orthogonale transformatie behoort, noemen we een
orthogonale matrix .
De kolomvectoren van een orthogonale matrix hebben dus alle de lengte één
en staan twee aan twee loodr echt op elkaar.
Zo is bijv.:

de orthogonale matrix die hoort bij een orthogonale transformatie van E 3 in
zichzelf .
Is

(2)

(1)A ~ c: ::: ···:n
anI a n2 . .. ann

de matrix van een orthogonale transformatie van de euclidische vectorruimte
En in zichzelf, dan i!':

alk 2 + a2k2 + . . . + a nk2 = 1 , (k = I'2, .. ., n)jen
alkall + a2ka21 + ... + ankani = 0

voor k = 1, 2, . .. ,n, 1= 1, 2, . . ., n en k 01= I.
Uit bovenstaande volgt : I s A orthogonaal , dan is AT. A= E en omgekeerd .
Stelling t.

Bewijs.
1°. Zij K = (Xl,X2, ... , x n) en AK = (Xl',X2', .. .,xn') en zij (I) de orthogonale
transfo rma tie matrix A, dan is:

+ alnXnî
+ a2n X n l

+ annx J

Xl' = all xi + al2 X2 + .
X2~ = a21 Xl + a22 X2 + .

Dus

Bij een orthogonale transformatie A van een euclidische vectorruimte En in
zichzelf is:
t 0 . de lengte van elke vector K E E n gelijk aan de lengte van de beeldvector AK;

2°. de hoek tussen de vectoren K EEn en Y E En gelijk aan de hoek tussen de
beeldvectoren AK en Ay. -

n

IAKI2 = (Xl')2 + (X2 ')2 + .. . + (Xn ')2 = ~ (akI x, + a k2X2 + . . . + a knXn)2 .
k e L

Herleiden we het rechter lid , dan volgt ui t (2) dat de coëfficiënten van Xk 2 alle
gelijk zijn aan I en dat de coëfficiënten van XkXI (k 01= l ) alle nul zijn .
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Hieruit volgt:

dus:

2°, Zij Y = (Yl,Y2,' . ·,Yn) en Ay = (Yl',Y2', .. ..y.,') , dan is :

Yl: = au yi +a12Y2 +, . , + aln Ynî
Y2 = a21 Yl + a22 Y2 + ' . , + a2nYn l

ys ' = asi yi + an2Y2 + , , , + annyJ

Dus het inwendig produkt
n

(A~ , Ay) = ~ (au xi +a k2x2 + , , . + a knXn) (avi yi + ak2Y2 + .. , + aknYn) ,
k e L

Uit (2) volgt weer na herleiding van het rech ter lid , dat de coëfficiënten van
XkYk alle gelijk zijn aa n I en dat de coëfficiënten van X kYl (k =1= l) alle nul zijn.
Hieruit volgt:

(A~ , Ay) = XIYl + X2Y2 + . .. + XnYn = (~,y) .

Zij q; de hoek tussen de vectoren ~ en y en tp' de hoek tussen de bee ldvectoren
A~ en Ay, dan volgt ui t

(x. y) , (A~ , Ay)
cos q; = 12Î 1. Iy l en cos q; = IA2Î 1. IAy l

dat de hoe k tussen de beeldvectoren A2!; en Ay gelijk is aan de hoek tussen de
vectoren 2!; en y.

Stelling 2.
Als bij een lineaire transformatie A van een euclidische vectorruimte En in
zichzelf elke vector 2!; E E n dezelfde lengte heeft als de beeldvector A2!; , dus als
(2!; ,2!;) = (A2!; , A2!;), dan is de transformatie orthogonaal.

Bewijs.
Zijn ~l , ~2" .. , ~n de eenheidsve ctoren in En dan is, daar IA2!; 1 = 12!;1 voor elke
2!; E En ook I A~k l = I~kl = I voor k = 1,2, . .. ,n.
We moeten nu nog aantonen dat de beeldvectoren van de eenheidsvecto ren in
En t wee aan twee loodrecht op elkaar staan . Daartoe tonen we aan, dat de
hoek tusse n elk tweet al vectoren 2!; en y in En gelijk is aan de hoek tussen de
beeldvect oren A2!; en Ay,
Uit /2!; + y l = IA2!; + Ay l volgt :

I

I-

I:
0:
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of
(x.x) + (y,y) + 2 (~,y) = (A~,A~) + (Ay,Ay) + 2 (A~,Ay)

en daar

IS:

(x.x) = (A~,A~) en (y,y) = (Ay,Ay)

(~,y) = (A~,Ay) .

Hieruit volgt:
Als bij een lineaire t ransformatie A van En in zichzelf elke vector even lang
is als de beeldvector, dan is het inwendig produkt van ~ E En en y E En gelijk
aan het inwendig produkt van A~ en Ay; uit het bove ngenoemde volgt dan
weer, dat de hoek tussen A~ en Ay gelijk is aan de hoek tussen ~ en y.

Opmerking.
Uit het bovenstaande volgt :
Opdat een lineaire transformatie A van een euclidische vectorruimte En in
zichzelf orthogonaal is, is het nodig en voldoende da t elke vector ~ E R n de­
zelfde lengte heeft als zijn beeldvector A~ , dus dat:

Stelllng 3.
De determinant van een orthogonale matrix is gelijk aan ± I .

Bewijs.

(

all al2 aln) ( all a2l anI)
I A = a21 a22 a2n dan i AT = a12a22 a n2s . . . , an IS .. .. .. ..,. .. . . .

anlan2 ... ann alna2n· . . ann
Is A een orthogonale ma trix, dan volgt uit (2):

0 0)
~ f = E

0 1
Hieruit volg t:

IATAI = IATI . lAl = 1 en daar IATI = lAl, is:

IAI2 = I, dus lAl = ± 1 .

Is lAl = I , da n hee t A dir ect orthogonaa l; is lAl = - I , dan heet A gespiege ld
orthogonaal.
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Stelling 4.
Voor een orthogonale matrix geldt : A-I = AT.

Bewijs.
Daar A orthogonaa l is, is lAl oF- 0 . Elke orthogon ale matrix A heeft dus een
inve rse A-I. Nu is:

A-I = EA -I = (ATA)A-l = AT (AA-I) = ATE = AT.

Opmerkingen.
1. Uit deze stelling volgt:

AAT = A A-I = E .

Ook de rijvectoren van een orthogonale matrix hebben dus de lengte 1en staan
twee aan twee loodrecht op elkaar.
2. Omgekeerd volgt uit A-I = AT ,dat A een orthogonale matrix is .
Stelling 5.
Het produkt van twee orthogonale matrices is weer een orthogonale matrix.

Bewijs.
Zijn A en B twee orthogonale matrices, dan is:

ATA = E en BTB = E .

Is C = AB, dan is CT = BTAT = B -IA-I , dus:

CTC = (B -IA-I)(AB) = B -l (A-IA)B = B -IB = E

Hieruit volgt, dat C = AB weer een orthogonale matrix is .

Als eenvoudige toepassing ste llen we ons nu de vraag welke orthogonale 2 X 2
matrices er bestaan .
St el:

is een orthogonale transformatiematrix van E2 in zich zelf .
De beeld vectoren A~1 = (au, a21) en A~2 = (aI2' a22) hebben de leng ce 1, du s

We kunnen dus stellen:

au = cos q;, a21 = sin q; , a12 = cos 1jJ en a22 = sin 1jJ •

Uit A~1 .L A~2 volgt :

clus :

cos q; cos 1jJ + sin rp sin 1jJ = 0 of cos (q; - 1jJ) = 0 .

Hieruit volgt:

s

s
t
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dûs:

cos 'IJ! = - sin cp en sin 'IJ! = cos cp àf: cos 'IJ! = sin cp en sin 'IJ! = - cos cp .
De mat rix heeft dus de vorm :

A = (C?Scp - sin CP), öf A = (C?ScP sin CP) .
sin cP cos cP sm cP - cos cP

In het eers te geval is [A] = I ; de transformatie is dan direct or thogonaal.
In het tweede geval is lAl = - I ; de tran sformatie is dan gespiegeld ortho­
gonaal.

§16. Orthonormale basistransformatie.

Wordt een euclidisc he vectorruimte En opgesp annen door een orthono rmale
basis en gaan we over op een nieuwe orthonormale basis, dan spreken we van
een orthonormale basistransfo rmatie.
Zijn Xl, X2, .. . , Xn de kentallen van een vec to r ~ E En ten opzichte van de
oorspronkelijke basis en zijn xj ' , X2 ' , . .. , x n ' de kentallen van dezelfde vector
~ , die we x' noem en, ten opzichte van de nieuwe basis, dan volgt uit § 13:

~ = C~ ' .

Hierin is C de matrix van een orthonormale basistransformatie.
De kolomvect oren va n de matrix C zijn de vect oren van de nieuwe basis me t
kentallen t. o.v. de oude basi s. Daar de nieuwe basisvectoren een orthonormaal
ste lsel vo rme n, is C een orthogo nale matrix.
Is A de matrix van een lineaire transformatie van En in zichz elf t.o .v . de oor­
spronkelijke basis en is B de matrix van dezelfde tran sformatie t.o.v. de nieuwe
basis, dan is volgen s § 14:

B = C-1AC .
Daar C en C-1 orthogon aal zijn, is ICI = IC- II = I öf ICI = IC- II - 1 .
Hierui t vo lgt :

IBI = IC- 1ACI = IC- 1
1 . [A}. ICI = lAl ·

Is A or thogo naal, dan is ATA = E ; daar C orthogonaal is, is C- 1 = CT ;
dus BTB = (C- IAC)T(C-1AC) = (AC)T(C-1)T(C-1AC) = C-1ATCC-1AC =
C- IATAC = E.
We zien dus :
Bij overgang van een orthonormale ba sis van En op een nieuwe ortho normale
basis gaat een orthogo nale transformatiematrix A ov er in een met A equiva­
lente tran sformatiematrix B die ook orthogonaal is.
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§ 17. Opgaven. 6.

I. Bepaal de inverse van elk der onderst aande mat rices en con troleer het an t ­
woord :

We nemen aan, dat in elke euclidische vect orruimte die in de opgaven ter
sprake komt, een or tho norma le basis is gekozen.

-2
I
o

-I)2 ;
1

( ~
-I

-2 0)
- 5 5 ;

2 I (

2 0
2 - I
1 2
o 2

1
o

-2
2

-;)
o .
I

7.
zi

8.
dé

9.

2. Van een lineaire transformatie van R3 in zichz elf met transformatiematrix A
is gegeven:

Toon aan:

3. Voor welk e waarden van a heeft de matrix

la

11
ni .

12
A2

a.
1°.
2°.

2

A= (I
a 2

een inverse?
Antw.: a -=j=. -I en a -=j=. -4±3Y3 .

a 3)
-3 I

7 3

3°

b.

4. Door een lineaire transformatie van R3 in zichzelf gaan de vect oren:

!!I = (1 ,1, I), !!2 = (1,0, I) en !!3 = (3,1 ,0)

respectievelijk over in:

YI=(3,2,0), Y2 =(-1,2,-2) en Y3 =(7,6 ,-I).

a. Bepaal de transformatiematrix A en onderzoek of deze een inverse heeft.
b. Bepaal de kern en de beeldruimte van de transformatie.

Antw. A ~ U~ ]. geen A - , • '(D ,U) + # (~)

5. Bewijs voor lAl -=j=. 0:
(AT)-I = (A-I )'!'.

In
vee
Be]
bas

An

14.
zie!
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6. Bewijs, als A, B en C reguliere n X n matrices zijn :
(ABC)-l = C-IB -IA-l.

7. Bewijs da t, als A een m X n matrix is, AAT en ATA symmetrische matrices
zIJn.

8. Bewijs dat , als A en B sy mmet rische n X n matrices zijn , AB dan en slechts
dan sy mmetrisch is als AB = BA.

9. Bewijs da t, als A en B twee n X n matrices zijn en als B regulier is:
(B-IAB)n = B -IAnB.

10. Bewijs dat , als A reguli er is en AB = AC, hieruit volgt: B = C.

11. Bewijs: Als A2 = A (dus A is een vierkante matrix) en A =j::. E en A is
nie t een nulmatrix , dan is A singulier.

12. Van een lineaire tran sformatie A van een R3 in zichzelf is gegeven dat
A2 = 0 (met 0 bedoelen we de nulmatrix) , A =j::. 0 .
a. Bewijs :
1°. De dim ensie van de kern van A is gelijk aan 2.
20 . Er best aat een basis ~ I , ~2 , ~3 van R3 zo, dat

A~I = A~2 = Q en A!::3 = ~2 .
3°. In 2° is ~2 op een factor na éénduidig bepaald.
b . Bepaal t. o.V. de basis ~1 , !::2 , ~3 de matrix van de transformatie A.

13. Ee n lineaire tran sform atie van R2 (met basi s (1 ,0) en (0, I )) in zichzelf is
gegeven door:

(I , I ) ~ (6,9) en (3,-2) -~ (8,-8).
In R2 kiest men een nieuw e basis met \";1 = (1,2) en \";2 = ( - 2, 1) als basis­
vectoren.
Bepaal de matrix van de transformatie t. O.V . de oude basis en t.o .v . de nieuw e
basis.

Antw. : (~ ~) ; (~ ~) .

14. Een lineaire transform atie van R3 (met basis (1 ,0,0) , (0,1,0) en (0,0 , I )) in
zichzelf is gegeven door:

( I. - I, I)~ (5 , 4, - 4), (2,-I ,I ) ~(6,2, -2) en (1 .1 , 2 ) ~(3,4,2 ) .

In R3 kiest men een nieuw e basi s met \";1 = (1,2, - 2) • \";2 = ( - 2. 1,0) en
\";3 = (2,4,5) als basisvect oren .
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(
- 7 ° ~° 2 ° .
002

~) ;
-2

-2
- 2

4

Bepaal de matrix van de t ransformat ie t .o.V. de oude basis en t.o .V. de nieuwe
basis.

1

An tw. : (-~

15. Als A en B twee n X n matrices zijn en E de een heidsmatrix is met n rijen
en n kolommen, bewijs dan:

(E + A)-l(A + B)(E + AB)-l(E + A) = (E - A)(E + BA)- l (A + B)
(E - A)-l ,

indien veron derst eld wordt, dat de voorkomende inverse matrices best aan.

16. Voor welk e waarde(n) van a is de volgende matrix A orthogonaal en welke
soort van orthogonalite it treedt daarbij op?

A =(-: -a +~).
5 a

Antw.: a = -~ ; gespiegeld orthogonaal.

17. In een euclidische vectorruimte E3 wordt een lineaire deelruimte D2 op­
gespannen door de vectoren (1, 1, 1) en (2, 1,2 ) . Alle vectoren in E3 worden
loodrecht op D2 geprojec tee rd. Bepaal van deze lineaire tran sformatie de
matrix en de kern.

1 (1 ° I)Antw.: 2 02 ° ; À(I,O,-I) .
101

À(0, 1, -2,0) +,u(1 ,0 , -1,1 ).-;)' .
I '
6

18. In een euclidisc he vectorruimte E4 wordt een lineaire deelruimte D2 op­
gespannen door de vectoren (1,2,1,0) en (0,2, I, I) . Alle vectoren in E4 worden
loodrecht geprojecteerd op D2• Bepaal van deze lineaire tran sformatie de matrix
en de kern.

(

6 2 I
I 2 8 4

Antw. : TT 1 4 2

- 5 2 I

19. In de euclidische ruimte E3 is een orthogonale transformatie gegeven door
de matrix:

2 - I

A =~(2 2
3 I -2

-2)
I .
2
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Toon aan :
1°. Alle punten die op zichzelf worden afgebee ld , liggen op een lijn l door de
oorsprong 0.
2°. I s m ' het beeld van een lijn m door 0 , dan maken m en m' gelijke hoeken
met l.
3°. I s n' het bee ld van een lijn n door °loodrecht op l , dan is de hoek tussen n
en n ' constant .
to. Het beeld van elk punt P onts taat door P over een constante hoek om l als
as te wente len .

~) .
- 1

-\
2
2

1 ( 2
3 - ~(2,0,1) ; (1,1, -2) ;enAntw.: (1, -1 ,0)

20. In de eucl idische ruimte E3 zijn gegeven :
1°. de lin eaire deelruimte U bestaande uit de vectoren waarvan de kentallen
x i, X2 en X3 voldoen aan de ve rgelijking : Xl + X2 - 2X3 = 0 ;
2°. de lineaire deelruimte V die alle vec to ren bevat welke loodrecht staan op de
lineaire deelruimte U.
a . Bepaal van U en van V een lineair-onafh ankelijke basis.
Door een lineaire transformatie met matrix A gaan de vectoren van U in
zichzelf over, t erwijl de vect oren van V overgaan in vectoren met tegenge­
ste lde kentallen .
b. Bereken A en to on aan, dat A or thogonaa l is.
c. Verklaar zonder berekening, dat A2 = E .

21. In een euclidische ruimte E2 is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix :

(C?Srp - sin rp) .
sin rp cos rp

Men kiest een nieuw coördinate ns telsel met eenheidsvect oren (cos IX , sin IX) en
(- sin IX, cos IX) . Bep aal de transformatiematrix t.o.V. het nieuwe coördinate n­
stelsel en verklaa r het antwoord meetkundig.

22. In een euclidische ruimte E2 is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix :

~ (y~ !~) .
1°. Toon aan, dat de punten die samenvallen met hun beeldpunten, op een
lijn lliggen.
2°. Kies een nieuw orthonormaa l coördinate ns te lsel met l als x' - as .
Bep aal de matrix van dezelfde transformatie t.o.v , het nieuwe coördina te n­
ste lsel.

Antw.: (~ _~).
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23. In een euclidische ruimte E2 is een lineaire t ran sformat ie gegeven waarvan
de matrix A orthogonaal is en lAl = - I .
Toon aan. dat deze transform atie een spiegeling is t .o.V. een lijn.

24. A en B zijn tw ee orthogo na le n X nmatrices ; [A] = IBI .
1°. Bewijs: BT - AT = AT (A - B)BT .
2°. Bewijs, als n oneven is : IA - B I = 0 .

25. Van een vector ~ E R n zijn de kentallen : x i , X2, . .. , Xn .
Schrijven we deze vect or als een kolomvect or , da n ku nnen we deze notatie
beschouwen als een n X I matrix. Deze matrix geven we aan met ~. De ge­
transponeerde matrix van ~ is dan een I X n matrix, die we aanduiden met ~T .
Van een vector y E Rn zijn de kentallen : YI.Y2.. .. , Yn .
Bepaal nu ~T . Y en ~ . yT .

26. In een euclidische ruimte Ea is een orthonormale basis gekozen ; verder zij
!!T = (nI,n2.na) een eenheidsvector en ~T = (Xl,X2. xa) een willekeurige vector ,
waarvan we het eindpunt met P aangeven. De vector die tot eindp unt heeft
het voetpunt van de loodlijn uit P neergelaten op de drager van!! geve n we aan
met A~.

Bewijs: A = !! . ~T, A2 = A en [AI = O.



HOOFDSTUK XIX

EIGENWAARDEN EN EIGENVECTOREN VAN EEN LINEAIRE
TRAN8fO RMATIE

§ I. Eigenwaarden en eigenvectoren.

Definitie.
Als bij een lin eaire transformatie A van R n in zichzelf voor .lS; E R n en .lS; =F Q

geldt:
A~ = À~

dan heet ~ een eigenvector van A; het getal À heet de bij ~ behorende eigenwaarde.
In een lin eaire vectorruimte Rn is een lin eaire transformatie gegeve n door de
matrix:

(

all a is a l n)
. a21 a22 a2n

..: \. = .. ... . .. . .
anlan2· . . a nn

Is g = (x. , X2, . . ., Xn) een vecto r in R n zo dat A.lS; = À.lS; , dan is:

(all - }.) xi + a12 X2 + + a l n Xn = 01
a2l x, + (a22 - À) X2 + + a2n XIl = 0

a nl x , + a n2 X2 + + (ann :- À) Xn = of .
(I)

ann - À

Bij een lineaire transformatie A van R n in zichzelf zijn de eigenwaarden van A
de wortels van de n d e graadsvergelijking in À:

(3)

(2)IA - ÀEI = 0

IA - ÀEI = 0

We noeme n de waarden van À die aan deze vergelijking voldoen, de eigen­
waarden van de matrix A.
Vergelijking (3) heet de karakteristieke vergelijking van A; het linker lid van de

Deze n homogen e vergelijkingen met n onbek enden xi, X2, . .. , Xn hebben dan
en slec h ts dan oplossingen ongelijk aan de nuloplossing, al s :

a u - }, a l2 aln
a21 a22 - À a2n
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kar akteristi eke vergelijking van A heet het karakteristieke polynoom van A.
Zijn J.I , J.z, . . ., J. n de n al of niet vers chill ende wortels van de karakteristieke
vergelijking, dan is :

IA - ÀEI = (- I)n(À - Àl )(J, - Àz) . .. (À - Àn) .

Uit (2) volgt ook:

IA - J.E I = (- I)nJ,n + (- I)n - l(all +azz + .. . +ann) Àn - ] + ... + lAl .

Hi eruit volgt :

J'I + J,z + . . . + J.n = all + azz + ... + a nn en J'l Àz . . . J.n = lAl .

We noemen all + azz + . . . + a nn het spoor van A.
Uit het bovenst aande volgt:
De som van de eigenwaarden van een matrix A is gelijk aan het spoor van A ;
het produkt van de eigenwaarden is gelijk aa n [A ],

Is À] = Àz = . . . = Àm , dan noemt men À] een m- voudige eigenwaarde van A ;
het getal m heet de multipliciteit van de eigenwaarde À] . Is m = I , dan is J.] een
enkelvoudige eigenwaarde van A.

Alle oplossingsvectoren (x] , Xz, . . .•xn) va n het ste lsel vergelijkingen (I) die
behoren bij één eigenwaarde J'k (dus ook de nul vector ), vormen de eigenruimte
van A behorende bij de eigenwaarde J.k • Deze eigenruimte is een lineaire deel ­
ruimte va n R n.
Alle vectoren van deze eigenruimte, uitgezonderd de nulvect or , zijn dus eigen­
vectoren van A behorende bij de eigenwaarde Àk .

Uit bovenstaande volgt dat de eigenr uimte van A behorende bij de eigenwaarde
J' k de kern is van de lin eair e transform ati e met matrix A - Àk E .

Opmerking.
Daar we slechts matrices met reële elemente n beschouwen, heeft elke kar akte­
rist ieke vergelijk ing reële coëfficiënten. Is J. een comp lexe eigenwaarde van een
matrix A. dan is du s ook de toegevoegd complexe waarde I.een eigenwaarde van
A. Is ~ een eigenvector behorende bij een complexe eigenwaarde À, dan zijn de
kentallen va n ~ niet alle reëel. Van de vector g behorende bij de eigenwaarde X,
zijn de kentallen dan toegevoegd complex met de kentallen van ~ . Is dus
A~ = À~ , dan is ook Ag = X& .

Stelling.
Van een lineaire transformatie van R , in zichzelf zijn de eigenwaarden onaf­
hankelijk van de lineair-onafhankelijke basis die R n opspa nt.

Bewijs.
In hoofdst uk XV I II § 14 zagen we dat, bij overgang van een lineair-on af-

h:
v:
B
D

H

§
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W
Ui l
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Bi

du
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hankelijke basis van R n op een andere lin eair-onafhankelijke basis, de matrix A
van een lineaire tran sformatie ove rgaat in de gelijkwaardige mat rix B zo, dat
B = C-I AC. Hi erin is C de reguliere matrix van de basistran sformatie.
Daar C-IC = E, is IC- II . ICI = I . Voor elke waarde van Àis :

B - ÀE = C-IAC - XC- I C = C- I (A - ÀE)C.
Hieruit vo lgt:

IB - ÀEI = IA - ÀEI .

De mat rices A en B hebben dus dezelfde karakteri stieke vergelijking en dus ook
dezelfde eigenwaarden.
Gelijkwaardige mat rices hebben dus dezelfde eigenwaarden en gelijke sporen .

§ 2. Eigenschappen van eigenvectoren en eigenwaarden.

Stelling 1.
Van een lineaire transformatie A vormen de eigenvectoren g,l , g,2,' . . , g,p be­
horende bij de verschillende eigenwaarden Àl, À2,... , Àp een lineair-onafhankelijk
stelsel.

Bewijs.
We bewijzen deze stelling met behulp van volledige inductie.
Daar de eigenvect oren =ft Q zijn, is de stelling juist voor p = I .
Neem aan, dat de ste lling geld t voor k eigenvectoren (I ~ k ~ P - I) , dus
dat :

lXI g,1 +lX2g,2 + .. . +lX kg,k = Q dan en slech ts dan als elke lX = O. (I )

We tonen aan, dat de ste lling dan ook geldt voor k + I eigenvect oren, of dat
uit:

(2)

(3)

(k = 1,2, . . .,p).Ag,k = Àkg,k

Hierui t en uit (2) volgt :

A (lXIg,1 +lX2 g,2 + . . . +lX kg,k +lX k+lg,k+l) = Q

dus

volgt dat elke lX = 0 , dus ook lX k+l = O.
Is lXk+l = 0 , dan vo lgt uit (I ) da t ook elke andere lX nul is.
VeronderstellXk+l =ft 0 ; dan is:

lXk+lg,k +l = - (lXI g,l + lX2 g,2 + .. . + zx kg,k) .

Daar g,k een eigenvector is die behoort bij de eigenwaarde Àk, is
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Substit ueren we hierin de uit drukking (3) voo r <X k+l9,k+l , dan vinden we :

(J'1 - )ok+l)<Xl9,l + (À2 - Àk +l)<X2 9,2 + ... + (Àk - Àk+l)<X k9,k = Q .

Daar alle À's versch il1end zijn, volgt uit (I ) da t ex1 = <X2 = .. . = C( k = O.
Maar vo lgens (3) is dan ook <X k+l = 0 , h etgeen in st rijd is met de onderstel1ing.
Betrekking (2) is dus alleen juist voor elke <X = O.
Zijn dus 9,1,9,2,.. .,9,k (I ~ k ~ P - I) lineair onafhankelijke eigenvectoren.
dan zijn ook 9,1 ,9,2, .. ., 9,k, 9,k+1 lineair onafhankelij ke eige nvectoren .
Daar de ste lling juist is voor p = I , geldt de st elling voo r elk p-tal eigenvec­
toren die bij verschillende eigenwaarde n behoren .

Stelllng 2.
Is van een lineaire transformatie van R, in zichzelf de matrix A gelijkwaardig
met de diagonaalmatrix:

B ~ C ~, ~) .
o 0 . .. )on

dan zijn À1 , À" , . . . , Àn de eigenwaarden van A.
Is B = C- 1AC, dan zijn de kolomvectoren van C eigenvectoren van A die
respectievelijk bij de eigenwaarden ).1, À2 , • • . , Àn behoren.

Bewijs.
Daar A en B gelijk waardige matrices zijn , zijn de eigenwaarden van A dezelfde
als de eigenwaarden van B en deze zijn À1, )02,. . ., )on .
Is

(

Cll C12 ... Cln) ( À1Cll À2 C12 . •. Àn C1n '

C ~ C"C: C~" .dan i, CB ~ À, c" À, c" 1" C'J
Cn1Cn2 . . . Cn n À1Cn1 À2 Cn2 .. . Àn Cnn

Duiden we de kolom vect oren van C aan met Ç1,Ç2, ... , çn dan zijn
À1 Ç1, À2Ç2, . . .) .nÇn de kolomvectoren van CB.
Uit hfdst . X VIII § 9 blijkt , dat de kolomvectoren van AC dan zijn:

AÇ1, AÇ2, ' .. , Ac, .

Uit C-1 AC = B volgt AC = CB . De kolomvectoren van AC zijn du s gel ijk aa n
de overee n komstige ko lomv ectoren van CB of :

AÇk = ÀkÇk (k = 1, 2, .. ., n) .

De kd e ko lomvector van C is dus een eigenvector van A behorende bij de eigen­
waarde Àk .
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Opmerking.
Daar C regulier is , zijn de kolomvect oren va n C lineair onafhankelijk.
Uit ste lling 2 volgt du s:
Als een n X n ma trix A gelijkwaardig is met een diagonaalmatrix , dan bezit de
line aire transform atie die door A bepaald is, n lineair onafha nkelijke eigen­
vectoren.

Stelling 3.
Bezit een lineaire transformatie van Rn in zichzelf n lineair onafhankelijke
eigenvectoren, dan is de bijbehorende matrix A gelijkwaardig met een diagonaal­
matrix. De elementen van de hoofddiagonaal van de diagonaalmatrix zijn dan de
eigenwaarden van A.

Bewijs.
We gaan uit van een gegeven lineair-onafh ankelijk e basis van R n .

Zijn Çl , Ç2, .. . , Çn de lineair ona fha nkelijke eigenvec toren va n A, dan bes taan er
n getallen À1,)' 2 , ' . . , Àn , dat zijn de eigenwaarden van A, zo dat

(k = 1,2 , .. .,n). (1 )

We gaan nu over op een nieuwe lineair- onafh ankelijke basis van R n , die gevormd
wordt door de eigenvectoren van A : Çl , Ç2, . . . , çn ·

Is t .O.V. de oorsp ron kelijke basis :

Çk = (Clk, C2k ," .,Cn k) voor k = 1, 2, .. ., n

dan is de matrix van de basistran sformatie :

(

CH C12 . . . Cln)

C = C~l C~2 . . . c~n .

Cn l Cn2 .. . Cn n

Uit ei ~ ( ::} c (~} ,, ~C}cO" '" ~(:::) ~cO
Cnl 0 Cn2 0 Cn n 1

volgt in verband met (I ) :

Hieruit volgt:
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o .. . Àn

Daar C regulier is, bes taat C- 1 . Da n is :

o 0
Àz 0

We hebb en dus gezien: De matrix van een lineaire tran sformatie va n R n in
zichzelf met n lineair onafhankelijke eigenvectoren is gelijkwaardig met de
diagonaalmatrix C- 1AC waarin de elemente n van de hoofddi agonaal de eigen­
waarden van A zijn. Hierin is C de matrix van de basistran sformati e bij over­
ga ng van de gegeven lineair-onafhankelijke basis van R n op de basis die ge­
vormd wordt door de lineair onafh ankelijk e eigenveet oren van A.
Uit de ste llingen 2 en 3 volgt onmiddellijk :

2.
S}

Stelling 4.
De n x n matrix van een lineaire transformatie van Rn in zichzelf is dan en
alleen dan gelijkwaardig met een diagonaalmatrix, als de transformatie n lineair
onafhankelijke eigenveetoren bezit.

Opmerkingen.
I. Is A een n X n matrix met reële elemente n, dan behoeven de eigenwaarden
van A niet alle reëel te zijn . Ook de kentallen van de eigenveetoren, dat zijn de
ken tallen van de nieuwe basisveet oren t.o.V. de gegeven basis, behoeven dus
niet alle reëel te zijn. Alleen als alle eigenwaarden van A reëel zijn, bestaat er
een matrix C met reële elementen zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is waar­
van de elementen van de hoofddiagonaal reëel zijn.
2. In de volgende toepassingen zullen we zien, dat er matrices best aan die niet
gelijkwaa rdig kunnen zijn met een diagonaalmatrix. In zo'n geval spreekt men
van een defecte matrix .

Bi
Dl

of

§ 3. Toepassingen.

1. In een lineaire veetorruimte Rz is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix:

- 5)o .

Bi
Wc

Su
vo

Bepaal de eigenwaarden en de daarbij behorende eigenvect oren van A.
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Oplossing.
De ka rakte rist ieke vergelijking van A is:

- ~)~ = 0
-I.

of:

}. 2 - 2À + 5 = 0 .
De eigenwaarden zijn }.l = I + 2i en }.2 = I - 2i .
Substitue ren we A = 1 + 2i in

(A - AE) K = 0,
dan onts taan de vergelijkingen:

(1 - 2i) Xl - 5X2 = O}
Xl - (I + 2i) X2 = 0 .

De bij Al = 1 + 2i behorende eigenvectoren zijn K = a l (5,1 - 2i) , (al =1= 0) .
We vinden dat K = a2 (5,1 + 2i) de eigenvectoren zijn die behoren bij
A2 = 1 - 2i , (a2 =1= 0) .

2. In een euclidische ruimte E3 is een lin eaire transformatie gegeven door de
symmetrische matrix:

1

A = (-; =; ~) .
4 -2

of uit:

1°. Bepaal de eigenwaarden van A en de daarbij behorende eigenruimten.
2°. Toon aan, dat er een or thonormaal ste l eigenvec to ren bestaat.
3°. Bepaal een matrix C zo, dat C-IAC een diagonaalmatrix is.

Oplossing.
1°. De karakteri sti eke vergelijking van A is:

[

I - A - 2 2 [
-2 - 2 - A 4 = O.
2 4 - 2 - A

Hieruit volgt, dat de eigenwaarden zijn: Al = - 7, A2 = A3 = 2 .
De bij A = - 7 behorende eigenr uimte vinden we uit:

(A + 7E) K = Q

8XI - 2X2 + 2X3 = O}
- 2XI + 5X2 + 4X3 = 0 .

2XI + 4X2 + 5X3 = 0

Hieruit volgt , dat y = a (1,2 , - 2) de eigenruimte is die behoort bij de eigen­
waarde -7.

Substit ueren we }. = 2 in (A - lE) K = Q , dan blijken deze eigenvectoren te
voldoen aan :

- Xj - 2X2 + 2X3 = 0 .
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De eigenruimte die behoort bij de t weevoudige eigenwaarde 2, is dus
Y:l = f3 (2,0, I) + r (- 2, 1,0) .

Het blijkt , dat de eigenveet oren y loodrecht staan op de eigenveetoren Y:l.

2°. We bepalen nu een orthonormaal stel eigenveetoren.
Twee loodrecht op elka ar staande eigenvectoren met lengte I zijn:

I I
Çl=3(1 ,2,-2) en Ç2=Y5 (- 2, I,O).

We kiezen Y:ll = (2,0, I) en 12 = Y:ll - (Wl,Ç2) . Ç2 = (2,0, I) + 4/5(- 2,1 ,0) =
115 (2,4,5 ) .
Normaliseren we 12, dan vinden we

I
Ç3 = 3}/5 (2,4,5) .

We vinden zo het volgende orthonormale stelsel eigenveet oren :

I I I
Çl =3(1 ,2, -2), Ç2 =,/5( -2,I,O) en Ç3 =3Y5(2 ,4 ,5 ).

3°. De vectoren (1,2,-2), (-2,1,0) en (2,4,5) vormen een lineair- onaf­
hankelijk stelsel eigenveet oren. Kiezen we deze als nieuw e basisvect oren , dan
is de mat rix va n de basistransformatie :

I - 2
2) I ( 5

10 -10)
C = ( 2 1 4 met C - 1 = - - 18 9 o .

- 2 0 5 45 , 2 4 5

De diagonaalmatrix die gelijkwaardig is met A, is:

1(5
10 -10, 1 - 2 2 I - 2

~) n0 0
- - 18 9 ~) (-~ - 2 -~) (-~ I 2 ~) .45 2 4 4 0 0

Opmerkingen.
I. Het blijkt, dat bij de enkelvoudige eigenwaarde À = 7 een ééndimensionale
eigenruimte behoort en dat bij de tweevoudige eigenwaarde À = 2 een twee­
dimensionale eigenruimte behoort.
2. Daar we hier verschillende stelsels lineair onafhankelijke eigenveetoren
kunnen kiezen , zijn er ook verschillende basistransformaties.

3. In een lineaire veetorruimte R3 is een lineaire transformatie gegeven door de
matrix:

200

A= (I 2 0).
012

Bepaal de eigenwaarden en de daarbij behorende eigenruimten.
Toon aan, dat deze matrix niet gelijkwaardig kan zijn met een diagonaalmatrix.
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Oplossing.
De ka ra kte ristie ke vergelijking van A is :

1

2
-

A
0 0 1I 2-A 0 =0,

o I 2 -A
of (2 - A)3 = 0 .

De eigenwaarden zijn Al = A2 = A3 = 2 .
Door substitutie van A = 2 in (A - AE) ~ = Q , vinden we da t ~ = LX (0,0, I)
de eigenruimte is. Bij de dri evoudige eigenwaarde 2 behoort een ééndimensio­
nale eigenruimte . Er bes t aa n du s geen dri e lineair onafhankelijke eigenvectoren.
De matrix A kan du s niet gelijkwaa rd ig zijn met een diagonaalm atrix. Deze
matrix A is defect.

§ 4. Eigenwaarden en eigenvectoren van symmetrische matrices.
We nemen in deze paragraaf aan, dat in elke euclidische ruimte een ortho ­
normale basis is gekoz en.

Stelling 1.
Is van een lineaire transformatie van een euclidische vectorruimte in zichzelf de
(reële) matrix symmetrisch, dan staan twee eigenvectoren die bij verschillende
eigenwaarden van A behoren, loodrecht op elkaar.

Bewijs.
Zij

(

all a12 aln)
A = a~l a~2 ar n

anI an2 ann
een symmet rische matrix, du s aki = alk (k = 1,2 , ... ,n en 1 = 1,2 , .. ., n) en
zijn y en W twe e eigenvectoren van A die respectievelijk behoren bij de eigen­
waarden Al en A2 (Al *- A2) ,
da n is

Ay = Al y en Aw = A2W .
We besc houwen nu de inwendige produkten :

(Ay ,W) = Al (v.W) en (Aw, v) = A2 (y,w) .
Is ten opzichte van de gegeven orthonormale ba sis van de euclidische vector­
rui mte y = (VI , V2, .. ., v- ) en W = (WI , W2, . .. ,wn) , dan zijn de kentanen van
Ay :

n n n
LalkVk , L a2kvk , .. . en L ankvk
k ~l k ~l k-l
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en de kentallen va n AW :
n n n

~ alkWk , ~ a2kWk , .. . en ~ ank Wk .
k -l k --I k e-L

Hieruit volgt:
n n n

(Ay,w) = wi ~ a lkVk + W2 ~ a2kVk + .. . + W n ~ ankVk
k e L k e L k e-L

en
n n n

(Aw,v) = VI ~ alkWk + V 2 ~ a 2kWk + .. . + v n ~ ankWk.
k =1 k ~1 k ~1

Uit de symmetrie van A volgt:

(Ay, W) = (Aw.v) dus À1 (y,w) = À2 (y, w) of (À1 - À2) (v.w) = 0

en da ar À1 :j:. À2 is (y,W) = 0 of y .L w .

Opmerkingen
1. Ook als volgt kunnen we aantonen dat (Ay, w) = (Aw, y) .
Het inwendig produkt (Ay,w) is te schrijven als het produkt van de 1 X n en
n X 1 matrices WT en Ay, dus ook als het produkt van de matrices WT , A en y .
Daar (Ay, W) een getal is en A symmetrisch is, geldt :

(Ay,w) = WTAy = (wTAy)T = yTATW = yTAw = (AW,Y).

2. Uit deze st elling volgt, dat de eigenruimten die bij verschillende eigenwaarden
van een (reële) symmetrische matrix behoren, loodrecht op elkaar staan.

Stelling 2.
De eigenwaarden van een reële symmetrische matrix zijn reëel.

Bewijs.
Is A een n X n matrix, dan kunnen we A beschouwen als de matrix van een
lineaire tran sformatie van de euclidische vectorruimte En in zichzelf. Daar A
reëel is, heeft het karakteristieke polynoom IA - ÀEI reële coëfficiënte n.
Veronderstel dat À = À1 + iÀ2 (À2 :j:. 0) een complexe eigenwaarde is van A,
dan is ook de toegevoegd complexe waarde X= À1 - iÀ2 een eigenwaarde van A.
Zij y een eigenvector behorende bij À, dan is y een eigenvecto r behorende bij X
(zie opmerking § I).
Daar À :j:. X, is volgens Stelling I : (v. y) = 0 .
Daar A reëel en À complex is, zijn de kentallen van y niet alle reëel.
'Ne kunnen y dus voorstellen door :

y = Yl + iY2 .

Hierin hebben Yl en Y2 reële kentallen en is Y2 :j:. Q .

Dan is:
y = Yi - iY2.
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Nu is:

(Y, Y) = (v. + iyz, Yl - iyz) = (Yl,Yl) + (Yz, YZ)
en daar (v. Y) = 0 , is (Yl,Yl) + (Yz, YZ) = 0 .
I n ve rband met yz =1= Q is dit onmogelijk. Onz e onderstelling, dat één van de
eigenwaarden van A complex is, is dus on juist.

Stelling 3.
Is A een reële symmetrische n x n matrix, dan bestaat er een orthogonale matrix
C zo, dat C- 1 AC een diagonaalmatrix is.

~n

{ .

~n

Bewijs.
In de euclidische vectorruimte E n, waarin de eenheidsvectoren ~l, ~z, . . .,~n een
orthonormale basis vormen, bepaalt A een lineaire transformati e. De (reële)
eigenwaarden van A, die niet alle verschill end behoeven te zijn, noem en we
.1.1. Àz, . . . , Àn .

De eigenvect or met lengte I die behoort bij .1.1, noem en we Çl , dus:

AÇl = Àl Çl . (I )
We ga an nu in En over op een nieuwe orthono rmale basis en zorgen , dat Çl de
eers te vector is van de nieuwe basis. Noe me n we de orthogo nale matrix van
deze basistran sformatie C, dan is:

en in ve rb and met (I) :

(2)

(I) (.1.1\
AC ~ ~ C ~r

C-l AC heeft du s de gedaante :

(

.1.1 bis bIn)
C- lAC = ~ b~z b:zn

.

o bnz b nn
A is symme t risch en C is orthogonaal, du s :

(C-lAC)T = CTAT (C-l)T = C-l AC .
Hi eruit blijkt , dat de matrix C-lAC ook symme trisch is, dus in verband met
(2) is:

n.
\,
\ .
l

~n

A



(

ÀI 0 0 )
C- IAC = f b

r
2 ~2n

o b2n bnn

Voor n = 2 is dus :

11 2

(

b22 .. . b2n)
met: : symmetrisch.

b2n . . . bnn

C-I AC = (ÀI 0 ) .o b22

Volgens § 2 ste lling 2 heeft deze matrix dezelfde eigenwaarden als A, waaru it
volgt: b22 = À2 • We hebb en de ste lling nu bewezen voor n = 2.
Het volledige bewijs kan gegeven worden door middel va n volledige in duct ie.
Ter wille van de overzichte lijkheid tonen we de overgang van n = 2 op n = 3
aan ; de overgang van n = k op n = k + I (k < n) verloopt op ana loge wijze .

(

ÀI
Voor n = 3 is C- IAC = ~ met (3)

De eigenwaarden van A en du s ook van C- I AC zijn }'I,À2 en À3 ; de eigenwaarden
van de symmetrische matrix B zijn du s À2 en À3 •

Er bestaat dus een orthogonale matrix:

zodat:

(4)

Zij

100
DI = (0 d22 d23) ,

o d32 d33

dan is, da ar D orthogo naal is, DI ook orthogonaal. Uit (3) en (4) volgt da n:

\

s
e
I
.E
b
E

~2 ~).
o À3

Daar C en DI orthogonale matrices zijn, is ook CDI orthogo naa l.
Verder is Del C-I ACDI = (CDI)-I A(CDI) .
Als de st elling geldt voor n = 2, bestaat er dus ook voor n = 3 een orthogonale
matrix CDI zo, dat (CDI) - IA (CDI) een diagonaalmatrix is .

I '
2'
ei
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Opmerking.
De kolomvectoren van C vormen de nieuwe orthonor male basis van de eucli­
dische vectorruimte En .
Uit

volgt :

(
I0 0) (lOl 0...0)

C- IAC ~ ; f = ~ ~2'" ~

o O I 0 0 I.n

(
I0 0) (ÀI 0 0)

AC ~; f = C f ~2 '" 0 •

o O I 0 0 . . . I.n
Zijn Çl, Ç2, . . .,Çn de kolomvect oren van C, dan is du s:

AÇk = ÀkÇk, (k = 1,2, .. .,n) .

(5)

We zien dus:
1°. De kolomvectoren van C vormen een orthonormaal ste l eigenvectoren van
A; deze eigenvectoren behoren respectievelijk bij de eigenwaarden die voor­
komen in de hoofddi agonaal van de met A gelijkwaardige diagonaalmatrix
C- I AC .
2°. Is in een euclidische ru imte En met orthonorrnale ba sis de bij een lineaire
transforma tie behorende n X n matrix symmet risch, dan bezit deze tran sfor­
matie n verschillende eigenvec toren die een orthonormaa l ste lsel vormen.
3°. Is ÀI een p-voudige eigenwaarde van de reële symme trische matrix A, dan
volgt uit (5), dat de rang van C- IAC - ÀIE , dus ook de rang van A - ÀIE
gelijk is aan n - p . De oplossingsvect oren van (A - lol E ) ~ = Q vormen dus
een p-dimensionale deelruimte van de euclidische ruimte.
Hieru it volgt :
Bij elke p-voudige eigenwaarde van een reële symme trische n X n matrix
behoort een p-dimensionale eigenruimte van de euclidische ruimte En.
Ee n symmet rische matrix is du s niet defect.

§ 5. Opgaven.

l , Bij een lineaire tran sformatie van R3' in zichzelf is:

1°. Bepaal de t ran sformatiematrix A.
2°. Bepaal, zonder gebru ikma king van de karakteristi eke vergelijking, één
eigenwaarde en het stel daarbij behorende eigenvect oren.
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3°. Bepaal de eigenwaarden en de eigenvect oren .
4°. Bepaal een matrix C zo, dat C-1AC een diagonaalmatrix is.
An tw. :

(
1 -2 -]) (I

A = -2 2 -2 ; C = ]

- ] - 2 1 ]

eigenwaarden : - 2, 2 en 4 ; eigenvectoren: iX (I , I , l ) ,
(iX , f3 en y onge lijk 0) .

1 1

° -2);
-] ]

f3 (1,0, - I) en y (I, - 2, l )

2. In een eucl idisc he ruimte E3 met een orthonormale basis geldt voor een
lineaire transformatie:

] 0. De beeldruimte U is tweedimensionaal.
2°. De kern V staat loodrecht op U.
3°. De vec to r (I, ] ,0) is een eigenvect or behorende bij de eigenwaarde 3.

40 . Bij de eigenwaarde 6 behoort de eigenvecto r (- ] ,0, I) .
Bepaal:
a. de beeldruimte U.
b . de kern V.
c. de transformatiematrix.
d. de derde eigenwa arde en het bijbehorende ste lsel eigenve ctoren .
Antw.:

3 °
}. (],1 ,0) + .u (- I, O, ]) ; v ( ], - I , I) ; ( 1 2
(X -=f=. 0 . -2 2

-3)
~ ;O,iX( I, - I, I) .

3. In een euclidische ruimte E 4 met een orthonormale basis is een lineaire
tran sformatie gegeven door de matrix:

A = ( ~-2
3

3
1
3

- 3

-2 3)3 - 3

° 3'
3 ]

Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal stel eigenvectoren .
Toon aan, dat A gelijkwaardig is met een diagonaalmatrix.
Antw.:

] 1
)'1 = 2 , }.2 = - 8 )3 = }.4 = 4 ; ( 2 (1,0. - 1.0). 2" (I. - I , l , - I ) ,

1 1
( 2 (0, 1,0,- 1), 2(1 ,1,1 .1) .
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4. Gegeven:

h(f ° °
;)

I °° I

° I
Toon aan dat A defect is.

5. Gegeven:
I -I

~)A = (~ °I
Bep aal de eigenwaarden van A en bepaal een matrix C zo, dat C-IAC een
diagonaalmatrix is .
Antw.:

C = (-:
-I

6. In een euclidische ruimte E4 met een orthonormale basis is een lineaire
transformatie gegeven door de matrix:

(

3 I
I 3

A = I I

, I I

Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal st el eigenvectoren .
Antw.:

I I
}q = 6 ; y2(1,0,0,-1), y6(-1,2,0,-1),

I I
2y'3 (1 ,1,-3, I ) , 2 (I , I , I , I ) .

7. A is een lineaire transformatie van een euclidische vectorruimte Ea in zichzelf,
die t.o. v. een orthonormaie basis ~l, ~2, ~a tot matrix heeft:

(

- I - 2
-2 -I
-3 - 3

-2)-2 .
-4

Toon aan, dat A een proj ectie is op een tweedimensionale lineaire deelruimte,
gevolgd door een spiegeling t. o.v . de lineaire deelruimte opgesp annen door
~l en ~2 .

Bepaal de eigenwaa rden en eigenr uimte n van A, alsmede de kern en de beeld­
ruimte van A.
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Antw.: ÀI = 0 , Àz = I , Àa = -7 ; (Xl (2,2,-3) , (Xz (1, - 1,0), (Xa (1,1 ,2)
P (2, 2, - 3) ; PI (1 ,2,3) + pz(2,1 ,3 ) .

8. Bewijs, dat een Il X n matrix A dan en slechts dan een eigenwaarde nul heeft,
als A singulier is.

9. Bewijs, dat de eigenwaarden van AZ de kwadraten zijn van de eigenwaarden
van de vierkante matrix A.

10. Gegeven is, dat de eigenwaarden van een lineaire t ransformatie van R n in
zichzelf alle verschillend zijn . Bewijs, dat alle eigenr uimten ééndimensionaal
zijn.

11 . Gegeven is, dat de vierkante matrix A niet een nulmatrix en niet een een­
heidsmatrix is en dat AZ = A.
Toon aan, dat A een eigenwaarde 0 heeft.

12. Ten opzichte van een orthonormale basis is in een euclidische ruimte E n
een lineaire transformatie gegeven door een n X n matrix A.
a. Bewijs, dat A en AT dezelfde eigenwaarden hebben.
b. Van A is 2i: een eigenveetor behorende bij de eigenwaarde ÀI ;

van AT is y een eigenvector behorende bij de eigenwaarde ).z.

Bewijs dat x 1- y, als À1 ;f= Àz.



H OOFDSTUK XX

KLASSIFICATIE VAN KWADRATISCHE OPPERVLAKKEN IN E3•

De oppervlakken die we willen klassificeren , zijn gegeven door kwadratische
ve rgelijkinge n in x , y en z :

anx2 + 2a12 xy + 2a13xz + a22y2 + 2a23YZ + a33z2 + 2a14x + 2a24 Y +
+ 2a34z + a44 = 0 .

De vergelijkingen van deze oppervla kken zijn gege ven t.o. V. een orthonormaal
coördinatenstelsel in de eucl idisc he ruimte E3. We hebben daartoe in E3 een
ortho normale basis gekozen, gevormd door de eenheids vectoren ~l, ~2 en ~3 .
De dragers van ~1, ~2 en ~3 , waaraan we als positieve richting die van ~l, ~2 en
~3 toevoegen , noemen we resp . de x-as, de y-as en de z-as van het orthonorma le
coördina te nste lsel.
Van een vector 2Ç E E3 noemen we de kentallen x , y en z. Schrijven we deze
vector als een kolomvector, dan kunnen we deze notatie beschouwen als een
3 X 1 matrix. Deze matrix geven we aan met 2Ç. Schrijven we vector 2Ç als een
rijvector, dan kunnen we deze notatie beschouwen als een 1 X 3 matrix die de
getransponee rde is van matrix 2Ç; deze geven we aan met 2ÇT.

Dus :

~ = (:) en 2ÇT = (x Y z) .

De 1 X 3 mat rix (x y z) schrijven we ook wel met komma's: (x, y, z) .
Met (x, y, z) kunnen we dus bedoelen de vector 2ÇT, die dezelfde is als vector 2Ç,

maar we kunnen er ook mee bedoelen de matrix (x y z) .

§ I. Herleiding van homogene J<wadratische polynomen in x, y en z,

Ee n homogeen kwadratisch polynoom in x, y en z heeft de gedaante:

Cf! (x .y. z) = anx2 + 2a12xy + 2a13xz + a22y2 + 2a23YZ + a33 z2. (I)
Uit

volgt :

! Cf!x' = an X +a12Y + a13Z}
! Cf!y' = a12 X + a22Y + a23Z

! Cf!z' = a13 X + a23Y + a33 Z

Cf! (x,y,z) = ! (XCf!x ' + YCf!y ' + zCf!z') .

(2)

(3)
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De matrix van de rechterleden van het stelsel verge lijkingen (2) noemen we A,
dus:

(

all a12 a13)
A = a12 a22 ;' 23 .

a13 a23 a33

Hieruit volgt:

~TA = t (cpx ' , cpy', cpz ') en ~TA~ = t (xcpx' + YCPy' + zcpz' ) .

In verband met (3) is du s:
~TA~ = cp (x,y,z) . (4)

Daar A symmet risch is, heeft A dri e reële eigenwaarden À.1, À.2 en À.3 en een
daarb ij behorend or tho normaal stel eigenvecto ren Çl,Ç2 en Ç3 .
We kiezen nu in E3 een nieuw orthonormaal coördi nate nstelsel met Çl.Ç2 en Ç3
als nieuwe eenheidsvectoren . Als we de orthogon ale matrix van deze coördi­
natentran sformatie of basistransformatie C noem en, dan zijn Çl,Ç2 en Ç3 de
kolomvectoren van C en dan is:

(

À.l 0 0 )
C- 1AC = 0 À.2 0 .

o 0 À.3

(5)

Een vector ~. die t .o.v. het oorspronkelijk e coördinate ns te lsel de kentallen
x.y en z heeft , geven we t. o.v. het nieuwe coördinatens te lsel de kentallen x ',y'
en z ', Ten opzich te van het nieuwe coördinaten st elsel duiden we deze vector
aan met x' . Voor dezelfde vector geldt dus ~T = (x, y , z) en ~ ' T = (x',y',z') .
Daar ~ = C~' is ~T = (C~')T = ~'T CT = ~'T C - l .
Hieruit volgt in verband met (5):

~TA~ = ~'T C -1AC~ ' = (x'y'z') (~l ~2 ~) (; :) == À.1X'2 + À.2 y ' 2 + À.3 Z ' 2 .

o 0 À.3 z'

In verband met (4) heeft cp (x.y.z) ten opzichte van het nieuwe cöordinaten­
stelsel de gedaante:

tp" (x ',y',z') = À.1X'2 + À.2 y ' 2 + À.3 Z ' 2 .

Deze vorm noem en we de eenvoudigste gedaante van cp (x, y, z) .

§ 2. Toepassingen.

1. Herleid tot de eenvoudigst e gedaante :

cp (x,y,z) = x 2 - 4xy + 4xz - 2y2 + 8yz - 2z2

en bepaal de vergelijkingen van de coördina te ntransformat ies .
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Oplossing.

sp (x.y.z) ~ (x y z) A (~) met A ~ (-~ =! J.
De karakteristi eke vergelijking van A:

r=t -;-:),-L ÀI ~ 0

heeft Al = - 7 en A2 = Aa = 2 tot wortels. Hieruit volgt dat de eenvoudigste
gedaante van q; (x,y,z) is:

q;* (x ',y ',z ') = -7X'2 + 2y'2 + 2Z'2 .

Een orthonormaal st el eigenvectoren van A is (zie hfdst. XIX § 3, toepassing 2):

çl=I /3(1,2,-2), ç2=y5/5(-2,I,O) en ça =Y5/15(2,4,5) .

De vergelijkingen van de coördinatentransformaties zijn:

à: = Cà:' en à:' = C - I à: .

Daar Çl,Ç2 en Ça de kolomvectoren van C zijn, is

x = 1/3 x' - 2yYj5y' + 2Y~15Z'}
y = 2/3 y' + i 5/5y' + 4y5/15z' .
z = - 2/3 z' + y5;3z '

Daar C - I = CT, zijn de vergelijkingen van de inverse coördinate nt ransfor­
matie, waa rbij we dus terug gaan van het nieuwe naar het oorspronkelijke
coördina tens telsel :

x' = 1/3 x + 2/3 Y - 2/3 Z}
y ' = -2 yS/5x + yS/5y .
z' = 2 y5;15x + 4y5; 15y + y5t3z

Subst itueren we (I) in q; (x,y,z) dan ontstaat tp" (x',y ' ,z') ; subst itueren we (2)
in q;* (x' ,y',z') dan krijgen we q; (x,y,z) terug.

2. Herleid tot de eenvoudigste gedaante:

q; (x,y,z) = x 2 + 4xy + 4xz + 4y2 + 8yz + 4z2

en bepaal de vergelijkingen van de coördinatentransformaties.

Oplossing.
De symmetrische matrix van q; (x, y, z) is:

122

A = (; : :).
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De karakteristieke vergelijking:

[
I ; À 2

4 - I.
4

~ 1=0
4 - I.

heeft tot wort els : 1.1 =9 en ..1.2 =..1.3 =0.
De eenvoudigste gedaante van cp (x.y.z) is dus:

tp" (x',y' ,z') = 9X'2.

Een bij de eigenwaarden behorend orthonormaal st el eigenvect oren is:

i(I ,2,2) , i(-2,- 1,2) en i (2, - 2, 1) .

De vergelijkingen va n de coördinaten transformaties zijn dus :

x = i ( x' - 2y ' + 2Z')} x' = i ( x + 2y + 2Z)}
y = i (2x' - y ' - 2z') en y' = i (- 2x - y + 2z)
z = ! (2x' + 2y' + z') z' = i ( 2x - 2y + Z)

§ 3. Klassiflcatie van kwadratische oppervlakken in E3•

Een kwadratisch opperv lak in E3 heeft tot vergelijking:

f (x,y, z) = au x- + 2a12xy + 2a13XZ + a22y2 + 2a23YZ + a33z2 + 2a14X +

+ 2a24Y + 2a34Z + a44 = O. (I )
Het homogene kwadratisc he deel hiervan is:

cp (x, y, z) = au x2 + 2a12xy + 2a13XZ + a22y2 + 2a23YZ + a33 z2 .

We kiezen een nieuw orthonormaal coördinatenstelsel zo, dat cp (x, y, z) t. o.v .
da t coördinatenstelsel van de eenvoudigste gedaante wordt. In § 1 zagen we
het volgende :
De bij cp (x , y, z) behorende matrix is :

(

au a12 a13)
A = a12 a22 a23

a13 a23 a33

Zijn ..1.1, ..1.2 en ..1.3 de eigenwaarden va n A en is Çl,Ç2, Ç3 een bijbehorend ortho­
norm aal ste l eigenvectoren, dan worden deze vectoren de eenheidsvectoren
van het nieuwe coördina tenste lsel. De vect oren Çl,Ç2 en Ç3 met kentallen t.o.v.
het oorspronkelijke coördina te nstelsel zijn de kolomvectoren van de matrix C
die behoort bij de t ran sformatie va n het oude naar het nieuwe coördinaten­
st elsel.

Door de transformatie lf = Clf' gaat ( I) over in:

À1X'2 + I,2y ' 2 + À3Z' 2 + 2a14' X' + 2a24' Y' + 2a34'Z ' +a44 = O. (3)

We onderscheiden drie gevallen:



I. ).1 =I=- 0, ).2 =I=- 0,
11. )'1 =I=- 0, ).2 =I=- 0,
lIl. ).1 =I=- 0, ).2 = 0,

).3 =1=-0 .
J.3 = O.
).3 = O.
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(5)

(4)

(7)

I. ).1 =I=- 0, ).2 =I=- 0, ).3 =I=- 0 .
We kunnen (2) als volgt herleiden:

( a14')
2

(' a24')2 ( a34') 2
À1 x' + ~ + ).2 y' + k + ).3 z' + ;:;- + d = 0

met
a14' 2 a24 ' 2 a34' 2

d = a44 - -- - - - - .
).1 ).2 ).3

Door een t ranslatie van het assenste lsel zo, dat het punt

(
_ ~ a24' _ a34 ')

).1' - k ' ).3

de nieuwe oorsprong wordt, gaat de vergelijking tenslotte over in:

).lx2 + ).2Y2 + ).3Z2 + d = O. (3)

In het geval Il onderscheiden we de gevallen: Ih : a34' =I=- 0 en Ih : a34' = 0 .

lIl . ).1 =I=- 0, ).2 =I=- 0, ).3 = 0 en a34' =I=- O.
Door een translatie van het assenstelsel is (2) te herleiden tot:

)'lX2 + J.2 y 2 + 2dz = o.
Ih ).1 =I=- 0 , ).2 =I=- 0 , ).3 = 0 en a34' = 0 .
De vergelijking (2) is t e herleiden tot:

).lX2 + ).2Y2 + d = O.

Het geval I II splitsen we ook in twee gevallen, nl.: I Il1: a24' en a34 ' niet beide
nul en Ilh: a24' = a34' = 0 .

IIl1. ).1 =I=- 0 , ).2 = ).3 = 0 , a24 ' en a34' niet beide nu l.
De vergelijking (2) is te herleiden tot:

).1 x2 + 2dy = 0 .

Il h ).1 =I=- 0 , ).2 = J'3 = 0 , a24 ' = a34' = 0 .
De vergelijking (2) is te herleiden tot :

).lX2 + d = o. (8)

De soor t van het opperv lak word t bepaald door de tekens van ).1 . ).2, ).3 en d.
Nemen we voo r ex, {J, y en p posi tieve getallen, dan kunnen we de ve rgelijkinge n
(3) t jm (8) in een enigsz ins andere vorm schrijven . We krij gen dan de volgen de
indeling van de kwadrat ische oppervla kke n (zie hfdst. XII) :
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a iXX2 + fJy2 + yz 2 = 1 reële ellipso ïde .
b iXX2 + fJy2 + yz2 = - 1 imaginaire ellipsoïde .

I
c iXX2 + fJy2 - yz2 = 1 éénbladige hyperb oloïde.
d <x X2 - fJy 2 - yz2 = 1 tweebladi ge hyp erb oloïde.
e <x x 2 + fJy2 + yz2 = ° imagin aire kegel.
f iXX2 + fJy2 - yz 2 = ° reële kegel.

II I {~
iXX2 + fJy2 = ± 2pz elliptische pa raboloïde,
<xx 2 - fJy2 = ± 2pz hyperbolische parab oloïde.

f~
<x X2 + fJy 2 = I reële elliptische cilinder.
<xx 2 + fJy 2 = - I imaginair e cilinder.

Ih

1=

<x x 2 - fJy 2 = I hyperbolische cilinder.

iX X2 + fJy2 = ° twee imaginaire snijdende vlakken.

iXX2 - fJy2 = ° twee reële snijden de vlak ken.
IIh <x x 2 = ± 2py para bolische cilinde r.

{~
iXX2 = I twee reële evenwijdige vlakken .

1II2 <xX2 = - I twee imaginaire evenwijdige vlakken.

iX X2 = ° twee samenvallende vlakken.

§ 4. Toepassingen.

1. Gegeven het oppervlak met vergelijking: f (x,y,z) =

8x 2 - 4xy + 5y2 - 4xz - 8yz + 5z2 - 16x + 4y + 4z - 136 = 0. (I )

Bepaal:
a. de eenvoudigste vergelijking van het op perv lak;
b . de soort van het oppervlak;
c. de t ran sformatievergelijkin gen .

Oplossing.
Volgens hfdst . XIII § 3 volg en de coördinaten van het eventuele middelpunt
uit:

t :~ = 8x - 2y - 2z - 8 = °
t of = - 2x + 5y - 4z + 2 = °

êy

of
t - = - 2x - 4y + 5z + 2 = °
~ oz

Het blijk t , dat er oneindig veel middelpunten zijn die liggen op de lijn:

~ = (1,0,0) + À (1,2,2) .

We kiezen één van deze middelpunten, bijv. (1,0 ,0) en verschuiven het assen­
ste lsel zo, dat (1,0, 0) de nieuwe oorsprong wordt. De transformatieverge -
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lijkingen zijn dan:

x= x:+ I}
y = y .
z = z'

Ten opzich te van het meuwe coördina tenste lsel is de vergelijking va n het
oppervlak :

SX '2 - 4x 'y ' + Sy '2 - 4x 'z ' - Sy'z ' + SZ'2 - 144 = O. (2)

Om tot de eenvoudigste vergelijking te komen, bepalen we de eigenwaarden
va n de matrix:

S

A= (-2
-2

-2 -2)
S -4 .

-4 S

I)

n­
e-

Deze eigenw aarden zijn À1 = À2 = 9 en À3 = 0 . De eenvoudigste vergelijking
van het oppervlak is du s:

9x 2 + 9y2 - 144 = 0 of x 2 + y2 = 16 . (3)

Het blijkt , dat het oppervlak een omwentelingscilinder is met st raal 4 en
as van omwenteling : ~ = (1,0,0) + À (1,2 ,2 ) .
Om tot de transformatievergelijkingen te komen, bepalen we eerst een ortho­
normaal ste l eigenvecto ren van A die behoren bij de eigen waarden À1 = 9 ,
À2 = 9 en }.3 = 0 , dat zijn:

t (2, - 2, 1), !(2, 1,- 2), !(1 ,2,2) .

De tran sformatieverge1ijkingen voor de overgang van (2) naar (3) zijn dus:

x' = ! ( 2x + 2y + z)
y' = ! (- 2x + y + 2Z)} .
z' = ! ( x - 2y + 2Z)

De transformatievergelijkingen voor de overgang van (I ) naar (3) zijn dus:

x :: t( 2~ + 2~ + : + 3)}
y - :3 ( - 2x + y + 2z) .
z = ! ( x + 2y + 2z)

2. Gegeven het oppervlak met vergelijking:

f (x,y, z) = 4xy - 4xz + y2 - Z2 - 6x + 4y + 2z + S = 0 .

Bepaal:
a. de eenvoudigste vergelijking van het oppervlak ;
b. de soort van het oppervlak ;
c. de transformatievergelijkingen.
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2y - 2z - 3 = 0

Oplossing.
Uit

t of =
OX

1 of - 2.,.- -- x + .v
< oy

of
t OZ = -2x

+ 2 = 0

z+ I =O

volgt, dat he t oppervlak geen middelpunt heeft .
We bepalen nu eerst een nieuw orthonormaal coördinatenstelsel ten opzichte
waarvan het homogene kwadratische deel van f (x,y,z) de eenvoudigste
gedaante heeft. Daart oe bepa len we de eigenwaarde n van de matrix:

( 02 -2)
A = 2 I O .

-2 0 - I

De eigenwaarde n zijn }.1 = 3,}.2 = - 3 en }.3 = .O. Een orthonormaal stel
eigenvectoren behorende bij deze eigenwaarden zijn:

t (2,2,- I), t (2,- 1,2), t( I, - 2,-2) .

De tran sformatievergelijkingen bij overgang naar het coördina te nstelsel met
deze eigenvect oren als eenheidsvecto ren, zijn:

x = i ( 2x' + 2y ' + z')
y = t ( 2x' - y ' - 2Z')} .
z = t (- x' + 2y ' - 2z')

Ten opzichte van het nieuwe coördina tenste lsel is de vergelijking van het
op perv lak :

3X'2 - 3y'2 - 2x' - 4y ' - 6z ' + 8 = O.
of:

3 (x' - t )2 - 3 (y' + i)2 = 6 (z' - 1) .
We stellen :

x' - ! = x, y' + i = 51 , z' - 1 = z ;
d.W.Z. we verschuiven het assens te lsel zo, dat het punt (t , - i, 1) de nieuwe
oorsprong wordt ; dan ontstaat de eenvoudigste vergelijking :

x2 - 51 2 = zz .
Het oppervla k blijkt een hyp erbolische paraboloïde te zijn.
Voor de overgang van de gegeven vergelijking van het oppervlak naar de
eenvoudigs te vergelijking dien en de volgende transformatievergelijkingen :

x = 1/3 ( 2x + 251 + z + 5/6 )
Y = 1/3 ( 2x - 51 - 2z - 5/3 )}.
z = 1/3 (- x + 251 - 2z - 14/3)
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Opmerking.
Het onderzoek van kwadratische krommen in de euclid ische ruim te E2 waarv an
de vergelijking gegeven is t. o.v. een op de eenheidsvectoren ~1 en ~2 gebaseerd
orthonormaal coördinatenst elsel, kan op analoge wijze geschieden als het
onderzoe k van kwadratische oppervlakken in Ea .
We volstaan met enkele voorbeelden (zie hfdst. VII § 10).

Voorbeelden.
1. f (x, y) = x2 - xy + y2 - 5x + y - 2 = 0 .

af
1 ~xf = x - ty - 2-! = 0]

u middelpunt M (3, I) .
1_=_1X + V +l=0
"2 oy "2 . "2

{
X = x' + 3

Assentran slatie :
y = y ' +1

Nieuwe vergelijking: X'2 - x 'y' + y'2 - 9 = O.

(
I -t)

A = - 1 I'

Karakteristi eke vergelijking van A:

IA - .ml = /1_/ 1-:::'\/ = O.

Eigenwaarden van A: 1.1 = 1, 1.2 = t .
Eenvoudigst e vergelijking van de kromme:

1x2 + ty2 - 9 = 0 of x2 + 3y2 = 18.

De kr omme is een (reële) ellips.
Een orthonormaal stel eigenvectoren, resp . behorende bij de eigenwaarden
1.1 = t en 1.2 = t , is:

Ç1 = h '2 (I , I) , Ç2 = tY2 (- I, I) .

(

X = 1y'2x - 1y'2y + 3
Tran sform atievergelijkingen : y = t y'2x + ; y'2); + 1 .

2. f (x,y) = 9x 2 - 24xy + 16y2 - 14x - 23y + 26 = o.
af .

t ox = 9x - 12y - 7 = 0]
Of geen middelpunt .

1 oy = - 12x + 16y - 11 t = 0

Karakteristi eke vergelijking:

1

9 - À

-12
-12/

16-1. =0.
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Eigenwaarden : À1 = 0 en À2 = 25 ; orthonormaal ste l eigenvectoren :

Çl = l iS (4,3 ) en Ç2 = l iS (-3,4) .

T f . liiki {X = 4/Sx ' - 3/Sy '
ran s orma tieverge IJ mgen: 3/5 ' 4 S 'y= x+ /y .

Nieu we vergelijking:

2Sy'2 - 2Sx ' - 10y ' + 26 = 0 of (y ' - I /S )2 = x ' - I .

. {X' = x + 1
Assentranslat ie : y ' = y + l iS .

Eenvoudigst e vergelijking: y2 = X .
De kromme is een parabool.

§ S. Opgaven.

Bepaal van de onderstaande krommen:
a. Het middelpunt of de lijn van middelpunten "
b. De eenvoudigste vergelijking.
c. De soort.
d . De tran sformatievergelijkingen .
e. De as(sen) van symmetrie.
f . Eventueel de vergelijkingen van de asymptot en of va n de lijnen waarin de
kromme ontaard is.

1. 3x 2 - 4xy + 6y2 + 2x - 20y +S = 0 .
2. 3x 2 + 4xy - 16x - 8y + 16 = 0 .
3. x 2 + 2xy + y 2 + 8x = 0 .
4. x 2 + xy + y2 - Sx - 7y + 14 = O.
S. 2x 2 - xy - 3y2 - 2x + 13y - 12 = 0 .
6. Sx2 - 6xy + 2y 2 - 14x + 8y + 10 = 0 .
7. x 2 + 4xy + 4y 2 - x - 2y - 6 = 0 .
8. x2 + 4xy + 4y2 + 4x + 8y + 13 = O.

Antwoorden.
1. Middelpunt M (1,2); x = x' + I , Y = y' + 2 : 3X'2 - 4x 'y' + 6y '2 =
= 14; À = 2, À = 7; x' = INS (2x + y) , y ' = INS (x - 2y) : 2x 2 +
+7y2 ="14; reële ellips ;symm. assen x - 2y +3 = 0 en 2x + y - 4 =
= O.

2. M (2, I); x = x ' + 2, Y = y' + 1 : 3X'2 + 4x' y' = 4; À = 4 , À =
= - 1: x' = INS (2x + y) , y ' = I IVS(x - 2y) : 4x 2 - y2 = 4 ; hyperbool ;
asymptote n x = 2 en 3x + 4y = 10 ; symm. assen x - 2y = 0 en
2x + y - S = O.
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3. parab ool ; À = 0, À = 2: x = IN2 (x ' +y'), y = 1/JI2 (-x ' +y') :
y'2 + 2y2 x ' + 2y2 y' = 0 ; x':= x + iy2 , y' = y - y2 :
y2 = - 2y2x ; top (- i,- t ) ; as x +y +2 = O.

4. M (1,3); x = x ' + I , Y = y' + 3 : X'2 + x'y' + y'2 + I = 0 ; À =
= L À = t : x' = IN2 (x +y), y' = IN2 (- x +y) : x2 +3y2 = - 2 ;
imaginaire ellips; symm. assen x - y + 2 = 0 en x + y - 4 = 0 .

5. M (1,2); x = x' + I , Y = y' + 2 : 2X'2 - x 'y ' - 3y' 2 = 0 , twee el­
kaar snijde nde lijnen 2x - 3y + 4 = 0 en x + y - 3 = O.

6. M (2, I); x = x ' + 2, Y = y ' + I : SX'2 - 6x 'y ' + 2y'2 = 0 ; À =
= i (7 + 3yS ) en À = t (7 - 3yS ) ; twee imaginaire snijdende lijnen ; symm.
assen (-I + yS) x + 2y - 2yS = 0 en (I + yS) x - 2y - 2yS = O.

7. lijn van middelpunten 2x +4y - I = 0 ; À = 0 , À = S:
x = INS (2x ' + y'), v> INS (- x' + 2y ') : Sy '2 + yS y ' - 6 = 0 ; twe e reële
evenwijdige lijnen x + 2y - 3 = 0 en x + 2y + 2 = 0 ; as x + 2y - t = 0 .

8. twee imaginaire evenwijdige lijnen x + 2y + 2 ± 3i = 0 ;
as x + 2y + 2 = 0 .

Bepaal van de onderstaande oppervlakken :
a. Het middelpunt of de middelpunten.
b . De eenvo udigste vergelijking.
c. De soort.
d. De assen van symmetrie of de vlakken van symmetrie .
e. De transform ati evergelijkingen.
f. Eventueel de stelsels rechte lijnen die op het oppervlak liggen.

9. x2 + y2 + yz + Z2 - 2x - 3 = 0 .
10. 8xy - 6y2 - Z2 + 4y - 4z - 3 = 0 .
I I. 3x 2 + 12xy + 4xz + 8y 2 + 6yz - 13z = 0 .
12. x2 - 2xy - 2xz + y2 - 2yz + Z2 - 2z = O.
13. x2 + 2xy + 2xz + y2 + 2yz + Z2 + y = °.
14. 2x2 + 2xy + 2y2 + 2y + 4z - I = °.
IS. 2x2 + xy + Sxz - y2 - yz + 2z2 - 8x + y - 7z + 6 = °.
16. 17x2 - 28xy - 20xz + 20y2 + 8yz + 8z2 - 28x + 40y + 8z - 16 = °.
17. x2 + 4xy - 2xz + 4y 2 - 4yz + Z2 - 2x - 4y + 2z - 3 = 0 .
18. Sx2 - 12xy - 4xz + 4y 2 + 8yz - 4x - 2y - 4z - 18 = °.
Antwoorden.
9. Middelpunt M (1 ,0,0) ; x = x ' + I , Y = y ' , z = 7,' : X'2 + y '2 + y'z '
+ z ' 2 = 4; À = I , À = i, À = t : x' = x .s' = 1/y2 (y + z) , z ' = 1/y2
(- y + z) : x2 + ty2 + t z2= 4 ; reële ellipsoïde; symm. assen ~ = À (1 ,0 ,0) ,
~ = (1,0, 0) + À (0, I , - I) en ~ = (1 ,0,0 ) + À (0, I, I) .
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10. M (- t , 0 ,- 2); 8x'y' - 6y' 2 - z '2 + 1 = 0 ; À = - 8, À = 2, À =
= -I : x' = I!J!S (x + 2y) , y' = I!JIS (-2x + y), z ' = 2: 8x 2 - 2y2 +
+ 22 = I; eenbladige hyperboloïde ; symm. assen ~ = (- t , 0, - 2) + À

(1, -2,0) , ~ = (-t,O,-2) + À (2,1 ,0) en ~ = (- t ,0,-2) + À (0,0, I) ;

.. {2aY = f3 (z + I) {2ÄY = f.l (z + 3)
lijnenst elsels f3 (4x - 3y + 2) = IX (z + 3) en f.l (4x - 3y + 2) = À (z + I) .

11. M (I,t, - 6); 3X'2 + 12x 'y ' + 4x'z ' + 8y'2 + 6y'z' + 39 = °;
À = - I , À = - I, À = 13 :

, 1_ + 6_ + 2 _ , S _ +3 _ , 2_ 3_ I _
x = y'Sx y'70Y y' I4 z , Y = - y'70Y y' I4 z , z = - y'Sx + y'70Y + y' l 4z:

x 2 + y2 - 1322 = 39 ; eenbladige omwe ntelingshyperboloïde ; omw. as
~ = (l ,t,- 6) + À(2,3, 1), sy mm. vlak2x +3y +z = t;

{

IX (3x + 6y + 2y'3y) = f3z
lijn enstelsels f3 ( 2 2) - (4 6 13)x + y - y'3Y - IX - X - y +

{

À (3x + 6y + 2y'3y) = f.l (- 4x - 6y + 13)

en ( 2 )f.l x + 2y - y'3Y = Àz .

12. M (-t, -t, O); X'2 - 2x'y' - 2x'z' +y'2 - 2y'z' + Z'2 = 0; J. = 2
J. = 2, À = - I : x' = 1!J!2x + IJy'6 y + IJy'3 2 , y' = - 2!J16y + 1!JI3 2 ,
z' = -1!JI2x + IJy'6 y + IJy'3 2 : 2x2 + 2y2 - 22 = °;reële omw entelings­
kegel ; omw. as ~ = (-t, - t,O) + À (I, I , I) , symm. vlak x + y + z = - I ;

I.. tel I{À{( l + y'3)x + y + (I - y'3)z +l + l y'3 = f.l ( x-2y +z--!)lJnen" e se -
- f.l{(- I +y'3)x-y-(1 +y'3)z - 1 +!y'3=J.( -x + 2y - z +t) .

13. Geen eigenlijk middelpunt, een lijn van oneigenlijke middelpunten nl. de
oneigenlijke rechte van x + y + z = °;À = 3, À = 0, À = °:x =
= 1!JI3 x ' + IN6 y ' + IJy'2z' , Y= 1!JI3 x ' - 2N6y' , z = 1!JI3x' + 1!JI6y ' ­
- IJy'2z ' : 3X'2 + 1!JI3 x ' - 2Jy'6y ' = °;x' = X - 1/61/3 ,
y' = y - I jl 2y'6 : 3x 2 == 2Jy'6y; parabolische cilinder ;
symm. vlak x + y + z = - -à; lijnenst elsel t.o.v. xyz : ~ = (2À,6y'6À2,0)
+ f.l (0,0 , I) .

14. Geen eigenlijk middelpunt, een oneigenlijk middelpunt nl. het oneigenlijke
pu nt van de lijn ~ = À (0, 0, I) ; À = 3, À = 1 , À = '0 ; x = 1!J!2 (x ' + y') ,

x =l iJl2 (x ' - y '), z = z':
3X'2 +y'2 + y'2x' - y'2y' + 4z' - 1 = 0; x' = X - 1"2/6, y' = y +ty'2,
z ' = z + Sjl 2: 3x2 + y2 = - 4z ; elliptische paraboloïde; symm. vlakken
x +y= -!en x -y= I ; top (! ,-J, S/ 12) .
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15. Lijn van middelpunten 2s: = (l,i,i) + }, (1 ,1,-1 ) ; }. = 4t, }. = -l t ,
}. = 0: x = I!J!2 x ' - 1!J!6y ' + I!J!3z', y = 2!J!6y' + 1!J!3z ' , z =
= - I!]I2x' + I!J!6y' - 1!J!3z': 4tx '2 - I·h '2 - I5N2x ' + 3N6 y ' + 6 = 0;
x' = x + 5/3y2, y' = y + 1!J!6, z ' = z: 4!x2 - Ity 2=; 0 tw ee elkaar snij­
dende vlakken 2x - y + z - 2 = 0 en x + y + 2z - 3 = O.

16. Lijn van middelpunten x = (0, - 1,0) + À (2, 1,2) ; }. = 9, }. = 36, }, = 0:
x =! (x' - 2y ' + 2z ' ), y = t (2x ' + 2y' + 2z '), z = t (-2x ' +y' +2z '):
9X' 2 + 36y' 2 + 12x ' + 48y ' - 16 = 0 ; x ' = X -!, y ' = y - }: 5(2 + 4y2
= 4 ; elliptische cilinder ;
symm . vlakken x + 2y - 2z + 2 = 0 en 2x - 2y - z - 2 = 0;
lijnenstelsel 2s: = (i cos cp - i sin cp , ! cos cp + i sin cp - 1, - ! sin cp + t sin cp)
+ .1.(2,1,2) .

17. Vlak van middelpunten x + 2y - z = 1; tw ee evenwijdige vlakken
x + 2y - z - 1 = ± 2.

18. Geen eigenlijk middelpunt, een oneigenlijk middelpunt nl. het oneigenlijke
punt van de lijn 2s: = .1.(2,1,2); .1.= 12, .1. = -3, .1. = 0: x = t (- 2x ' +
+ y ' + 2z'), y = t (2x ' + 2y' + z '}, z = t (x' - 2y ' + 2z'): 12x'2 - 3y '2
- 6z' - 18 = 0; z ' = z - 3 : 4x 2 - y2 = 2z; hyperbolische paraboloïde;
assen 2s: = (-2, -1,-2) + .1. (- 2, 2, 1), ~ = (-2, -1 , -2) + }. (1,2, - 2),
2s: = }, (2, 1,2); symm. vlakken 2x - 2y - z = 0 en x + 2y - 2z = 0;

.. {lX (- x + 2y) = 2fJ
lijnenst elsels f3 (- 5 . ? 4 ) - (? + + ? + 9'x + _y + z - 0; zx y zz J

{
I. (- x + 2y) = f.1 (2x + y + 2z + 9)

en Il ( - 5x + 2y + 4z) = 2}. .
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HOOFDSTUK XXI

AFFIENE TRANSFORMATIES EN BEWEGINGEN

§ I . Affle ne transformaties.

In een tweedimensionale affiene ruimte R2 kiezen we een (scheefhoekig) assen­
ste lsel. Aan elk punt P (x,y) in R2 voegen we een punt P' (x' ,y') in R2 toe
met behulp van de vergelijkingen :

x ' = au x + a12Y + al}
y ' = a21x + a22 Y + a2 .

Deze vergelijkingen kunnen we ook als volgt schrijven :

(X',) __ (all a12) (X) + (aa21) of 2!; ' = A2!; -;- 9
Y ,a21 a22 y

met

Door de vergelijk ingen (I ) of (2) wordt elk punt P in R2 afgebeeld op een
pu nt P ' in R2; elke vector 2l E R2 wordt afgebeeld op één vect or 2!;' E R2.
We beschouwen alleen afbeeldingen met lAl =F 0 ; dan heeft A een inverse
A -1. Dergelijke afbeeldingen van H.2in zichzelf noemen we affiene transformati es
in R2. Voor g =F Q zijn deze affiene transformaties niet lineair.
Uit (2) volgt:

2l = A - I 21 ' - A - I g . (3)

(5)

(4)

Elk punt (x ' , y') in R2 is du s het beeld van één en slechts één punt (x,y) in
R2. Hieruit volgt:
Door een affiene transformatie van R2 in zichzelf worden de punten in R2
één-éénduidig aan elkaar toegevoegd.

Stelling I.
Bij een afflene transformatie van R2 in zichzelf is het beeld van een rechte weer
een rechte j elke rechte is het beeld van één en slechts één rechte.

Bewijs.
Zij de vectorvoorstelling van een rechte l :

2!; = 12 + ,l.ç (c =F g)

dan heeft volgens (2) rechte l tot beeld:

x: = A (12 + ,l.ç) + !l = Ab + ij, + Î. (Aç) .
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Uit lAl =1= 0 en ç =1= Q volgt Aç =1= Q, dus (5) is de vectorvoorstelling van een
rechte. Het beeld van l is dus weer een rechte .
Met behulp van (3) kunnen we op analoge wijze aantonen, dat de rechte m':

~ ' = 12' + AÇ' (c' =1= Q)
het beeld is van één rechte.
Is lijn m evenwijdig met lijn l en is (4) de vectorvoorstelling van l, dan hebben
l en m beide vector ç tot richtingsvector. Volgens (5) hebben da n de beeld­
rechten l ' en m' van l en m beide Aç tot richtingsvector.
Hieruit volgt:
Door een affiene transformatie van R2 in zichzelf worden evenwijdige rechten
op evenwijdige rechten afgebeeld.

Zij P ' het beeldpunt van P en Q' het beeldp unt van Q. De punten P, Q, P' en
Q' zijn respect ievelijk de eindpunten van de vectoren p,g,p' en 9"
Volgens (2) is dan:

p' = Ap +!! en s: = Ag +!!
dus

s: - p ' = A (g - p). (6)

- -7- --7

R' S' = AP ' Q' .

Hieruit volgt:
Bij een affiene t ransformati e van R2 in zichzelf is de transformatie van alle
verschilvectoren 9 - P een lineaire transformatie.

Stelling 2.
Bij een affiene transformatie van R2 in zichzelf is de verhouding van de lengten
van twee evenwijdige lijnsegmenten invariant.

Bewijs. -+-+
Veronderstel dat PQ en R5 evenwijdige, gerichte lijnstu kken zijn en dat

-+ -+
1<5 = }. PQ , (J. =1= 0) .

Zijn P en Q respectievelijk de eindpunten van p en g, dan is:
-+ -+-+
PQ = 9 - P en 1<5 = APQ = A (9 - p).

-+ -+ --7--7

Volgens (6) geld t voor de beelden van PQ en RS, da t zijn P'Q' en R'S':
--7 --7

P'Q ' = A (g - p) en R' S' = A {A (9 - pn = AA (g - p) .

Hieru it volgt:

-+ -+
De beelden van de evenwijdige, gerichte lijnst ukken PQ en RS zijn dus weer
evenwijdige en gerichte lijnstukken waarvan de lengt en zich verhouden als die

--+ -+
van PQ en RS.
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Hieru.t volgt, dat het beeld van het midden van een lijnstuk PQ he t midden
is van het beeld van PQ .

"Villen we bij een affiene transformatie van R2 in zichze lf ook de oneigenlijke
punten in R2 bij de afb eelding betrekken , dan voeren we homogene coördinaten
in. De transformatievergelijkingen of afbeeldingsvergelijkingen (I ), die slechts
voor eigenlijke punten gelden, worden dan:

(7)

(8)

of

X ' X Y )
T' = a ll T + al2 T + al l
Y' X Y J (T =F 0, T' =F 0)
T' = a21T + a22 T + a2

X ' = all X + a12 Y + al T}
Y' = a21 X + a22 Y + a2 T .
T' = T

Voor oneigenlijke punten (T = 0, T' = 0) zijn de vergelijkingen (7) niet
bruikbaar , maar de vergelijkingen (8) gelden dan wel. Uit T = 0 volgt T' = 0
en omgekeerd; het beeldpunt van een oneigenlijk pu nt is dus weer een on­
eigenlijk punt en daar lAl ~ 0, is elk oneigenlijk punt het beeld van één en
slech ts één oneigenlijk punt .
Door een affiene tran sformatie van R2 in zichzelf worden de oneigenlijke
punten in R2 du s één-éénduidig aan elkaa r to egevoegd.
Daar evenwijdige lijnen hetzelfde oneigenlijke punt hebben, blijkt ook op deze
wijze dat evenwijdige lijnen op evenwijdige lijnen worden afgebeeld.

In een euclidische ruimte met een orthonormaal coördinate nste lsel IS de
vergelijking van een kwadratische kromme k:

Ax 2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 .

Door een affi ene tran sformatie wordt de vergelijk ing van het beeld van k,
dat is k ' :

A'x'2 + 2B 'x 'y' + C'y '2 + 2D'x ' + 2E' y ' + F' = o.
Hi erin kunnen A' , B' en C' niet alle nul zijn; immers, war en A ' , B' en C' alle
nul, dan zou k ' een rechte zijn maar dan was k ook een rechte. Het beeld van
een kwadratische kromme is du s weer een kwadratische kromme.
Daar bij een affiene tran sformatie van E2 in zichzelf de oneigenlijke punte n in
E2 één-éénduidig aan elkaar zijn to egevoegd , is bij een affiene t ran sformatie de
soort van een kwadratische kromme invariant. Ellipsen , parab olen en hyper­
bolen worden du s respecti evelijk weer op ellipsen, parabolen en hyperbolen
afgebeeld. Heeft de kwadrat ische kromme k een middelpunt M en is AB een

middellijn van k, dan is AM = MBVoor de afbeelding k ' geldt dan A' M' = 1\1 ' B ' .

Het beeld va n het middelpunt van k is du s het middelpunt van k '.
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Is k ontaard, dan ligt het middelpunt van k op k; maar dan ligt ook het beeld
van het middelpunt, dat is het middelp unt van k ', op k'; dan is dus ook k '
ontaard.
Evenwijdige lijnstukken worden op evenwijdige lijnstukken afgebeeld en het
midden van een lijnstuk wordt afgebeeld op het midden van het beeld van dat
lijn stuk; in verband met de definitie van twee toegevoegde middellijnen van
een kwadratische kromme volgt hieruit, dat twee toegevoegde middellijnen van
k worden afgebeeld op twee toegevoegd e middellijnen van k '.
Voor de op één rechte gelegen punten A, B, P en Q geldt, dat bij een affiene
transformatie de dubbelverhouding (ABPQ) invariant is.
In verband met de definitie van pool en poollijn t.o .v . een kwadratische kr omme
(hfdst. VIII § 5) volgt hieruit, dat bij een affiene transformatie pool en poollijn
ten opzichte van k worden afgebeeld op pool en poollij n ten opzichte van k ' .

§ 2 . Bewegingen.

Ten opzichte van een orthonormaal coördinatenstelsel wordt een affi ene trans­
formatie van de euclidische ruimte E 2 in zichzelf bepaald door de vergelijking :

K' = A;s: +~.
Is de matrix A orthogonaal, dan noemen we deze transformatie een beweging.
In hfdst. XVII I § 15 zagen we, dat er twee orthogo nale 2 X 2 matrices bestaan,
nl.:

A = (C~s fIi - sin f1i) en A = (C~s fIi sin CP) .
sin cP cos fIi sin cP - cos cP

In het eerste geval is [A] = I; we noemen de bew eging dan een eigenlijke
beweging. In het tweede geval is lAl = - I; de beweging heet dan een on­
eigenlijke beweging of een spiegeling.

Stelling.
Opdat een affiene transformatie van een euclidische ruimte E2 in zichzelf een
beweging is, is het nodig en voldoende dat de afstand van elk tweetal punten in
E2 gelijk is aan de afstand van hun beeldpunten.

Bewijs.
Ten opzichte van. een orthonormaal coördinatenstelsel is de vergelijking van
een affiene transformat ie van E 2 in zichze lf:

K ' = A K + ~ .

Zijn r' en s: de beeldvectoren van ren 9 in E 2, dan is :

s - r' = A (9 - r) .
De transformat ie va n alle verschilvectoren in E 2 IS du s een lineaire tran s­
format ie.
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Volgens de stellingen I en 2 van hfdst. X VII I § 15 is 's - p'l = Ig - pi als A
een orthogonale matrix is en omgekee rd : A is orthogonaal als elke Ig' - p' l =

= 's -pl·
Zijn P en Q de ein dpunte n van E en g en zijn P ' en Q' de eindpunten van
p' en s'. dan is:

PQ = Ig - pi en P ' Q' = Ig' - PI,

Een nodige en voldoende voo r waarde dat A orthogonaa l is, m.a .w. dat de
affiene transformatie een beweging is, is dat voo r elk lijnstuk PQ geldt :

PQ = P ' Q' .

Uit deze ste lling volgt:
Bij een beweging van E2 in zichze lf wordt elke cirkel afgebeeld op een cirkel;
het beeldpunt van het middelpunt van een cirkel is het middelpunt van de
beeldcirkel.

§ 3. Eigenlijke bewegingen.

Een eigenlijke beweging wordt gegeven door de verge lijkingen :

x ' = x cos ç o-v y sin ç +a l }

y ' = x sin cp + ycoscp + a2 .
(I)

Een punt dat sa menvalt met zijn bee ldpunt, noe men we een dekpunt .
Bij een eigenlijke bewegin g voldoe n de coördinaten van een dekpunt aan de
vergelijkingen :

(I -coscp) x + sinq;.y=al}
- sin cp . x + (I - cos cp) y = a2 .

Nu is:

SlllCP I = 4 sin2 lcp ._ coscp "2

(2)

Voor (I' = °zijn er dus geen dekpunten. De bewegingsvergelijkingen (I) zijn
dan:

x' = x + al}
y ' = y + <l2 .

Deze beweging heet een translatie. Elk punt P (x, y) wordt dan verscho ven naar
het punt P' (x' ,y') zo , dat OP' = OP + 9" waarin 9, = (al , a2) .
Is (p =jo. 0, dan heeft de eigenlijke beweging één dekpunt. Noemen we de coördi ­
naten van het dekpunt Ö (bi , be). clan is:

bI = b. cos cp - b2 sin cp + aq
b2 = bI sin (I' + b2 cos cp + a21.
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x' = x cos cp - y sin CP}
y' = x sin cP + Y cos tp •

x' + bI = X cos cP - Ysin cp + b, cos cP - bz sin cp + al}
y' + bz = x sin cp + Si cos cp + bi sin cp + bs cos cp + az '

of, in verband met (2):

We verschuiven het coördinatenst elsel zo, dat 0 de nieuwe oorsprong wordt.
Voor de overgang van het oorspronkelijke XOY-stelsel naar het nieuwe XÖY­
ste lsel dienen de transformatievergelijkingen :

x = x + bI}
y=y+bz ·

Uit (I ) vo lgt, dat ten opzichte van het x OV-stelsel de bewegingsvergelijkingen

zijn:

Elk lijn stuk OP wordt dus om Ö over een hoek cP in pos itieve richting gedraaid.
Uit het bovenstaande volgt :
Elke eigenlijke beweging van Es in zichzelf is Of een translatie Of een draaiing
om een vast punt over een constante hoek.

(I)

(~ -~) G) = G:) of x = X') (2)
Y = - y " ,

dan is:

(X) = (C?S cP - sin CP)
(;:) + (:~) of

x' = x " cos cP - s" sin cP + al) 3

y sin cP cos cp y ' = x" sin cP + y " cos cp + az . ( )

§ 4. Oneigenlijke bewegingen.

Voor een oneigenlijke beweging zijn de vergelijk ingen:

x' = x C?ScP + y sin cP + al} .
y' = x in cP - Y cos cP + az

We schrijven deze bewegingsvergelijkingen als volgt:

G:) = (:~:: - :~::) G) + (:~) = (:~:: - :~:) (~ -~) (;) + (:~) .
Stellen we:

Door (2) wordt elke punt P (x,y) in Ez gespiegeld t .o.v . de x-as, waardoor het
punt P " (x " ,y " ) ontstaat. Daarna ondergaat P " (zie vo rige pa ragraaf) volgens
(3) een eigenlijke beweging, wa ardoo r he t beeldpunt van P dat is P' (x',y')
ontstaat.
Hieruit vo lgt:
Elke oneigenlijke beweging van Es in zichzelf met vergelijkingen (I ) is een
spiegeling t .o.v. de x-as gevolgd door Of een translatie Of een draaiing om een
vast punt over een constante hoek.
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Bij een oneigenlijke beweging voldoen de coördina ten van eventuele dekpunten
aan de vergelijkingen :

(I - COSlP) x - sin lP . y = al} f 2 sin tIP (sin tIP . x - cos tIP . y) = al}
- sin lP . x + (I + cos lP) Y = a2 0 - 2 cos tIP (sin tIP . x - cos tIP . y) = a2 .

Hieruit blijkt, da t er bij een oneigenlijke beweging in het algemeen geen dek­
punten zijn. Alleen in het bijzondere geval:

lP i= 0, lP i= n , al = 2À sin t IP en a2 = - 2}. cos tIP

zijn er oneindig veel de kpunten . die alle liggen op de lijn :

sin t IP . x - cos t IP . Y = À .

We kunnen een oneigenlijke beweging met vergelijkingen (I) ook nog op een
andere wijze beschouwen. Daartoe schrijven we deze vergelijkingen als volgt:

(;) = A G) + (:~) , met A = (~~: : _ :~::) . (4)

We kiezen nu een nieuw orthonormaal coördinate nste lsel xOY met 0 (xo,Yo)
als oorsprong en zo, dat de hoek die de as Ox maakt met de x-as, gelijk is aan
tIP. Voor de overgang van het XOY-st elsel naar het X OV-stelsel dienen de
t ra nsfo rmat ieve rgelijkingen :

- sin tIP)
cos tIP .

Door deze coördinate nt ra nsforma tie gaan de bewegingsvergelijkingen (4) over
in:

of :

B (;:) + G:) = AB (;) + A G:) + (:~) ,

(;) = B -lAB (;) + B -lA G:) + B -l (:~=;:) . (5)

Nu is :

B -1A = ( cos t IP sin tIP) (C?S lP
- sin t IP cos t tp sm tp

sin tIP)
1 '- cos 'lIP

du s:

B -lA (XO) + B -l (al - XO) = ( al costIP + a2 sin tIP) .
yo a2 - yo (2xo - al) sin ttp - (2yo - a2) cos ttp

Nu noemen we al cos tIP + a2sin ttp kortweg a en kiezen (xo, Yo) zo, dat
(2xo - al) sin tIP - (2yo - a2) cos ftp = 0, d.w.z . we kiezen 0 (xo,ye) op de
lijn 1 met vergelijking:

(2x ---.: a l) sin Q(P - (2y - a2) cos ttp = 0 .

Deze lijn loopt eve nwijdig met de nieuwe as OX.
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B -1 AB = (C?S iIP sin tIP) (C?StIP - sin iIP) = (I 0)
sin tIP - cos tIP sm tIP cos tIP 0 - I '

gaat de be wegingsvergelijking (5) t. o.v. het XÖY-st elsel tenslotte over in:

(;) = (~ _ ~) (;) + (~) of ; : : ~~ a

Hi eruit volgt:
Elke oneigenlijke beweging van E 2 in zichzelf is een translatie over een vaste
afstand en evenwijdigaan een vaste lijn, gevolgd dooreen spiegelingten opzichte
van die lijn.

§ 5. Opgaven.

In deze opgaven wordt aange nomen, dat in elke euclidische ruimte E 2 een
orthonormaal coördinatens te lsel is gekozen .

I . In een affiene ruimte R2 is va n een afbeelding gegeven:
Voor elk viertal punten P ,Q, R en S en hun beeldpunten resp . P',Q' , R ' en S '

~ - --r --+ ---r
geld t, dat met RS = }. PQ tevens R ' S' = JeP ' Q' voor elke Je =1= O.
Toon aan, dat de afbeelding een affiene transformatie is.

2. Too n aan :
1°. Bij een eigenlijke bewegin g van de euclidische rui mte E 2 in zichzelf worden
de isot rope punte n in E2 op zichzelf afgebee ld .
2°. Bij een oneigenl ijke beweging van E2 in zichzelf worden de isot rope punten
in E 2 op elkaar afgebeeld.

3. Toon aan dat, als bij een affiene tran sformatie met transformatiedet erminant
gelijk aan ± I van E 2 in zichzelf de isotrope punten in E 2 op deze punten
worden a fgebee ld, deze transformatie een beweging is.

4. J oon aan dat, als bij een affiene transformatie met transformatie det erminant
gelijk aa n ± I van E 2 in zichzelf elke cirkel op een cirkel wordt afgebeeld , deze
transformatie een bewegin g is.
5. In de euclidische ruimte E2 is een affiene tran sformatie gegeven door:

~'= A;1~ +<1,

met A = (~ - ~) en a = ( =~) .
a. Bepaal het beeld van het punt P (I , I) .
b . Toon aan, dat het punt (1 ,0) een dekpunt is.
c. Toon aan, dat elke rech te l door het punt (1,0) wordt afgebeeld op een rechte
l ' door (1 ,0) en dat de hoek tussen l en l' constant is.
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d. To on aan, dat deze affiene tran sformatie ook verkregen wordt door een
lineaire transformatie t .o.V. een geschikt gekozen nieu w orthonormaal coördi­
natenst elsel.

6. In de euclidische ruimte E2 is een beweging gegeven door :

x' = A4 + ~,

I (4met A = 5" 3

a. Toon aan, dat alle dekpunten op een rechte lliggen .
b. Als rn ' het beeld is van de rech te m, toon dan aan dat l, m en m ' door één
punt gaan en dat l de bissect ri ce is van een hoek tussen m en rn '.

7. In de euclidische ruimte E2 is van een affiene transformatie i gegeven, da t
de beeldp unten van de punten A (1,0), B (7,0) en C (4,4) respectievelijk
A' (4,3) B' (4,9) en
Toon aan, dat de afbee lding een eigen lijke beweging is.

8. In de euclidische ru imte E2 st elt A de draaiing voor om het punt (0,0) over
een hoek van 60?, terwijl B de draaiing voorstelt om het punt (2,0) over een
hoek va n 90 0

; beide draaiingen in positieve richting.
a. Toon aan , dat AB en BA twee eigenlijke bewegingen zijn .
b . Bepaal van AB en van BA het dekpunt en t evens de hoek van draaiing om
het dekpunt.
Antw.: (3 - jl3, - 1 + )/3) , 1500

; (3 - y3, 1 - y3), 1500
•





REGISTER

deelru imte, lineaire . . 12, 17
deelru imten, orthogonaal-com-

plemen taire . 28
defect e matrix . 106
dekpunt 134
det erminant. 50
determinanten, produkt van

twee 59
diagonaalmatrix 104
dim ensie 16
dir ect orthogonaal 93
distributieve eigenschap 10
doorsn ede van tw ee lin eaire

deelruimten . 18
driehoeksongelijkheid . 23

homogene lineaire vergelijking 42
hoofddiagonaal 79

inverse matrix . 84
inverse tran sform atie. 83
inwendig produkt 22

afbeelding
affiene ruimte .
affiene tran sform atie
assoc ia tieve eigenschap

basis, lineair-afhankelijke .
- , lineair-onafhankelijke
basistransformatie
beeldpunt.
beeldruimte.
beeld vector .
beweging
- , eigenlijke
-, oneigenlijke

Cramer.
commu tatieve eigenschap

eenheidsmatrix

65
70

130
9

13
13
88
71

65, 69
65

133
134
135

57
9

80

eenheidstransforrna tie
eenheidsvectoren
eigenlijke beweging.
eigenr uimte .
eigenschap, assoc iatieve.
- , commutat ieve
- , distributieve
eigenvecto r
eigenwaa rde .
equiva lente mat rices
euclidische ruimte
euclidische vectorrui mte

~elij kwaardige matrices .
..;espiegeld orthogonaal
getra nsponeerde matrix .
Grassma nn-Ste initz

karakteristi ek polynoom
karakteristieke vergelijking
kentallen
kern
kolomvect or

lineaire afhankelijkheid
- onafhankelijkheid
lineair-afhankelijk ste lsel
linear-onafhankelijk ste lsel

80
10

134
102

9
9

10
101
101
90
70
22

90
93
82
14

102
101

9
69

. 32, 50

10
10
11
11



141

lin eaire deelruimte . .12, 17 orthonormale basis . 24
lin eaire vectorruimte . 12 orthonormale basistransforma-
lin eaire vectortransformatie 66 tie . 95
lineaire vergelijk ingen 31 orthonormaal st elsel vect oren 24

matrix 31 parti culi ere oplossing . 47
- , aangevulde 34 produkt-transformatie 77

) -, diagonaal- . 104 produkt van een matrix en een

) - , rang van een 34 kolomvect or 68

t -, defecte 106 produkt van twee deterrninan-

2 -, eenheids- 80 ten 59

) - , getransponeerde 82 produkt van twee mat rices 77

) - , inver se 84 punttran sformatie 71

) - , nul-. 82

I --, or thogonale 91 rang van een matrix 34

I -, ran g van een 34 rang van een pro duktmatrix 86

) - , reg uliere . 83 regel van Cra mer . 57

) - , sing uliere 83 relatie , equivalente. 90

~
- , symmet rische 82 --, reflexieve 90
-, transfomatie- 68 -, symmetrische 90
mat rices , optelling van 76 -, tran sitieve . 90
- , vermenigvuldiging van 77 rij-kolom-produkt 27
minor 50 rijvect or .32, 50

nevendiagonaal 79 Schwarz 22
normeren . 25 som-t ransformat ie 77
nulmatrix . 82 som van twee matrices 77
nuloplossing . 42 spi egeling . 133
nulruimte . 13 spoor . 102

St einitz. 14
onderde te rminant 50 symmetrische matrix . 82
oneigenlijke beweging 135
onge lijkheid van Schwarz 22 transformatie, affiene . 130
oplossingsruimte . 43 - , basis- 88
oplossingsvector . 31 transformatie, eenhe ids- 80
or thogonaal complement 28 -, inverse 83
orthogonaal-complementaire -, orthogonale 90

deelruimten . 28 - , produkt- 77
or thogonale matrix. 91 - , punt- 71
or thogonaal ste lsel vect oren 24 - -, som- 77
orthogo nale transformatie . 90 - , vector- 65
or thogo naliseren . 26 transformatiedet erminant . 79



transformatiematrix

vector . . . . . .
vec to r , kentallen van een
-, beeld- .
- , lengte van een . .
vectoren, optelling vari

68

9
9

65
22
9

142

vectoren , verschil van .
vectorruimte. lineaire .
vectortransformatie
vectorvergelijking . .
verbinding van tw ee

deelruimten . . . .
lineaire

9
12
65
32

19



f 10.-* f 17.50

f 5.- * r 10.-

r i.IO* f 5.20

r 1.95* f 6.20

f 5.-* f 10.-

f 7.50* 1 b .-

t 5.-* t 10.-

1 7.-* 113.-

l 6.-* I' 12.-

r 6.75* f 13.50

1 9.-* 115.-

f 9.-* 1 15.-

1 5.-* 1 9.-

H ANDLEIDINGEN BIJ HET ONDERWIJS AAN DE TECHNISCHE

HOGESCHOOL TE DELFT ONDER REDACTIE VAN
DE VERENIGING VOOR STUDI E- EN STUDENTENBELANGEN

TE DELFT
Theoretische Mechanica

a- JOK ine matica van het platte vlak door H . J. C. A. Nunnink
72 Repetitiedictaat Theoretische Mechanica, door Ir W . J. Voll ewens en

D r Ir Joh . H . M. Manders. 3e druk , 274 pag., 120 fig.
81 Vraags tukken Th eoretische Mech anica. I : Beweg ing van het stoffelijk

punt, doo r Pro f. O r F. Schuh en Ir W . J. Volle wens , liO pag ., 3 fig.
82 Vraagstukken Th eorerische Mecha nica. 11: Beweging van vaste lichamen.

door Prof. Dr F. Schuh en Ir W . J. Vollewens, 212 pag., 5 fig .
a-S Vraagstukken Theoretische Mechanica door Or W . J . Claas en

Dr P. A. I. Scheelb eek

Analytische Meetkunde.

a-i Vraagstukken over Analytische Meetk und e en Lineaire Algebra, do or
B. W . Stegge rda e. a. 6e deuk. Alle studierichtingen .

a-8 Collegedictaat Analy rische Meetkunde I, door Or J. Bijl en W. J. H .
Sale t, Se deuk, 208 pag ., 88 fig.

a-ll Collegedictaat Analyrische Meetk unde 11 door Or J. Bijl en W .]-

H. Salet 2e druk
a-12 Vectora na lyse door Prof. Dr R. Timman 2e deuk

Analyse.

a-7 Repetitiedictaat Anal yse I, door Ir W . J. Vollewens, 10e herz. druk,

a-3 Repet it iedictaat Analyse 11, 6e herzien e deuk

70 Repetitiedictaat D iffere nt iaal-vergelij kingen, door Ir W . J. Vollewens,
6e deuk, 132 pag ., met 330 vraagstu kken en antwoorden.

a-6 Wiskundige Vra agstukken. ont leend aan de propaedeutische examens
van de Technische Hogeschool , verzameld en van antwoorden voorzien
door Pro f. Dr O . Bottema. herzien door Dr J. H . J. Almering.
2e deuk. 30i pag., I fig. f 5.-* f \i.-

a-9 Vraagstukken bij Vecto r Anal yse en differentiaal meetkunde door Dr.
G. W . M. Kallenberg en O r R. J . Wille 2e deuk f 3,75* f 7,50

Statistiek

a-13 T oegepasre Stat istiek A doo r Prof ir , J. W. Sieben

Experimenteel Spanningsonderzoek.

b-2 De Method e-Cro ss, door Ir F. A. Marinkelle 2e druk .

Natuurkunde.

C-p Practicum -insmictie s N atuurkunde. samengesteld do or de Sub-afdel ing
enz. Natuurkunde

1 7.-* 1 12.-

Voor NI
Voor TI YI
Voor El
Voor Mtl

f 8.75;
f 9.75;
f 6.-;
r 8.50

Voor N2 f 11.25
Voor T2 Y2 f 8.75;

Voor C2 {6.75 ;
Voor WVS2 I' 5.50;
Voor M2 {6.25 ;
Voor G1 f 1.25
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c-] Inleiding in de Mechanica door Drs A. N. Borghouts
c-2 Prof. ir C. \V. K osten, elect ricitei t

c-4 Warmteleer en Kinet ische Gas theorie door D rs A. N . Borghouts
c-5 Elementaire dee lrjes, Atomen en Moleculen, door Prof. D r H. B. D orgelo,

8e druk .
c-6 N atuu rkundige Vraagstukken, same ngesteld door de afde ling voor

Technische N at uu rkun de aan de T.H ., 6e dru k, herzien door Drs
A. N . Borg ho ucs en Or H. Swier s .

c·7 Bou wfysica door Prof. Dr. ir . C. W . Kosten

Werktuigkunde.

r 12.50*
{ 3.75·

{ 12.50*

( 9.-*

r 6.25·
t 7.- '

1'20.­
I' 7.50

(20.-

I 15.-

1'12.50
I'li.-

x-4 Leergang Technologie en con str uctie van Kernreactoren 1956. dl I en H.
i-7 Tandwielen doo r Ir. A J. Donker sloot

Scheikuude.

d-I Fysisch e Tr an sp ortverschijns elen . doo r pro f. Ir . H. Kramers
d-3 Verzameling van vraagst ukke n over Analytisch e Scheikunde, bijeen­

gebracht doo r E. H . P. Cordfunke 3e druk.
d-4 Te chnisch-Physische Scheidingsmeth oJen , door Ir J . N ijman, naar het

college van Prof. Or Ir P. M. Heertjes 3e dru k.
d-ö Anorgan ische Anal yse door Ir. K . J. Metm an en Des H. F. W . Kleyn
d-6 Ir K . J. Metrnan, kwalitatieve anorg. analyse
d-Z Th eoretische organ ische chemie door Ir. A. P. M. Eker

Mechanische Technologie.

m-i Kenn is der Metalen I. door Prof. Dr Ir P. Jongenburger 7e druk
m-2 Kennis der Metalen H, do or Prof. Dr Ir P. Jongenburger 3e druk

Staats -, Administratief· en Han delsrecht.

r 16.-' {25. - *
I 19.- * { 32.50"

I' 4.-• I' 8.-

I' 1..75" I' 9:50

I' 12.50· {20. -
I' 14.50* I' 25.-

I' 6.-" (12. -

I' 8.75* t 15.-

I' 4.-• { 8.-

I' 5.50· I' 11.-

64 Schema college Arbeidsrecht, door Prof. Or J. A. Veraart. H pag ..
doorschoten. 3e druk. t 2.-* { 4.-

65 Schema college Staatsrecht. door Prof. Mr A. C. Josephus Jitta, 75
pag., wit doorschoten , 3e druk. r 3.-• { 6.-
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