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SUivIî.1ARY

New possibilities in simulating groundwater flows by means of electric
analogs are discussed in this report.

Chapter 11. The basic equation of groundwater flow is a law found by Darcy
in 1856. Later on more general and more differentiated formulations were
found. Together with an equation of continuity we ultimately have to solve
some differential e~uation. The solution which we may use depends in parti-
cular on the type of the boundary conditions (shape etc.). If the course of
a boundary is rather capricious an analytic solution is impossible.
In some practical cases it is very advantageous to solve problems by means
of electric analog models. Therefore much attention is paid to solutions
obtained by meLns of electric analog equipment. After describing the conduc-
tive sheet analog consisting of the so called "Teledeltos" paper, advantages
and limitations of this method are discussed. From this discussion the im-
portance of this research appears.
Chapter In. To improve the analog method we want to replace the continuous
material by a network of Lumped elements. This chapter is devoted to the
properties of a resistance network.
Shape and size of the meshes are considered in relation to t~e accuracy of
the results. These considerations agree with those used in connection with
finite difference approximations in relaxation-techniques.
Realization of the boundary conditions in problems of steady flow involve a
difficulty if a singularity is present. In a test problem the realization of
proper flow conditions in the vicinity of such a singularity is dealt with.
It appears that in such a case the effect of reducing the mesh-size is very
smalle Fortunately there is an easy way to reduce the errors. In that way two
(or three) elements in the vicinity of the singularity are given values which
differ from those in the original design. It seems that every singularity in
networks can be handled in a similar way.
Results of computations and measurements, which are listed in the appendices,
are discussed and compared with each other.
The consulted references are mentioned in the "Literatuur opgave".
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N 0 MEN C LAT U U R.

Grond'Tater , eenheden: Lengt,e ", net cr------
tij~ seconde

kracht .- ki Lo,': '2.xl

P _- de soortelijke d.ichthei,j_

y :; het soortelijk se"Ticht

= de dynamische viscositeit dv
(n :;

n

8 :;de compressibiliteit

n = het poriëngetal

n = het effectieve poriëngetal
e

x, y en z rechthoekige coördinaten

v = volume

A :; oppervla.1:.te

B = breedte

E = hoo:;te
h = z + 2- Diezometrisch niveau (~.n.) :; stij:~hoogte = ~ll neters

PC _
l:aterkolom m.

h = de stij,3hooc;tc v , e , punt in het JÏlrc3.tisch vlak
p
Z = de hoogt-e v , d , bovenzijde: vvh , ,3esloten ~;rondHatcr t.o.v. een

willekeuriG ver3. vla.~

z :; <Ie plaatshoo-:;te v.e. punt t.o.v. een Hillek. horizontaal vlak

z :; de pl2.atshoogte v.e. punt i.h. phreatisch vlak t.o.V. een irille-
p

keur iC; horizontaal vlak

p -- <le va tersJ1annin::; in een bepaald purrt

'l) = de capillaire s:?ann~nc;
-c
h :; de hooGte van J.e capillaire zone 1n grond
c

S = 3..e langs een stroorJ.ijn ::;c:-:.etenafstand

~ = het acbiet = <Ie ~locveelheid ~_oorstroBe:l-, "Tater per tijdseenheLl

q = het debiet per eenl1eid van breedte

qs = het J.ebiet per eenheid van oppervlal:te
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Hoofdstuk I Inleiding

In dit ontwerp worden nieuwe mogelijkheden besproken die bestaan op het gebied
van de elektrische modelmethode voor de oplossing van grondwaterproblemen.

Na een aantal algemene beschouwingen over de problemen die bestaan en de oplos-
singsmogelijkheden, wordt nader ingegaan op de modelmethode m.b.v. een elektrische
plaatgeleider. Naast de voordelen worden de beperkGheden van deze methode genoemd,
waaruit het belang van dit onderzoek naar voren komt. Hoofdstuk 11 wordt besloten
met een beschrijving van de opdracht die met te noemen begrenzingen in onderdelen
is gesplitst.
In hoofdstuk 111 wordt beschreven waarom men een netwerk van weerstandelementen
kan gebruiken bij het oplossen van grondwaterproblemen. Hierbij wordt aangegeven
welke factoren daarbij een rol spelen. Belangrijke factoren als maasvorm en maas-
wijdte worden aan uitvoerige beschouwingen onderworpen. Een andere belangrijke

)

factor is het realizeren van de randvoorwaarden. Met behulp van een toetsprobleem
wordt aangegeven hoe de omgeving van een singulier punt kan worden benaderd.
Resultaten van uitgevoerde berekeningen en van metingen aan testmodellen, die op
bijlagen zijn toegevoegd, worden besproken en met elkaar vergeleken. Voor dit
onderdeel van het ontwerp is veel literatuur geraadpleegd, waarvan een uiteraard
onvolledige opgave wordt gedaan.
In hoofdstuk IV wordt aangegeven op welke '~ijze een vrije grondwaterspiegel in
een niet-permanente stromingstoestand automatisch variërend kan worden gerealiseerd.
Voor dit gedeelte van het onderzoek is het gedrag van het grondwater nabij de
vrije grondwaterspiegel bestudeerd. Voor een een-dimensionaal geval zijn in een
natuurmodel door het "Laboratorium voor Grondmechanica" te Delft metingen verricht,
waarbij ernaar gestreefd is de nauwkeurigheid zodanig op te voeren, dat het effect
van de capillaire zone (bij zand) kon worden vastgesteld. Vooraf is voor dit geval
een numerieke berekening uitgevoerd, waarin het effect van de capillaire zone
theoretisch is benaderd. De resultaten hiervan stemmen redelijk overeen met die
van de natuurmetingen. In een elektrisch model is het nog niet zonder meer mogelijk
het effect van de capillaire zone te simuleren. De weerstand wordt in een derge-
lijk model discreet bij-en afgeschakeld.
In verband met het bovenstaande zijn van het zelfde een-dimensionale geval nume-
rieke berekeningen uitgevoerd waarbij:

1e. de capillaire zone constant werd gesteld.
2e. de capillaire zone werd verwaarloosd (gelijk nul gesteld).
3e. de capillaire zone werd verwaarloosd en de weerstandsweg discreet werd

bij- en afgeschakeld.
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De berekeningen ad 3e. kunnen dus worden vergeleken met de metingen aan het
ontworpen testmodel.
De voor dit gedeelte van het onderzoek benodigde berekeningen z~Jn in samenwer-
king met de afdeling Getijden en Numerieke berekeningen van de Waterloopkundige
Afdeling der Delta Dienst uitgevoerd.
De schakelelementen,die in het testmodel z~Jn toegepast, zijn ontwikkeld door
het Elektrisch Laboratorium van de Delta Dienst d.r Rijkswaterstaat. Bij dit
laboratorium zijn alle voor het onderzoek benodigde metingen verricht, waarbij
de schrijver veel hulp en gastvrijheid heeft ondervonden.
Het onderzoek betreffende het realizeren van een automatisch variërende rand-
voorwaarde is, op het moment waarop dit rapport is geschreven, niet voltooid.

Hoofdstuk V geeft conclusies die in dit stadium van het onderzoek mogelijk zijn.
In dit zelfde hoofdstuk worden verdergaande suggesties gedaan voor de toekomstige
ontwikkeling.waaraan de schrijver hoopt mede te werken.



- 3 -

Hoofdstuk 11 Algemene Bes·,chouwingen

1I-1 Grondwaterproblemen

Grondwaterproblemen zijnte verdelen in:
a. permanente stromingstoestanden
b. niet-permanente stromingstoestanden

~o Hierbij is men geïnteresseerd in de potentiaalverdeling in het massief enjof
in de grootte van de kwel door het massief.

Bekende voorbeelden zijn:
bepaling van de kwel door afsluitdammen met aan beide zijden een constante
waterspiegel.
bepaling van het debiet van putten en bronnen.
bepaling van de totale waterdruk onder een vloer van een kunstwerk.

Quasi-permanente problemen komen veel voor, door van een niet-permanente stro-
mingstoestand de (rand) voorwaarden op een bepaald moment te beschouwen.
~o Bij deze problemen zijnde potentiaalverdeling en de kwel op ieder moment

anders.
Men is nu geïnteresseerd in het verloop van deze waarden in de tijd.
Een voorbeeld hiervan is het onderzoek ten behoeve van de aanleg van moderne
zeedijken. Hierover wordt in het volgende meer gezegd.
De twee stoffen waarmee we bijgrondwaterproblemen te maken hebben zijngrond en
water. Van deze twee is water de stof die wat betreft de eigenschappen bijdeze
problemen het minst varieert.

Eigenschappen van water:

De dichtheid p deze is gedefinieerd als de massa per volume eenheid:
dimensie -3kg sm •
Deze waarde varieert slechts weinig met de temperatuur, het zoutgehalte en met
de druk.
In het volgende wordt p .constant gehouden.
De dynamische viscositeit n : deze wordt gedefinieerd door de vergelijking:

dv -2 1 -1 -1n dy , waaruit de dimensie volgt kgf'vm oS • of kg sm .s 0T

n varieert met de temperatuur, die voor grondwater ongeveer constant is;
dus ook n kan constant worden gesteldo
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De compressibiliteit B :deze wordt gedefinieerd door de vergelijking:
dp _ Cldp - IJ • P

-1 2kgf .m

dV
- = - B Vdp

-1 1 2of kg .m.s.

of ook

B heeft voor water een kleine waarde

, waaruit de dimensie van B volgt:

-9 2 ( )-15.10 m. kgf •
De invloed van deze waarde op grondwaterbeweging is klein ten opzichte van
de invloed van de berging aan het vrije oppervlak, zodat B gelijk nul wordt
gesteld.

Eigenschappen van grond:

Het poriëngetal n: is gedefinieerd door n =
v-vk
V

waarin V = het totale volume van een hoeveelheid grond
en Vk= het volume dat door de korrels wordt ingenomen.

Voor zand heeft n een waarde die varieert van 0,35 tot 0,45·

Het effectieve poriëngetal n: is gedefinieerd als het quotient van het______________________________ ~e

en het totale volume.
volume dat bijherhaald droogvallen van grond door water kan worden ingenomen

Deze voor de berging bijeen variërende
een kleinere waarde dan n • Dit is een

~vrijewaterspiegel belangrijke fa~tor heeft
gevolg van het feit dat in de poriën

van de grond lucht wordt ingesloten.
De waarde n 1 voor zand K = 10-4,.varieert van 0,18 tot 0,23

e
wordt in de literatuur wel met de letter Baangeduid.Het getal ne

De belangrijkste eigenschap van grond in dit verband is de doorlatendheid voor
water.
In 1865 werd door Darcy de naar hem genoemde experimentele wet gevonden (zie [2]).

Bijproeven werd de hoeveelheid water die per t ijdr 3enheid stroomt door een pris-
matische zandkolom met dwarsdoorsnede A gemeten, waarbij het verval constant
werd gehouden ( zie fig. 1 ).

Hijvond dat het totale debiet Q recht evenredig is met het verschil in
piëzometrisch niveau h2- h1 =4h.

i< :..,
fig. 1

Q

t.h
Q = - K.A. t:S (1 - 1)

Hierin is 0 S de lengte van de pris-
matische zandkolom en K de door-
latendheidsconstante van de grond.
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Het piëzometrische niveau de stijghoogte h z + L (1 - 2 )pg
waarin z de hoogte van een bepaald punt t.o.v. een willekeurig horizontaal
vergelijkingsvlak is en p de waterspanning in dat zelfde punt is, terwijl pg
het soortelijk gewicht van de vloeistof is, dat constant word.t gesteld in de
plaats en in de tijd.
De specifieke afvoer qs is de totale afvoer Q gedeeld door het oppervlak van
de dwarsdoorsnede A.
De vergelijking (1 - 1) wordt dan =

Als ~ S nadert tot nul~
In deze vorm van de Wet van Darcy wordt voor qs
dan de gemidclelde filtersnelheid wordt gedacht.

dhv = -KdS

vaak geschreven v, waarbij
Dan wordt vergelijking (1 - 3)~

het feit of we met n resp. ne

afhankelijk van
1resp. - v.
ne

steeds het specifieke debiet oftewel de filter-

v • En we17
1te maken hebben, gelijk aan - vn

De (ware) snelheid van het water is groter dan deze

In het volgende wordt
snelheid bedoeld.

met v

De l'fetvan Darcy is met de vergelijkingen van Euler af te leiden.
Voor een één-- limensionale permanente stroming zijnde volgende vergelijkingen
bekend~
hij laminaire stroming door een buis:

.1.1Ti d
hydraulische straal = ~ 4

v (1 - 5)

waarin R
en dus ook: v

_ .....L i .K!lli (1 - 6)
32 'V dS

bij laminaire stroming door een open leiding: v 1 R2• g dh (1 7 )3 'V dS -

Voor de stroming van een vloeistof door grond kunnen we schrijven:
2

v = - f1 R iS. !lli (1 - 8)
'V dS

We kunnen de hydraulische straal R van grond recht evenredig stellen met de
2 2korreldiameter D, dan: R = f2D • (1 - 9)

De f~ctor f2 is door het doen van een groot aantal proeven te bepalen.
We mogen dus schrijven v - f1.f2 D2: ~ = - f3 D

2
~ ~ •

Als we stellen dan is
dh
dS

(1 - 10)

De doorlatendheidscoëfficiënt K is dan gesplitst in 2 factoren:
_ een factor K* voor de grondeigenschappen: korrel vorm, korrelstapeling;

een factor g: =..Ilir voor de eigenschappen van de vLoei s'tof", deze is voor
v Tl
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grondwater constant te stellen.
De factor K* wordt wel de intrinsieke doorlatendheidscoëfficiënt genoemd.

Het bepalen van de doorlatendheidscoëfficiënt K in de natuur is niet erg
nauwkeurig uitvoerbaar.
Men zal bijde beschouwingen dan ook uitgaan van een serie mogelijke K-waarden.
Als voorbeeld nemen we het onderzoek t.b.v de dijkaanleg.
De K-waarde van het te ontwerpen zandlichaam is slechts binnen bepaalde grenzen
bekend.
De K-waarde van de grond waarop de dijkwor~aangelegd iS niet nauwkeurig te
bepalen.
Men wil een dichte taludbekleding toepassen en vraagt zich af wat hiervan de
minimale dikte (zwaarte) moet zijnopdat de stabiliteit verzekerd is (zie [3]
blz. 3 - 11)
Hierbij spelen de maximaal te verwachten overdrukken onder de taludbekleding
een rol.
Om deze te bepalen moet men het verloop van de potentialen onder de talud-
bekleding, t.o.v. de plaatshoogte en t.o.v. de variërende buitenwaterspiegel
(potentiaal) kennen.
Het is bekend dat de te bepalen overdrukken sterk afhangen van de K-waarden
van resp. zandlichaam en ondergrond (zie (3) , blz. 11 - 15)
Er is voor elk geval steeds een K-waarde (meestal liggend binnen de praktische
grenzen) ,'waarbijde overdrukken het grootst zijn.
Om veilig te construeren moet men met dit ongunstigste rekening houden.
Het zal dus steeds noodzakelijk zijnsystematisch een groot aantal K-waarde
variaties toe te passen, waardoor het aantal,gelijkvormige problemen steeds
vrij groot is.
Ook de helling van het talud is in dit 'verband een belangrijke factor. In de
eerste plaats worden de overdrukken onder de bekleding er door beïnvloed. In
de tweede plaats is de helling bepalend voor de toelaatbare Qverdruk onder
een bekleding met een bepaalde dikte.
De vaak toegepaste perskade van mijnsteen heeft een onbekende doorlatendheids-
coëfficiënt , die zich bovendien in de tijdkan wijzigen ( (3J ' blz. 15 - 19) •
Dit geeft andermaal een aantal noodzakelijke variaties.
Ook de doorlatendheid van de bescherming vóór de teen van de dijk speelt een
rol in dit verband ( (3) , blz.20).
Tijdens deze opsomming is het duidelijk geworden dat, voor een bepaald ont-
werp, het aantal verschillende problemen, dat achtereenvolgens moet worden
opgelost ,zeer groot is.
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11 _ 2 Fundamentele vergelijkingen van de grondwaterbeweging~

In een drie-dimensionaal geval, waarbij de 3 assen in de z.g. hoofdrichtingen
van de doorlatendheid liggen, kan de Wet van Darcy worden geformuleerd:

v K 1h. 1x x ax

v _ K ..2h. (2 _ 1)
y y ay jv _ K ..2h.
z z 3z

Hierbij is de grond homogeen en anisotroop verondersteld~

Als de grond homogeen en isotroop is:
(2 _ 1) over in:

Kx K = KY z
K , dan gaat vergel~king

v = _ K ah 1x 3x

_ K ah
~

(2 _ 2)
v = Clyy

I_ K dhv az Iz
J

Als we in de vergel~kingen (2 _ 2) voor h substitueren h z +..E.. , danpg
krijgen we:

K !E. ""'I
vx _- lpg dJ:

K !E. (2 _ 3)v _-
y Pg ay i

v _ K __ K_ ~
Jz p.g az

Als'.het water niet strQont ,dan is: %; = ~ = 0 en *= - ~g. Dit geeft T(~Cr

de verg. (2 - 3)

q = 0x
qz = -K +K = 0
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Continuïtei tsvergelijkingen:
Deze berusten op de wet van behoud van massa.
Allereerst willen we twee continuïteitsbeschouwingen onderscheiden:

1. Voor een elementje in het inwendige van een met water verzadigd grond-
massief.

2. Voor een elementje dat aan één z~de begrensd wordt door een z.g. vr~e
grondwaterspiegel.

~. Continuïtei tsvergeli.ikingin het inwendige van een met water verzadigd
grondmassief.
Beschouw een parallelepipedum met zijden I:!.x,tJ.yen I:!. z (zie fig.2).

fig. 2

De massa van het water dat instroomt is gelijk aa r de massa van het water dat
uitstroomt, vermeerderd met de massa van het water dat eventueel in het
parallelepipedum wordt geborgen.
De massa van het wat er in het parallelepipedum is 6 M = p .6 x • I:!. Y • I:!. z. n
In een kleine tijd 6t (klein genoeg om de snelheden gedurende 6 t constant te
mogen steJ.len):
In: pVx' 6Y. I:!. z.6 t + P vy.6 x.1:!. z.6 t + P vz' 6X. I:!.Y.I:!.t

Ui t: ( pV +x
6x)6y.6z.6t+(pV +y

6y) I:!.x.6 z.1:!. t +

+ ( P V + a ( pVz) A)" A A t" e z u x.uy.u •
Z fJ Z

eventueel geborgen: a ( 6M)
at 6t =

a ( n.P • at 6t •
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in = uit + geborgen geeft:De balans:

+ txx . 6.Y . fj, z. fj, t +o ( Pvx)
ox 6. x. fj, y. txz , fj,t

o (p Vy)
'èJY

o(n.p. fj,x.6. y.fj, z)
o t6.x. fj,y. fj, z. fj,t +

De term o (n. P. fj, x. fj, y. fj,z)
o t 6.t geeft de in7loed van bergingscapaci teit

die varieert in de t~d.
Hiertoe behoort ook de z.g. elastische berging.
In dit onderzoek z~n n en P constant verondersteld, waardoor deze term nul
wordt.
We krijgen dan:

oVxp(--::;- tsx , fj,y. fj, z . fj,t
ox +

ovv~ fj, x fj, y 6.z. fj,toy . . tsx . 6.y. 6.z • 6. t) = 0

en dus na deling door p. fj, x. 6.y.fj,z.6.t +~ y + = 0 (2 - 4)

Continuïtei tsvergeli,ikingvoor een element je begrensd door een vrije grondwater-
spiegel.
Met de vrije grondwaterspiegel wordt bedoeld de bovenz~de van het gesloten grond-
water, dus het vlak dat de bovenbegrenzing vormt van de capillaire zone.
Noemen we de hoogte van dit vlak Z en de hoogte van het phreatische vlak zp'
beide t.o.v. het (x.y)-vlak, dan is Z = z + h •p c
Nu geldt voor het phreatisch vlak zp

h ,waardoor dus ook Z
p

vi e beschouwen een drie-
dimensionaal elementje
(zie fig. 3 ):

ZI\
; -'.

fig. 3
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Gesteld wordt dat boven het grondvlakje ( ~ x·~ y) de vr~e grondwaterspiegela Z
in een tijdje ~ t evenwijdig aan zichzelf verplaatst over TI· ~t
Verder wordt de dichtheid van het water constant gesteld.
\tJekunnen nu over een kleine tijd 6 t schrijven:

In: 6z +~.l..& 6 y)
2 a y + v .6x

Y
( 6 z + ~ ~ Z 6 x)+ V

a X z '
\

~y.6x~
i

..J

Uit:
a Vx

+-a x 6x) ( ~ a z a z~y 6 z + "2 ä"'Y 6y + Tx " td)

.r!L+ (vy + ay 6 y) 6 x (
~ a z +U

-,
6z +-- 6x 6 s) ~

2 a x a y J

II .6t· llx·1Js : na t eGeborgen aan de vr~e grondwaterspiegel

De balans I in - uit = geborgen I geeft

r: oVx avx
6t J - (v 6x) ( _u 6 x) 6.Y ( +~~ 6 y) -

+- 6 x ..6.Y ~ z

l x ax ax a x 2 0 Y

(v aVy 6y) ( ..ll 6 s) 6.x - ~Vy 6.y.6x(6 +.1.~ ,
+ a ay

z 2 a x tJ, XJ l

Y Y Y

--,
+ vz' 6 x. 6 Y ( =

j

~. 6to tsx.6 s - nat e

Delen door - 6 t. 6 x. ~ y geeft:

avx az avx " z
(V +- A x)--- + -:;--( 6 z + ~ -2--x ax u < x a x 2 ay

= 0
(2 - 5)

In eQn continuüm kunnen we ~ x en ~ y tot nul laten naderen, we kr~gen
in dat geval de vergel~king:

a z a zv-+v--x a x y ay
o (2 - 6)

In een twee-dimensionaal geval kunnen we een dergel~ke beschouwing houden
(zie fig. 4) :

In: 6 t ( vx .6z + vz' 6 x1
'_ avxUit: 6t (vx +rx 6x)( 6 z
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De berging aan de vr~e grondwater-
spiegel:

tsx. •

fig. 4

We kr~gen dan voor de balans:

At 'v . b. z + v . b. x
u 'l X Z

i

- (vx
a Vx az)+ - b. x) ( b. z + - b. x) ,'.,=a x ax

of wel na delen door b. t. ts s:

v~x ax
aVx

+ ax ( t:.x) - v + n II =
z e a t o (2 - 7)

In een continuüm kunnen we 6. x en b. z tot nul laten naderen zodat
vergelijking ( 2 - 7) in dat geval over gaat in

v~
x a x

vz + ne o (2 - 8)

B~ een permanente stromingstoestand is de vr~e grondwaterspiegel een
stroomlijn.
Als de hoek tussen de vr~e grondwaterspiegel en de x-richting a is dan is:

v v cos ax
v = v sin az
II = tg aax

En dus: v = v tg a v IIz x x ax
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Als we dit in vergelijking (2 - 8) substitueren krijgen we:

+ = o of

waaruit de permanentie blijkt.

Laten we nu een element van het grondmassief beachouwen met een hoogte Z,

dat aan de onderzijde wordt begrensd door een on oorlatende laag v = 0 (ziez

fig. 5 )
, , - }

~.7 Als we nu aannemen dat over de hoogte Z
=-=- D tût v onafhankelijk is van z dan mag in de

x
voorgaande beschouwing voor fjz deze Z

// /

+

2

worden gesubstitueerd.
De vergelijking (2 - 1) gaat dan over in:

vll
x a x

= o

fig. 5
a Z
a x

ta: t.o.v. zteIn een c orrti.nuiên kunnen we s x klein nemen, zodat
verwaarlozen is.
lrlekrijgen dan de vergelijking:

+ o (2 - 9)

vergelijking (2

Omdat bovenstaande aanname is gedaan mogen we schrijven vx• Z = qx waardoor
9 ) ook te schrijven is als;

= o (2 - 10)

In het voorgaande is voor de berging van de vrije grondwaterspiegel gesteld:

a zfjX 0 TI 0
fjt 0 ne

Als we de stroming loodrecht op de vrije grondwaterspiegel beschouwen en
deze richting S noemen, dan kunnen we voor de berging schrijven (zie fig. 6):

fjq in de richting

Hierin is fjN

S • ne
fjx

cos ct

a zät' cos cten



i ..
!....'f. ........
I '!.

Op blz.
fig. 6

9 is gesteld dat

liS pt.
'z-dt.

f ~2 e:+'
Y.. ti f.

Als nu de capillaire stijghoogte
Z = hp

hc

=
ahp
a t

In dat geval kan men schrijven:

~ q in de richting van S

- 13 -

Ook geldt dus:
~ q in de richting S

a Z
=. ~N 0 ne •TI oos a

=

+ h •c
constant wordt verondersteld dan: _.

Is de helling van de vrije grondwaterspiegel gering dan is oos a ~ 1 en dus
is dan:

~ q in de richting van S ~ (2 - 11)
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Differentiaal vergelijkingen:

We beperken ons in het nu volgende tot een twee dimensionale grondwaterbeweging
waarbij dus alle afgeleiden naar Y nul zijnen waarbij steeds in de y-richting een
moot wordt beschouwd die 1 m breed is~

De vergelijkingen (2 - 1) - K ah 1geven nu: Vx x ax

ah t
v K Tz Jz z

(2·- 12)

De vergel~king (2 - 4) wordt nu:
avx ~z
-+--ax az o (2 - 13)

Substitutie van de vergel~kingen (2 - 12) in (2 - 13) geeft
(K ah) + 2.. (K art) = 0x ax . az z az

(2 - 14)

Hierin kunnen Kx en Kz willekeurig variëren in het massief. Men noemt dit massief
inhomogeen en anisotroop.
Is een grondmassief homogeen en anisotroop dan is K een constante en Keenx z
andere constante.
Vergel~king (2 - 14) wordt dan:

a2h a 2h
K -+K ---0
x ax2 Z a z2 -

(2 - 15)

Is in een b~zonder geval
a2h a2hK - + K -2- = 0
ax:2 az

Kx
K , dan wordt de vergelijking ( 2 - 14):

Substi tueren we nu 4> = - K.h
differentiaalvergel~king:

(=-K(z~) ), dan geeft dit een zeer bekendepg

o (2 - 16)

Dit is de vergel~king van Laplace, een b~zonder type elliptische differen-
tiaalvergelijking, die een potentiaal beweging beschrijft, waarbij de inwendige
berging nul is.
De functies die aan deze vergel~king voldoen worden harmonische functies

1)*gen;emd •
B~ vergel~king (2 - 16) behoren de vergel~kingen ~ - 12) in de volgende

-------------------------------------------------------------------------------
1)*. Niet te verwarren met de goniometrische functies b~ de harmonische analyse.



- 15 -

vormg v = 1.!
x dx:

v ... 1.!z az
De rotatie van

1
(
)

(2 - 17)

een stroming kan wor-d.engedefinieerd als:
_<p v.dSrot. v == lim. opp

r 1(zie l~~blz. 473)

Voor een rechthoekig elementje geeft lit:
avz aT xrot. v = --- ----- a x az

In een algemeen geval geven de

(zie [~, blz. 474)
(2 - 18)

rot. v = - K z

vergelijkingen ( 2 - 12)
aKz a 2h + a_h
-- + Kax x axa z a x

met de vergelijking (_ -f'-')
aKx-~az az

In een bijzonder geval waarbij de vergelijkingen (2 - 17) gelden geven deze met
de vergelijking (2 - 18):

2a <p
az ax

2a <p
a x a z o (2 - 19)

waaruit volgt dat de stroming in dat geval rotatie-vrij is.

Langs een stroomlijn is in ieder punt de richting van v bepaald door de raaklijn
in dit punt. Voor elk punt 6eldt dus (zie fig. 7):

v dz = vz
dx Vx

fig. 7

\rJekunnen dus voor de vergelijking van een stroomlijn schrijven:
v .àx - v odz = 0z x

Definieren we nu $ (de stroomfunctie van Stokes)
d $ = v •dx - v 0 dz ,dan is: li = vz x ax z

(2 - 20)

waarvan:

2.!1!.. - - vaz - x

1
J

(2 - 21)

v _1t
x - ax ~-az

(2 - 22)
De vergelijkingen (2 - 17) en (2 - 21) geven tezamen: v _1t_~z-az-ax
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Dit zijnde differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann, die een stelsel
orthogomale lijnen vertegenwoordigen (zie opm. onderaan blz.19)·

,I. =J(li d" + ~ dx ) =/(- ~ dz + ~ dx ) f'Men kan schrijven 'I' az'" ax Bx a z ' zodat, a geza en

van een constante, 1/1 eenvoudig te bepalen is uit ~ .

Uit vergelijking (2 - 19) volgt
avx
az

av
= a XZ • Met de vergelijkingen (2 - 22) is

hiervoor te schrijven: of wel

ook 1/1 een harmonische functie is.
Als men in de verg. (2 - 22) voor z en x in een bepaald punt resp. de richting
S van de raaklijn aan de stroomlijn in dit punt en de richting

aep aljJ
neemt, dan kan men schrijven: vs = äS = an

n loodrecht op s

Op deze laatste vergelijkingen

alP aljJ
Vn = ä; = - äS = 0

(2 - 2) berust de onder

} (2 - 23)

11-3 te noemen grafische
methode voor de oplossing van een grondwaterprobleem.
De vergelijkingen (2- 22) maken het mogelijk om d.m .v , een z.g. conforme trans-
formatie bepaalde problemen op te lossen (zie 11-3).

In het
dat de

geval dat een grondmassief homogeen
vergelijking (2 - 15) geldt:

i2h a2h
K -+K -
x ax2 z a z2

en anisotroop is hebben we gezien

o waarin K en K verschillende constanten zijn.x z

Als we nu substitueren :3E
X x~

x
dan krijgen we voor vergelij~ing (2 - 15):

o (2 - 24)

Als we nu stellen ~ = Kz·h
van Laplace (2 - :6). 'kzDe substitutie x = x K:

. x

dan gaat deze vergelijking over in de vergelijking

betekent een z.g. vertrekking. Als de waarde Kx
groter is dan de waarde K dan worden de afmetingen in de x-richting met een

z
factor kleiner dan 1 vermenigvuldigd.
Het is natuurlijk ook mogelijk om voor z te substitueren z" "Z~ waardoor

we in plaats van vergelijking (2 - 24) vinden:

o (2 - 25)
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In dit geval worden, als K groter is dan K , de afmetingen in de z-richtingx z
met een factor groter dan 1 vermenigvuldigd.
Nen krDgt met één van bovenstaande substituties dus ook voor een homogeen
anisotroop grondmassief een probleem waarbD de vergelDking van Laplace geldt.
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11 - 3 Het oplossen van grondwaterproblemen.

Bijhet oplossen van grondwaterproblemen. staan ons in principe de volgende
methoden ten dienste:
1. Een berekening van die problemen waarvan, al of niet na schematisatie,

een gesloten oplossing mogel~k is.
2. Een berekening met behulp van een z.g. conforme afbeelding.
3. Grafische oplossing door middel van een vierkantennet.
4. Benadering met behulp van een nume'rd-ek rekenproces.
5. Het meten in een natuur model.
6. Het meten in een analoog model.
~. Deze methode is slechts mogel~k als de randvoorwaarden aan zeer bepaalde

voorwaarden voldoen.
In veel gevallen is het verloop der randen grillig, zodat een gesloten oplossing
zonder meer niet bestaat.
ad 2. Deze methode die ook onder 1 valt, wordt apart genoemd om de volgende

redenen~
1e. het b~zondere karakter van de methode;
2e. omdat in dit ontwerp met deze methode enige berekeningen' z~n uit-

gevoerd.
Men kan b~ deze methoden twee werkwijzen onderscheiden~
De directe methode, waarbij na afbeelding de oplossing direct beschikbaar iso
De indirecte methode, waarbij een afbeelding een nieuw probleem geeft dat opge-
lost moet worden. Dit oplossen kan geschieden met één der bovenstaande methoden
omdat de differentiaalvergel~king door het transformeren niet gewijzigd wordt.

wEen voorbeeld hiervan is de methode van Pavlovsky. waarbij een z.g. Scharz-
Christoffel transformatie een nieuw probleem geeft dat op z~n beurt getrans-
formeerd wordt tot een afbeelding waarbij de oplossing evident is ( [5]blz. 64).
Om de onder 2e genoemde reden wordt hier op de directe methode nader ingegaan.
We hebben gezien dat, als de vergel~king van Laplace (2 - 16) geldt, er een
functie ~ en een functie ~ bestaan, waarbij de differentiaal-betrekkingen
van Cauchy-Riemann (2 - 21) gelden.
We kunnen nu de beide functies ~ en ~ combineren tot een complexe poten-
tiaal n ~ + i ~
Hierin is i ~ en wordt
genoemd.
Als we stellen w = z + ix (3 - 2) dan is door de betrekkingen (2 - 21) n

(3 - 1)

~ het reële deel en ~ het imaginaire deel
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een analytische functie van w , d ,w •z , dat de afgeleiden van Q naar w

bestaan. aQ dQ aw dQ ~

Immers als Q f(w), dan is: az dw • az dw } (3 - 3)
aQ dQ aw i d...Q
ax dw • ax dw

Uit (3 - 1) en (3 - 2) volgt: ao alP i 2JI!. dO 1-+az az oz dw
(3 - 4)

00 ~ 2JI!.=-: dO Iox = oX + i i -ax dw .J

Uit (3 - 4) volgt: alP all! . ti... aljJ- +-- - l. +-oz az ax ox

Waaruit de betrekkingen (2 -
1 )31: ~ 2..t. }22) volgen : oZ ax

(2 - 22)
II .2.YL
ax az

Elk punt van een gebied G in het w-vlak heeft door de transformatie-formule
Q = f(w) een corresponderend punt in het Q-vlak, waardoor in dit vlak een

conforme afbeelding van het gebied G bestaat.
Conform wil zeggen dat twee lijnen die elkaar onder een hoek a snijden, na
afbeelding elkaar onder dezelfde hoek c: snijden (hoekgetrouw )•
Als men in een bepaald geval de transformatie-formule ken~l dan is op deze
wijze een stroombeeld te transformeren tot een aantal rechte potentiaallijnen
en stroomlijnen die- loodrecht op elkaar staan. Daarom is van de getransformeerde
punten de potentiaal eenvoudig te bepalen.

Men kan de partiële afgeleiden van <p resp. ljJ naar z resp. x op de volgende
wijze uitdrukken;

zie verg. (3 - 2) en dus

+ i
a2ljJ
2oZ

etc. etc.

------------------------------------------------------------------------------
1)31:. In de literatuur wordt meestal gesteld z = x + iy daardoor

!i 1
ay l

=- ~d
komen

deze vergelijkingen meeàtal voor in de vorm:
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dus algemeen:
anQ LP i an1jJ dnQ

+ =
azn azn azn dw n

ao dQ (3 - 2)ax i dw zie verg.

(3 - 5)

a2Q a2<1> i a21jJ i iQ aw .2 iQ
ax2 = 2 + -2 -2 0 ax = ~

dw2dX dX dw
flQ n n dnQLP... ~ .ndus algemeen: + i ~
dXn dX

n dX n dwn

Uit (3 - 5) en (3 - 6) volgen de betrekkingen:

dn<l> "~ n \i d'Q \
dZn

RF. rr>: - ()d n I
-, W )

etc. etc.

(3 - 6)

n {'n Id -1jJ IM ~(=
dZn n (

ldw J
n (.n dnQ Îa <I> RE= \~ dwn Jdxn

dn1jJ
IM

(:n dnQ'l
~ -.)0

dXn .., n I. dw'- ..

(3 - 8)

(3 - 9)

(3 -10 )

Hierin wordt met RE {a} het reële deel van a en met IM .: a i het imaginaire
t_ ,

deel van a bedoeld.
De paiiële afgeleiden van <I> en 1jJ

in de afgeleiden van Q naar w.
Het is mogelijk om als de transformatie-formule bekend is <I> (x, z) en 1jJ (x, z)

naar z resp. x zDn dus uit te drukken

uit te drukken.
Men kan dan ook de partiële afgeleiden bepalen door <I> (x,z) en 1jJ (x, z)
te differentiëren.
Vaak zullen <I> (x, z) en 1jJ (x, z) vrijingewikkelde functies zijn.
De transformatie-formule Q = f(w) is in het algemeen eenvoudiger, daarom
verdient het bepalen van hogere afgeleiden met behulp van de betrekkingen
(3 - 1) tlm (3 - 10) de voorkeur.
Het complexe getal w = z + ix is ook te schrijven als
waarin dan r = V z2 + x2' en a = ar-ct g ~.

ia
w = re (3 -11 )

Men kan door reeksontwikkeling aantonen dat ook w = r (cos a + i sin a)(3 - -12)

Het reële deel is dan RE {w) = "f' cos a.

Het imaginaire deel is dan IM {w } r sin a •
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Ook n = ie~+ i 1/J is te schrijven als n = À e (3 - 13)
n= fez) de uitdrukkingen (3 - 11)en (3 -1~ te gebruiken kunnen weDoor in

een verband leggen tussen r en À en tussen ex en 6.

Op deze wijze is de afbeelding eenvoudig te tekenen (zie [6]),
ad 3. Deze bekende methode berust op de op blz. 16 vermelde betrekkingen en is

dus bruikbaar bij twee dimensionale permanente of ,quasi-permanente gevalle~
waarbij de vergelijking van Laplace geldt.
De nauwkeurigheid van deze methode is uiteraard niet erg groot.
~.Hiertoe behoort o.a. de relaxatie methode.

We zullen het principe van deze methode behandelen, omdat de benaderings-
wijze gelijk is aan die bij een weerstandnetwerk (zie hoofdstuk lIl, blz. k3).
De relaxatie methode is een benaderingsmethode waarbij de differentiaalvergelijking
wordt vervangen door een vergelijking met eindige differenties.
Beschouwen we een funktie f van (x) (zie fig. 8 ), 1.

::np:::n Br:esp.e:r::;d::g;~,~:::d;,n f (x) in ~t f + jiJ: ;
M~B) • f(XC~~(XA) .. : • • :rtt?I'l~r':
df (xD) f(xE)-f (xC) ~~ ,~ i _".; Cl. ! _"•. )( __'__';_~..&..-J,__'_-'- __ '-:,., )(= l<i?COI: o.c.oC./I.Ó

fi,g~ 8d.x 28 , fig. 9

benaderd door:
De tweede afgeleide in het

\

d2f(::r;C)

punt C kan nu worden

= ----------
28 4 82

(3 - 14)

Voor een functie van twee veranderlijken kunnen de partiële tweede afgeleiden
op dezelfde wijze worden benaderd. Men kan op het ~x.z)-vlak een rooster met
v~erkante mazen denken (zie fig. 9), maaswijdte 8. Men kan dan schrijven:

2Cl ~(xO,zO) ~(x1,z1)+~(x2,z2)-2<1> (xO'zO)
=

.. 62

<I> (x3,z3)+<j>(x4,z4)-2~ (xo,zO)

...62
2

+ Cl <f>(xo'zO)= <t>(x1,z1)+<j>(x2,z2)+ <t>(x3'z3)+<j>(x4,z4)-4<I> (~9~_'l
Clz2 ..82

en dus ook:

Op deze wl.Jze gaat voor het punt 0 de vergelijking van Laplace (2.- 16) over in:

4 cp(xO,zO)- [~(X1,Z1)+ CP(x2,z2)+ CP(x3,z3)+~ (x4,z4)] = 0 (3 - 15)
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Voor elk knooppunt in het inwendige van het gebied heeft
van figuur 10, dat volgt uit (levergeli jking (3 - 15)•

3 r ...."

1
/I,-\:----(-~)T -
~-Ij~,

men het rekenmolecuul

................. ~ .
, ~~.

.r:

"
..'_i

, :

'0 1 '..,.......... ~ ... ._ ....~... "0' •••••••• ~ •.•••..•••..••••• , •• ~ ••

........... H' .~. . ; .

fig. 10 fig. 11
Aan de randen moet men afhankelijk van de vorm van deze randen t.o.v. het rocster
afwijkende rekenmoleculen toepassen. Voorbeelden hiervan zijn in diverse publika-
ties te vinden. Voor een rechte ondoorlatende rand die samenvalt met een lijnvan
het rooster krijgt men het molecuul van figuur 11 •
De bekende potentialen (randvoorwaarden)worden bij de knooppunten ingeschreven,
De proc'sdure is nu als volgt:

a. Schat op alle knooppunten een waarde voor ~ .
b.Bepaal voor elk knooppunt het door het bijbehorende rekenmolecuul voorgeschre-

ven verschil, b.v. (zie fig. 10): 4CP(xOtzO)- [cp(x1,Z1)+cJ>(X2,Z2)+<P(xyz3)+CP(x4,z4j]
c.Begin nu bij een bepaald knooppunt, b.v. dat met het grootste verschil (ad b.)

en trek van de waarde ~o een kwart gedeelte van het verschil (ad b.) af.
d.Bepaal het nieuwe verschil ad b. voor de direct omliggende punten.
e.Ga naar een volgend punt (ad c.) .

Als men c, d en e in een of andere (eventueel systematische) volgorde herhaalt,
dan zullen op een gegeven moment de verschillen verwaarloosbaar worden.
Men heeft dan niet de juiste oplossing, maar een benaderde oplossing behorende
bi j de gekozen maaswi jdte Ó •

Bij een kleinere maaswijdte krijgt men meestal betere resultaten. Verkleining van
de maaswijdte met een factor 2 geeft een factor 4 in het aantal knooppunten en
daarom een factor evenredig met 42 = 16 in het rekenwerk.
Men kan de maaswijdte zeer klein kiezen, echter de kosten zullen dan sterk
stijgen. Er bestaan bepaalde technieken, z.g.overrelaxatie, die het rekenwerk
beperken. Deze berusten erop dat men bij een bepaa~d probleem aan de algemene
formule (3 - 15) een zeer bepaalde coëfficiënt toevoegt" waardoor het proces
sneller convergeert ( (7] chapter 10) •
Men is niet gebonden aan vierkante mazen en hot daarbij bohorende moloc~ul.
In diverse publicaties worden vele andere mogelijkheden besprokent die allen
ten doel hebben de nauwkeurigheid te vergroten.
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De nauwkeurigheid bij nummerieke processen hangt sterk af van de benaderings-
wijze. Het kiezen van de juiste benaderingswijze en het toepassen ervan eist
een goede kennis van de analyse en van de mogelijkheden van het rekentuig.
Echter dan nog kan men voor niet te voorziene moeilijkheden komen te staan,
die proberender-wijze moeten worden overwonnen.
Voor iedere variatie moet de berekening, die veelal op een computer zal geschie-
den, worden herhaald. Dit is duur en tijdrovend.
De resultaten van de berekening moeten worden verwerkt tot overzichtelijke gra-
fieken of iets dergelijks.
Er zit steeds enig tijdsverschil tussen de uitvoering van de berekening en de
interpretatie van de resultaten. Dit is vooral een nadeel, gezien de onvoor-
ziene moeilijkheden die zich vaak voordoen.
Men behoeft van de bouw van het rekentuig geen bijzonderheden te kennen om er
nuttig gebruik van te kunnen maken.
Bij niet--permanente problemen wordt de benaderingswijze zo mogelijk nog belangrijker.
Het grote probleem is dan de stabiliteit van het proces, die b.v. afhangt van
de verhouding tussen de tijdstap en de stap in de plaats. Dit probleem vereist
grote kennis van de numerieke wiskunde.
~. Onder een natuurmodel wordt in dit verband verstaan een model waarbij

zand en water niet worden vervangen. Men kan in de natuur metingen ver-
richten. Hierbij doen zich vaak onregelmatigheden voor.
Men kan in een laboratorium onder geconditioneerde omstandigheden metingen ver-
richten aan een model op een bepaalde schaal.
Een natuurmeting is de enige weg om een juist inzicht te krijgen in de eigen-
schappen van de grond en de invloed van deze eigenschappen op de waterbeweging.

Bij alle andere benaderingswijzen worden coëfficiënten gebruikt die in dergelijke
modellen moeten wer-den bepaald. (zie [9] , blz. 100 )
Het beste model is de natuur zelf.
Echter het is moeilijk om in deze modellen nauwkeurig te meten:

stijgbuisjes geven afwijkingen omdat ze een bergingscapaciteit vertegen-
woordigen;
waterspanningsmeters hebben een beperkte nauwkeurigheid;
schaalonregelmatighedenj enz.

Bovendien zijndergelijke modellen vaak zeer arbeidsintensief en vooral moeilijk
te variëren wat betreft afmetingen en coëfficiënten bij een systematisch onder-
zoek (zie blz. 6).
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ad 6. Analoge modellen.
De belangr~kste toepassingen voor grondwaterproblemen z~n:
a. Het Hele- Shaw -model, ook wel paralle]e plaat- of spleetmodel genoemd.
b. De elektrische analoge modellen.

ad a. Een dergel~k model berust op de analogie tussen de stroming van een
viskeuze vloeistof tussen twee platen waarvoor de Wet van Poiseuille

geldt en de stroming van water door grond.
De Wet van Poiseuille luidt voor dit geval: v =m

b2g dh
dS1200 \)

waarin: vm
b

g

gemiddelde snelheid -1
= ms.
= spleetwijdte m.

versnelling de zwaartekracht -1van m.s
n 2 -1

= m s
p (p.n.)= stijghoogte m

v
h
S afstand gemeten in de stroomrichting m

Vergel~ken we deze formule met (1 - 4), (t - 8) of (1
duidelijk.

10) dan is de analogie

Met een dergel~k model is een al of niet permanente grondwaterbeweging met een
vr~e grondwaterspiegel te simuleren.
Het meten van de st~ghoogte in punten van het model is moeilijk (onmogel~k),
omdat stijgbuisjes een bergingscapaciteit vertegenwoordigen, die de stroming
beïnvloedt.
In Nederland is een dergelijk model voor het eerst toegepast door het RijksinstitUU"
voor Drinkwatervoorziening ( zie [9] p 0 84 - 91) •
ad b. Over deze modellen wordt in het volgende meer gezegd.

Als men een keuze moet maken uit de mogel~ke oplossingsmethoden, dan zullen
daarbij de volgende factoren een rol spelen:

a. De aard van het probleem in verband met de mogelijkheden van elk der
oplossingsmethoden.

b. De omvang van het probleem; deze wordt bepaald door:
_ het aantal verschillende problemen van dezelfde soort;

het aantal variaties binnen één probleem.
c. De kosten van de benodigde installatie (aanschaffing of huur).
d. De gewenste nauwkeurigheid.
e. De gewenste overzichtelijkheid van de resultaten.
f. De gewenste wissehlerking tussen degene die het probleem stelt en degene

die het probleem oplost. Communicatie t~dens de oplossing.
g. De wens om instruktief te kunnen werken; het "spelen" met de randvoor-

waarden, waarbij de invloed hiervan (direct) blijkt.
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Op het gebied van rekenautomaten is grote vooruitgang geboekt. De ontwikkeling
gaat zo snel dat enthousiaste specialisten in het werken met digitale reken-
machines, analoge rekenmachines en analoge modellen min of meer langs elkaar
werken.
Men zal vooral om economische redenen steeds scherper moeten onderkennen welke
problemen het best met een rekenmachine eh welke beter in een bepaald model
of in een analogon kunnen worden opgelost.
Een elektrisch analogon eist van de gebruiker een omschakeling van de bekende
grootheden op de elektrische grootheden. Als men deze sprong een keer gemaakt
heeft zijnde voordelen groot, vooral wat betreft de punten d, e, ,f en g van
bovenstaande factoren (zie ook onder II-4).
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11 - 4 De analogie met een elektrische stroom door een geleider.

Een elektrisch analogon komt in de volgende vormen voor:
1. Een folie-analogon
2. Een z.g. elektrolytische trqg
3. Een netwerk van weerstanden.

Het prinoipe om een elektrisch analogon te gebruiken voor het demonstreren
van een bepaalde potentiaal verdeling is reeds vrij lang bekend. Reeds in
1845 werd door Kirchhoff een folie-analogon gebruikt ter verifiëring van
z~n theorie over de potentiaal verdeling in een elektrisch veld, waarb~
de vergel~king van Laplace geldt.
In 1875 werd door W.G.Adams een dergel~k drie dimensionaal veld onderzocht
met behulp van een elektrolytische trog (zie~ [10J ).
Later werd ingezien dat een temperatuurveld aan dezelfde vergel~king voldoet.
Het aantal toepassingen van elektrische analogons is sterk toegenomen.
De eerste publikaties in Nederland over de toepassingsmogel~kheden voor
grondwaterproblemen van Prof. Ir. C.G.J. Vreedenburgh verschenen omstreeks
1930 (zie: [11] en (12J ).

De analogie bl~kt uit de volgende wetten:

Darcy 0 K
dh of dh

-1 s ds (4 - 1)
0 v = - ds K A

Ohm E i R of dE i dS (4 - 2)= - PA ee

Door de analogie tussen (4 - 1) en (4 - 2) is het in principe mogel~k een
grondwaterprobleem te vertalen in een elektrisch probleem.
Hierb~ moet afhankel~k van het probleem een aantal hydraulische grootheden
worden vertaald in elektrische grootheden.
In 11 - 5 en de volgende hoofdstukken wordt hierover meer gezegd.

De toepassing in een bepaald geval van een der bovenstaande vormen hangt
samen met de eigenschappen van elk.
ad 1. Deze vorm kan wordentoegepast voor twee dimensionale problemen.

Als geleider werd in het begin een dunne metaalplaat gebruikt, met
een voor het doel te geringe weerstand. Pas nadat er andere folies beschik-
baar waren, werd deze vorm veelvuldig toegepast.
In 11 - 5 wordt over het werken met een folie-analogon meer gezegd.
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ad 2. Hierbij is het weerstandsmedium een elektrolyt (vloeistof) die zich
in een niet geleidende bak bevindt.

De potentiaal-randvoorwaarden werden in de vorm van elektroden in de vloei-
stof aangebracht. Het is mogelijk op deze wijze een drie-dimensionaal probleem
op te lossen.
Een voordeel van deze vorm is dat de weerstand in het medium volkomen iso-
troop is.Een ander voordeel is dat de weerstand eenvoudig kan worden gevarieerd door
het niveau in de bak te variëren. Plaatselijke variaties in de weerstand en
variaties in de vorm van de randen zijnniet gemakkelijk~ne~ te realizeren.
Het registreren is in een dergelijk analogon niet eenvoudig. Een ander
probleem ia de z.g. polarisatie die kan optreden. Met een dergelijk model
is volgens Karplus bijbepaalde problemen een nauwkeurigheid van 2 % mogelijk
(zie: [17] , blz. 169).
ad 3. Deze vorm is het meest flexibel, waardoor het aantal toepassings-

mogelijkheden zeer groot is.
In de hoofdstukken 111 tlm IV wordt op deze vorm nader ingegaan.

Elektrische analoge modellen hebben een aantal zeer positieve eigenschappen.
Als men beschikt over de nodige apparatuur (die vrij kostbaar kan worden)~
dan is het werken met een dergelijk model eenvoudig. Het vervaardigen is
niet erg tijdrovend.
Systematische variatie van elektrische grootheden is eenvoudig en snel te
realizeren.
De meetnauwkeurigheid is zeer ver op te voeren.
De mogelijkheden om resultaten te registreren zijngroot en breiden zich nog
steeds uit.
Een elektrisch model is zeer instruktief. Men gaat niet zelden door het model
het oorspronkelijke probleem beter begrijpen.
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11 - De analo e modelmethode m.b.v. elektrisch eleidend a ier.

Hierbij wordt als plaatvormige geleider vaak het z.g. Teledeltos-papier ge-
bruikt, hoewel ook andere materialen worden toegepast.
Deze methode wordt vrijalgemeen toegepast voor permanente problemen.
Op het Elëktrisch Laboratorium van de Delta Dienst der R~kswaterstaat wordt
b~ onderzoekingen t.b.v. d~k-ontwerpen deze methode ook voor niet-permanen-
te problemen toegepast sinds 19580
Een van de eerste toepassingen was een onderzoek ten behoeve van de dam in
het Veerse Gat (zie: (131).
Daarna is voor vele andere ontwerpen een dergel~k onderzoek verricht,
waaronder: Dam in het Brouwerse Gat (zie: [1L1] ).
Het aantal mogelijkheden is vrij groot en de verkregen .resultaten zijnvoldoende
nauwkeurig voor de prakt~k.
In de Ingenieur van 10 juni 1960 is een artikel van Ir. H. Marcus ver-
schenen over deze methode. In het nu volgende wordt, uitgaande van dit artikel,
op deze modeltechniek nader ingegaan.

Uit de beide wetten (4 - 1) en (4 2) is de volgende schaalwet af te leiden:

h
E

lli
K •

S
se

~
i

( (4 - 3)

AVerhouding afm.: -t =
Be.He
B • H

Nu is R =
B • He e

Se
p (n = Ohm)

Voor een vierkant stukje plaatgeleider is S = H en dus R - ~e e - Be
De waarde ~ is een constante voor een bepaalde plaatgeleider die wordt
toegepast. D~ze waarde die onafhankel~k is van de grootte van het vierkant
wordt vierkantsweerstand genoemd: Ro·

Voor teledeltos papier is b.v.: R Cl = ca. 3000 n .

Gesteld wordt dat de grond in het massief zowel als het materiaal in het
model homogeen en isotroop is.
De hoogte-schaal zal dan gel~k worden gekozen aan de lengte~schaal, dus

S H waardoor (4 3) over gaat in:
SE = H ,

e
Schaalwet I h 1/Rtl 1 Q (4 - 4)

E = K • B . i
Hierin zal B vaak de eenheid van breedte z~n.
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Als men de hoogte-schaal en de lengte-schaal gelijk neemt, dan blijkt uit
(4 _ 4) dat deze schaal geen invloed meer heeft op de verhouding ~ en ~o

Men is dan dus geheel vrij in de keuze van deze schaal.

Omdat het materiaal een verwaarloosbaar kleine capaciteit heeft, is voor
een elementje van de plaatgeleider (zie fig.12 )te schrijven:

( ~i ~. "\~ .
Z I

i + i ! i + _:!. fj,x + i + a7 ts z J 0
x Z \ X c)x z

t
ai ai

of: x ___& fj, 0 (4 - 5)- flX + zax az

-<-z
fig. 12

Deze beschouwir:g i sanaloog
aan die betreffende de con-
tinuïteitsvergelijking bij
grondwaterstroming in het
inwendige van een massief
( zie blz 0 8 ).

fj,x
fj,z
flz

• fj,x

De weerstand van het elementje in de x-richting is

De weerstand van het elementje in de z-richting is

Uit de wet van Ohm volgt~
~ 1 aE fj,z ai a2E ~

i fj,x waaruit x
• 0 fj,x = ax 0 Ra äX =2 • Rax ax Ro axfj,z

2.! 1 aE
ai a2E

i fj,z M.. waaruit x fj,X
= az fj,z a z = 2 • Rez Ro Ru

a z
fj,x az

»:

Substitueren we deze vergelijkingen in vergelijking (4 - 5) dan geeft dit:

a2E ta: fj,z a 2E fj,Xfj,z 0 of a2E a2E 0 (4 - 6)
2 Rf") + 2 Ra 2 + 2 =

ax ..... a z ax az

Dit is de vergelijking van Laplace, dus analoog aan vergelijking (2 - 16),

Voor de stroming (berging) loodrecht op de vrije grondwaterspiegel bij een
niet-permanente toestand kunnen we schrijven (zie blz. 13 ):

q in de richting S '"fj,N • ne
(2 - 11)



- 30 -

Hierbij is verondersteld dat de grondwaterspiegel slechts een geringe helling
heeft. Nemen we aan dat over een eindige afstand N de berging constant is
in de plaats, dan gaat vergelijking (2 - 11) over in:

Berging over N q = N • ne
(4 - 6)

De ,elektrische analogie van deze vergelijking is die, welke het laden van
een condensator beschrijft,

i c dE
dte (4 - 7)

Uit de vergelijkingen (4 - 6) en (4 - 7) volgt:

Schaalwet 11
n Ne
t
w

Q
i 0

E C
h <t

e

Als we deze met de schaalwet I combineren, krijgen we de schaalwet :

N •
ne
K

1
t
w

R Co
1
te

(4 - 8)

Als we nu stellen 1 f 1 f , dan gaat (4 - 8) int en t overw ew e
de schaalwet:

n IN • e f R C fK w 0 e (4 - 9)

De invloed van een vrije grondwaterspiegel in een r.iet-permanente stromings-
toestand kan met zekere beperkingen in een 'eIektr , model worden voorgesteld
door condensatoren. De capaciteit van deze condensatoren kan met (4 - 9)
worden berekend als de overige grootheden bekend zijn.
Deze overige grootheden zijnin de eerste plaats de eigenschappen van de grond
n en K en de vierkantsweerstand van het materiaal. In de tweede plaats z~ne
er de tijdschaal (!w = ;e) en de breedte N van een gedeelte van de vrije
grondwaterspiegel aat doo~ één condensator wordt voorgesteld.
Voor de inrichting van een model i.v.m.enige toepassingen wordt verwezen
naar de genoemde literatuur (zie: [13J, (14J en(15]).
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De voordelen van het werken met Teledeltos-modellen~

1e• Het materiaal is continu, dus een goede weergave van het continue
medium grond.

2e• Voor een permanente stroming en voor een niet-permanente stroming op
elk tijdstip zijnde a~uipotentiaal lijnen te tekenen. Men kan dus een-

voudig een vierkantennet bepalen.
3e• Het maken van een dergelijk model is vrij goedkoop, zowel wat betreft

materiaalkosten, als wat bet~eft arbeidsloon.
4e• Een model is tijdens het onderzoek eenvoudig en snel systematisch te

variëren.
5e• De resultaten zijnoverzichtelijk te registreren.
6e• De reproduceerbaarheid van resultaten is goed. De resultaten zijnvoor

de praktijk voldoende nauwkeurig.

Tekortkomingen van Teledeltos modellen~

1e• Er zijnalleen modellen mogelijk van twee-dimensionale problemen.
2e• Een K-waarde die willekeurig varieert met de plaats is niet steeds te

realizeren.
3e• Een niet-permanente stromingstoestand waarbij de vrije grondwaterspiegel

varieert in de plaats is slechts met bepaalde verwaarlozingen na te
bootsen.

4e• Nauw verwant aan 3e• is het realizeren van een z.g. "open talud".
Men kan de randvoorwaarden niet naar behoefte geometrisch laten variëren

in één model.
5e• Variaties in de weerstand van het papier.

ead 1 • Dit is een vanzelfsprekend gevolg van het gebruikte materiaal. Wel
is het mogelijk om in drie dimensies te werken door weerstandjes in

punten aan het papier te bevestigen. Men discretiseert dan dus in één
richting wat betreft de weerstand. Het aansluiten van een weerstandje aan
het papier is echter praktisch geen fraaie constructie.

ead 2 • Zeer bepaalde variatie in de K-waarde zijnnog wel mogelijk, b.v.
gedeelten met KI = 2K of KI = 3K , etc. door enige lagen papier

over elkaar aan te brengen (zie ~ (16] plz. 22).
Het moeilijke punt is dan echter de overgang.
Ook is het in principe mogelijk om een gedeelte van het model in de vorm van
een weerstand netwerk uit te voeren. Ook hierbij geeft de aansluiting moeilijk-
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heden. Een gedeelte met een relatief veel kleinere K-waarde kan in het
model worden gebracht door dit gedeelte eenvoudig uit te snijden (K = 0).
Verschillen in K-waarde van twee hoofdrichtingen zijnte simuleren door het
model te vertrekken (zie: [15) ).
Een gedeelte met een relatief veel grotere K-waarde kan in model worden
gebracht door dit geheel met (zeer goed geleidende) zilververf te bestrijken
(K ~ QO) .
ad 3e• Een niet-permanente stromingstoestand kan worden benaderd door een

(groot) aantal quasi-permanente stromingstoestanden.
Dit is natuurlijk een zeer tijdrovende benadering.
Voor stromingstoestanden die periodiek variëren is deze benaderingswijze
dan ook praktisch niet wenselijk.
Bijhet eerder genoemde onderzoek t.b.v. dijk-ontwerpen wordt een andere
benaderingswijze toegepast.
Aan de hand van de figuren op bijlagen 1 en 2 wordt hierop nader ingegaan.
Figuur 1 geeft een schets van een dwarsprofiel van een zeedijk.
De buitenweerstand varieert in de tijd (zie peilen).De binnenwaterstand'is
constant (Polderpeil).
De vrije grondwaterspiegel varieert in de tijd tussen de lijnen a en b.
Het is niet mogelijk in één T-D model een bovenbegrenzing te maken die
periodiek in de tijdvarieert.
Wel is het mogelijk het model voor een gemiddelde grondwaterspiegel te be-
grenzen (constant) en daarop de capaciteiten aan te sluiten, die de berging
tijdens het variëren simuleren.
Men kan de grondwaterstroming in twee componenten verdeeld denken:

1 • omdat de middenstand van het buitenwater boven P.P. ligt, een per-
manente stroming door de dijk en de ondergrond van buiten naar binnen.

2 • een periodiek variërende stroming door de dijk, door het variëren van
de buitenwaterstand.

Aan de grondwaterbeweging wordt een aandeel geleverd door de capillaire
zone (voor bepaald zand b.v. ca. 0,30 m)o Daarom begrenst men het model door
een lijndie op schaal 0,30 m ligt boven de freatische lijn (z c h) die behoort
bij de middenstand. Laten we deze lijn, die iteratief wordt bepaald, c
noemen.
Het is al direct duidelijk dat de component 1 in dat geval plaats vindt door
een watervoerend pakket dat in tegenstelling met de werkelijkheid constant is.
De invloed hiervan zal afhankelijk zijnvan de verhouding tussen lengte en
breedte van het watervoerend pakket.
Laten we aannemen dat er een stroombuis bestaat zoals op de figuren 2 en 3
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is aangegeven.
In de natuur is de berging
continu in horizontale en
vertikale richting.
Door Nstroomt dus water heen
en weer met een continu vari-
ërende weerstandsweg S.
Stel dat een capaciteit op
de lijnc wordt aangesloten die
representatief is voor de
berging door N"

De grootte van deze capaciteit is te bepalen met (4 - 9).

-~':- . --)------

De aansluiting op het papier geschiedt door een streepje zilververf
(lamel-constructie, zie fig. 4 ) dat een zeer geringe weerstand heeft.
Dit streepje zilververf is een eluipotentiaal-~ijn.
Als men de zilververf over de volle breedte N zou aanbrengen betekent dit
dat de gehele lijnc een oquipotentiaal-lijn zou worden omdat alle stroom-
buizen aan elkaar grenzen. Men brengt daarom slechts over een gedeelte van
N de geleidende verf aan, wat weer betekent dat de stroombuis wordt vernauwd.
Men heeft uit experimenten en berekeningen gevonden dat een lamel-construc-
tie zoals op fig. 4 is aangegeven het meest bevredigend is.
De weerstandsweg S naar de condensator is constant in het model terwijlc
deze in werkelijkheid continu varieert tussen Sa en Sb. De weerstand van een
stroombuis is recht evenredig met de lengte S. De invloed van de variatie
tussen Sa en Sb is dus afhankelijk van de verhouding tussen de grootte van
het verschil (Sb - Sa) en de lengte van de mogelijke stroombuis S. In het
geschetste geval is deze verhouding klein, b.v. 1/20 (zie fig. 2).
Is echter een kortere stroombuis mogelijk, b.v. als het talud in- en uit-
stroming toestaat dan wordt de invloed van deze schematisatie ontoelaatbaar
groot.
ad 4e• Deze tekortkoming is nauw verwant aan 3e• Het gaat namelijk om een

variatie van de afmetingen (geometrische randvoorwaarden) in de
tijd,wat in één T.D.-model niet mogelijk is.

ead 5 • Het is bekend dat de weerstand in twee hoofdrichtingen maximaal
ongeveer 20 % kan verschillen, wat door het vertrekken van de schaal

is te verdisconteren.
DaaTnaast echter variëren de weerstands~waarden in een bepaalde hoofd-
richting met de plaats. Deze variaties beïnvloeden de potentiaal verdeling.
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30 2 "In een stuk T-D papier van x 30 cm kan de weerstandswaarde in een
bepaalde richting b.v. 5 - 15 % variëren volgens een verrichte meting.
Als laatste kan de vrijgrote gevoeligheid van het papier voor atmosferische
omstandigheden worden genoemd (temperatuur, vochtigheid).

De bovenstaande punten doen de vraag rijzen of er niet een wijze van nabootsen
mogelijk is waarbij de tekortkomingen kunnen worden opgeheven.
Wat z"; 3e en 4e betreft is het onmogelijk om dit in een elektrisch model
te verbeteren als het medium continu is.
Om ten aanzien van deze punten een verbetering te verkrijgen zullen we dus
een voordeel n.l. continu model moeten offeren.
In een discontinu model wordt de weerstand van een elementje grond in een
hoofdrichting discreet voorgesteld door een weerstandselement. Dit schept
de volgende mogelijkheden:

1e• De elementen kunnen Nillekeurig variëren.
2e• Men kan tussen de elementen aan- an afschakelen.
3e• De elementen zijnmet geringe variaties (toleranties) verkrijgbaar.
4e• De elementen zijnongevoelig voor atmosferische invloeden.
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11-6 De opdracht.

Gevraagd werd het geven van:
"Richtlijnen voor het ontwerpen en het gebruiken van een elektrisch analogon
voor niet-permanente grondwaterstrcm.en, bestaande uit een netwerk van weer-

standen, schakelelementen en condensatorenil•
Hoewel is getracht het onderzoek zo algemeen mogelijk te houden is het realizeren
van een praktisch bruikbaar netwerk-dijkanalogon steeds het richtpunt geweest.
Mede daardoor zijn enige beperkingen opgelegd • Zo is het onderzoek beperkt tot
twee-dimensionale problemen in rechthoekige coördinaten. Hierbij is op te merken
dat, juist omdat het gaat om een netwerk van elementen, een uitbreiding tot drie-
dimensionale problemen geen principiële verschillen in de benadering zal geven.

Uit wat we in het voorgaande hebben gezien kunnen bij niet-permanente stromingen
met een vr1Je grondwaterspiegel, twee gebieden worden onderscheiden:

1e. het gedeelte van een grondmassief dat doorlopend geheel met water verzadigd
is.

2e. het gedeelte van een grondmassief dat de variërende vrije grondwaterspiegel
bevat.

In verband hiermede is het onderzoek in enige onderdelen gesplitst. Deze onder-
delen zijn in verschillende hoofdstukken ondergebracht.

Hoofdstuk 111: Het weerstandnetwerk.
Hierin wordt besproken waarom een grondwaterstroming kan worden gesimuleerd
door een elektrische stroom door een netwerk van weerstanden. Het zal daarbij
vooral gaan over het feit dat de weerstand niet continu verdeeld is.

De resultaten van dit gedeelte van het onderzoek zijn vooral bruikbaar voor een
gedeelte ad 1e. van het model.

Hoofdstuk IV: De vrije grondwaterspiegel.
Voor dit gedeelte van het onderzoek is het gedrag van het grondwater nabij de
vrije grondwaterspiegel bestudeerd.
Het realizeren van een gedeelte ad 2e. in een model is é~n van de nieuwe mogelijk-
heden van het toepassen van een weerstandnetwerk.
De resultaten van dit gedeelte van het onderzoek kunnen worden gezien als een
eerste stap in de richting van het uiteindelijke doel.
Zo wordt in dit hoofdstuk slechts gesproken over een een-dimensionale grondwater-
beweging.
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Hoofdstuk V:
In dit hoofdstuk worden eerst enige conclusies getrokken die in dit stadium van
het onderzoek mogelijk zijn. Daarnaast worden enige suggesties gedaan voor de
voortzetting van het onderzoek. Deze voortzetting komt neer op het uitbreiden van
de mogelijkheden om randvoorwaarden, die (continu en/ot periodiek) in de plaats
variëren, in een netwerk-model te realizeren.
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IIoofdst uk III. Eet Heerstandnet.,erl:..

In een grondmassief zijn üe plaatsvariabelen en de tijèvariabele. continue

onafhankelijke veranderlijken. He hebben in het voorgaande gezien dat in een

elektrische geleider met continue plaatsvariabelen,de potentiaalverdeling geheel

analoog is aan die in een brondl1lassief. Krijgt een grondmassief in een elektrisch

model de vorm van een lveerstandnet"tverk, dan zijn ('.e pls.atsvariabelen niet meer

continu in dit model. Het vervangen van het continue medi.umJ.oor een netwer-k van

discrete elementen ,wrdt discretiseren genoemd, He willen in dit hoofdstUk onder-

zoeken wat daarbij de consequenties·zijn.

Bij dit onderzoek Hordt 5.e st.romi.ngat.oest.and op een bepaa.Ld Doment bescnouvd , zo-·

dat in het volgende de runct ies ~ en [ st eeds (stilzvrijgencl) alleen af'hanke Li jk

van de plaatsvariabelen zijn gesteld.

Voor ni.et. -permanent.e stromingstoestanclen, vaar-bi j de z.g. elastische ber::;ing (zie

blz. 9 ) en de traagheid ver-waar-Loosd kunnen wor-den~ zal alles. Hat wor-d't gezegd

in dit hoofdstuk ,0nverminà.erëL van toepassing zijn. In het Lnwend.i.ge van een "Teer··

standnetwerk voor ,:eze problemen komen geen capaciteiten of zelfin('Llcties voor,

Webeperken ons tot éen·-dü~ensionale en t"Tee-c1iElensionale pr-ob.Lemena.n r echt.hoe-

kige coördinaten.
In het volgende '\vordt het gronènassief hO!.:ogeenen isotroop verondersteL', zodat

het veld voldoet aan de verg. (2·-1G) .

Aan.het einde van dit hoofdstuk zal op het realizeren van een gr-ondmassief' c"Lat

niet homogeen en/of niet isotroop is nader Horde'!'2ingegaal1.

:n - 1. Het discretiseren.

Bij een "Teerstanünetuerbnodel heeft niet elk punt van het grondaaas ief een cor »

responderend punt in het nodel. Iie't veld is dus slechts op bepaa.Lée punten (de

knooppunten van het netwerk) aanwezi.g, ,
\-Tillen we van t.usaengekegen punten de waarde van de functie weten, dan moeten \'Te

op de een of andere l~anier interpoleren.

Veel belangrijker is d.e vraa:; of de '\-Taardenvan de functie 0:9 de knooppunten zelf

,.rel juist is, en of het :;ehele netwerk representatief is voor het maasi.ef in het

prototype.
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"Ie kunnen het discretiseren op tuee nan'i er en benaderen. c:.ie be ic;e 'be.l.ang'rijk zijn

voor het inzicht:

1e. een vri.akund i.ge benader i.n.; .

2e. een fysische benadering.

ad 1e De wiskundi~e benadering.

Bij het nuner i.ek oplossen van :partiële differentiaalver<selijLingen ,.rarelt vaak

gebruik gemaakt van z s g . eindige differentiebenade::,'iagen. Een differentiaalverge-

lijking wordt dan vervangen door een vergelijking met eindige differenties.

Stel dat r/J een continue functie van x is en dat de waarde van rl.eze functie in

drie punt.en, die op een af's tand sx. van elkaar liG'

-/lX o
gen,bekencl is. Laten i·Tecleze punten resp ..tsx , ()

en !:!.X noemen.

quotiënt:

:Oegemiddelde "marde van de eerste afceleü1_e van

(ü? /::,.xl kan "Torden uitgedrukt Het het differentie··

r/J(/::"x)··r/J(ü) ( 1-· 1 )

r/J naar x over het lijnsec;aent

De gemiddelde waar-de van C.e eerste e.f:seleic1.e van 1; naar x over het lijnsefjment

[ .. /::,.X J 0J kan vror-den ui tgec':.rukt op deze Lf'de \-Tijze.

(dr/J)'-,- '] =(LX [ , ••.-oÄ,u
( 1, 2)

vTorè.enbe schouvd als :3.e1·Taaru.evan de eerste afgeleide voor

r/J(/::"~d .r/J(ü)
Ê!.X

worden beschouwd als ,'-;'e1'Taarue van c..e eerste af~eleicle voor

óx
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Je t'-Teec1eafgeleide van (/J naar x in het punt 0 l.an nu.met een z.';o centrale

~ifferentiebenadering,worden benaderd;

dl1l Otlx) dl1l ( ...~tlx)-Cï2C - --a:;c
tlx

(VS(4X)_I1l(o)
tx: tlx

~ (0 )-11l (-.6X»
tx:

( 1 .-3 )

De veróelijking van Laplace voor een eên dimensionaal veld kan dus ...rorden benader-d

op de volgende iTij ze ;

~(tlx) + 11l(-tlx) - 2~(C)
?

(6x)'-

In een tvee· dimensionaal veld kunnen ,:le ~Jartiele af'ge.Lei.den van l1l (x,» ) naar x

resp. z op soortgelijke "Tijze vorê_en benader'd ,

Laten tre bijvoorbeel':l, in een geCi.eelte van een dergelijl: veld vijf punten beschou-

(o,o)
•

(6X,O)
•

tren (zie fig. 13 )

Eet punt (0,0) wor' ~~t an de x .r icht i.ng door

tw'ee punten 0D afstanden tlx en in de z r ich-
tinc; ':~oor tuee ;?unten op afstanden 6z inse-

.(0,c. 7..)

sloten •

•(0, _..1 z)
fig. 13

Voor de partiele afgelcid.en voor punten rii.dden t.us sen het punt 0,0 en de 4 on-

li8gende punten kunnen we dan de volgende benaderingen schrijven:

.§11l(.,.~L\x,O) '" ~(O,o).- \1l(-6x,O)
6x tlx

6~(O?~tlz) '"
6z

\1l(O,6z) - \i1(O,O)
tlz

ö~(Oo-~tlz)
6z
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De tweede partiele afgeleiden van ~ (x,z) naar x resp. z in het punt(O,O) kunnen

dan worden benaQerd:

", ~Hllx20) + ~( ..bx,O) _. 2~(O)O)

bx2
~(O.,~z) + 9l(O~.llz)-·291(OoO)

bz2

De vergelijking van Laplace kan dus voor het punt (O,O)-.\wrden .benader-d :

9l(bx,O) + 9l(.-bx,O) ·20(0,0) -I- ~(0,t.z)+91(0.:..-llz) ..2~(O<0)

bx2 bz2

( 1··5)

Horden de afstanden bx en 6z gelijl~ gekozen, zeg b, dan gaat (1-5) over in:

Uit de verg{ll-i-1S) volgt de vergelijking:

~(b, 0) + 91(-6,0) + 91(0,6) + ~ (0, ..6) .- 4~ (0) 0) ", 0 ( 1··7)

Op deze vergelijking berust de z.g. relaxatienethode voor het oplossen van groncl--

waterproblemen (bij vierkante mazen).

Bij de bespreking van cleze methode (zie: hoofdstuk II blz. 21 ) wer d opgemerkt dat

men niet is gebonden aan vierkante Baz~n.

Ook bij een weer-st.andnetwez-k is de keuze van de maasvorm J.U principe vrij.

Men kan onderscheiden:

1. onregelmatige maasvormen

2. regelmatige maasvormen.

i. 1. Een bekend artikel over onregelmatige maasvormen is dat van !=(.5. Hac IJeal [13J.
Hoewel men deze maasvormen in principe kan toepassen~ zal dit om praktische rede-

nen zoveel mogelijk worden vermeden, daar zij onnodige complicaties geven.

Het belangrijkste bezwaar is Jat de weerstandselementen, die met veel moeite ..lor

den bepaald~ zeer willekeurige en verschillende waarden zullen krijgen.

Worden elementen toegepast die normaal in de handel zijn, clan kan men slechts

kiezen uit een zeer bepaalde reeks vaar-den , zodat men niet over elke willekeurige

waarde kan beschikken.
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Een grote verscheidenheid in de waarden vergroot de kans op fouten en maakt een

model meer arbeidsintensief en miné:.er overzichtelijk.

Alleen als de randen van een model een grillig verloop hebben kan men een ge-..

deelte met onregelmatige me.zen over-tregen,

I ad. 2. Het aantal regelmatige maasvormen dat praktische betekenis heeft is beper-kt.•

I He kunnen de volgende vormen onderscheiden:

a. vierkanten.

b. rechthoeken.

c. regelmatige zeshoeken.

d , ge.lijkz i j di.ge driehoeken.

e. vierkanten uaaraan diagonalen zijn toegevoegd.

[f'f.. -_ ... -_ ... • <

)
. I
,,·'

,~

,~

+ .
, '

r:_.. ,
Ct.

Bij de keuze van een maasvorm an een bepaald geval zullen c....e volgenc-:'epunten een

rol spelen:

a. de vorm van de grenzen;

b. de vereiste souplesse van de maasvorm bij variaties a.n de veer-st.andswaarûen

en/of de maaswijdt e ;

c . de bij een bepaalde maasvorm behor-ende nauvkeur i.ghei;:,

Onder 111--2 wordt voor bovenstaande vormen acht ez-eenvo.Lgens een f'out.beachouwi.ng

opgezet.

De ~sische benadering:

\ve kunnen het discretiseren zien als het ver-vangen van de weer st and in een con-

tinue elektrische geleider. door een nebwer-k van vreerstancls element en •

Deze benadering is belangrijk voor het benalen van de waarden der ifeerstandsele-

menten (zie: [19] blz. 96).
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Hebben ve een éên-"dirilensionaal continu geLe i.dend systeem, waarvan de ..reerstand

per eenheid van lengte f.) is (z ie fig. 14a);.dan ~:urmen we dit vervangen door een

ser i e veer-st.enc.sel.ement.en (zie fig. 14b).

~ .- ':"'.-. A.-.

Is de afstand tussen de ti·ree punt en

tsx , dan ..wrdt de vlaarde van het tus-

sengelegen wcer st.andse'Lemerrt p.óx.

PI .MI _.-:;. x

b.

rij!:. 14

:-:e hebben gez i en dat in een t.wee-d.imcns i.onaal, continu geleidend systeem, waar-b i j

de weerstand homogeen en isotroop is, er een z.g. vi.er-kant sweer st and Ra bestaat

(zie blz. 28), Deze is afhankelijk van het materiaal en onaf'hanke.Li jk van de

grootte van het vierkant!

He willen een dergelijk systeem vervangen door een netwerk van veer-st ands el.emen

ten,in b.v. twee loodrecht op elkaar staande richtingen.

De waarde van elk der elementen is afhankelijk van de vorm van het gebied.je uit

het systeem, vaarvoór deze veer st.and representatief is, He beschouwen 5 punten in

.3 het systeem (zie fig. 15 ).

De traar-de van het veer-st.andse.Lemerrt tussen

N
q

o en 1 volgt uit de vorm van het gearceerde
,.0....2 •

gebied:

.
i< "',X~~f

.3
nRj

óx
R1 = Ro f:,z ( 1·-13 )

2

Op dezelf~'Le "ij ze a s ook voor de andere e.Le

menten de ..reer-st.andswaarde te bepalen:

e.

fig. 15

Zijn in di~ geval de af'st.anden txx en óz gelijk dan wor-den c'_eHaarden TIvan de

vier elementen gelijk aan e.Lkaar en aan Ro.
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In de elektriciteitsleer geldt in elk knooppunt de Het V8,nKirchhoff die zegt

dat de som van de stromen naar dat knooppunt nul is.

Voor een c;én··dimensionaal geval tror-dt. dit (zie fig. 16 ):

E1···EO
P. Ti'

+ '-'2--'0 0...., =
ü1 R2

(1-9 )

fig. 16

Als R1 en R2 gelijk R zijn dan gaat verg. (1-10)

Voor een tw'ee··dinensionaal :;eval "Tord.t dit (zie fie;. 17) ;

E1-EO 122-EO :IJ:: ,-E 1.' E

+ + 3 0 +
':':'4" 'o

0--- =rt1
-::> n.., ~),~'2 ,:) -r

(1,11)

Als 2
1

en R
2
gelijk Rx en rt

3
en !\4 gelijk I\z zijn

dan gaat ver;. (1~) over in:

fig. 17

E +E ··21..;120
Rx

E +E, ·..2E
.., L~ 0

+ - .) -::----
3z

= 0 (1 .. 12)

ZiJ'n de waarden n en Rx z
5elijk, zeg R, dan zaat verg. (1 12) over in:

= 0 (1-13)
::i

(1-14)

Vergelijken '-Te de vergelijking2n (1-7) en (1-14) net eLkaar clan zi en we dat c~.eze.

afgezien van de analoge functies ~ en E,yolkomen met elkaar overeenstemmen.

Dit betekent dus dat de vergeli,jking,c1ie in elk knooppunt van een \oTeerstanclnet,,·

werk geldt, gelijk is aan de ver'.::;elijkinc, die Hordt ';;ebruikt bij een relaxatie--

proces voor het oplossen van de vergelij1ün3 V2.i1 Laplace.

Men kan dan Gok stellen dat de op.Loss ing , di e d.m.v. een weer-st.endnet.ver-l; auto

matisch eri onmiddellijk \'Tor=ltverkregen; ane.Loor; is aan Je oplossing .die ,vordt
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verkregen met een relaxatie<-:proces.
He hebben reeds gesteld dat bij een ei.ndi.ge differentiebenaclering ver\<Taarlozin··

gen VTorc~eningevoer<.:,die af'hanke.Li.j k zullen zijn van de ;;el-:ozen afstandjes I1x

en I1z.
Bij een .Teerstandnet\<Terk is deze foutbron op vo Lkomen identieke \'Tijze aamTezig.

He zullen onder II·2 trachten hierin een inzicht te krijgen.

De LrrvLoed van de .:;rootte van de Heerstand in een elektrisch model korrt tot uiting

in de schaalwetten (:ie onder 11..5 zijn afeeleid.. Hierin komt voor een tlTee -dimen .

sionaal homogeen isotroop geval steeds het verband voor tussen de elel.trische

grootheid Ro en de doorlatencU1eiclscoefficiënt K (zie blz. 28).

1':e ~t'llen bij enige regeLïlatige maasvormen (zie blz .41 ) de \feerstaJ;lds'\-Taarden be .

palen in verhouding met cle in bovengenoemd geval bestaande vierl':.ants"\Teerstand Ro'

f.len kan voor een dergelijke bel)aling als volgt te ver-k gaan z
1e , BeschoU\'Tachtereenvolgens een stroming in de r-Lcht i.ngen van de coör;,"'..inaat-

assen.
2e. .Ieem aan dat door een stroombuis "et een ~eschikte breedte een stroom i gaat.

3e. De vierkants'\-Teerstand is Ro, zodat tussen ,·rillekeuri,:;e punten langs een s't roora

buis de spanningsval (I1E) te bepalen is uit het pro.::'uct van stroom en 'J'eerstanc1 :

~l
. ... ... d·······l

13 .. ~,~ = J.,A -:;:;.
(1 15)

B

4e. i1et een dergelijke boscnouvmz J.S án de beide hoof6.richtingen het potentiaal--

verschil tussen punten,c1ie overeenkomen net de knooppunt en van het net.ver k, te

bepalen.
5e. De stroom J. l.'orr:.t ;econcentreerc-. geC.acht in de verschillende weerstanden.

De geHenste potentiaal.-verschillen tussen (le ïmooppunt-en zijn bepaald, ZO:l2.t

de banod i.gde veerstands1'Taarr~en zijn uit te drukken.

Bovenstaande procedure zullen "Te voor cle verschillende maasvornen vol'~en.
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I(} Ll Z)i~', /

t
-e- -<r;:~.~).C=-=--:-:-J--f(C::_,C::.:_.>-c' ==:::J

~

(tJx.,ci. '

/ I
(~.,_d z./

.fig. 18

Stro~:h.l]á.-i:~ de_!:ich~~~('L'{~l~ _9:~l?'2si~:i~~~_~.§..
De breedte van de stroombuis is lidzie fi~. Î 8). De st.roomst erkte noemen we 1..

····l
~ (_ AX,4l)

I H
<

(.(1r-', ".i

Hu 1.S volgens vergelijking (1--15)

:cC -Sx. ,0) (1-1G)

Denken we de stroom i geconcerrt r-eerd in de ve er at an. I dan ae11t an het net.werk •.-2 ._

E( 'llX,O) - L(u,.O) = , ?-'- -'2 (1-17)

Uit de vergelij ki.ngen (1· 1G) en (1--17) volgt Jat neet 3el(;_en;

_ llX p.
R2 - llZ • -'0·

0::> dezelfde ,vij ze zijn de overige v13.arC:.ente bepalen.
T',Te 1 •• n ~ R ~ = ll~{ ;:> R - 7:> - ~ z._ R\ a'1.JGe aan: ...1 = l'\,2 tsz ~'o ~3 - ·'4 - ll~': .. (J

Deze ui t·:":.rukkinzen zij.1 reeds gevonden (zie: blz .42) door slechts te letten op

het gebied van een continue óeleicler, Haarvoor het weer stanáe.Lenent, re:')rcsentatief

1.5.

Hor::Lt de maasvorm ingewikkelder clan 1.5 bovenstaande procedure de aangevezen weg.
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De vergelijldng in een l.nooppurrt wordt bij ácze naasvorm :

L(1\x~O) - E(O~O)R, E( ,.1\:-:,0) -- E( 0,0) .::.:c~(O::....t.,:;1\~z~)_'_- .:..::l~~(O::_,,~)
+ ----- n +

~? R3
E(O.-Az) - E(O.O)

+ J - = °
Rl~

Substitueren 'Te in deze vergelijking (~e be'tre~:.kinBen (1 -1(3) dan 1~rij6en tre :

E(1\x,O) - E(O,O) + :~(.-Ax,O) - 1.;(0,0) + E(O,1\z) .- E(O,O)
1\x n Ax ~ Az
1\z rt 0 6z ~\;:') 6x R ,'J

+ E(ü,-6z) .. !:~(O,O) = 0
Az
öx R Cl

of .Tel:

E ( bx. , 0) + E ( . -tsx. ,0) + (~~) 2
{E ( 0 ~Az) -l- I':( 0 ," Az) }

Als we ~~ = a stellen voLgt :

~(6x,0) + E(-Ax,O) + a2 {E(ü.Az) + ~(O.-Az)} - 2{ '+a
2

} E(0,O} = ° (1 .. 19)

~Iazen in de vorm van vierka.nten (a):

~iet dat "lat is afgeleid voor de '·Teerstands'Taarden bij rechthoekige mazen, is ge-

makkelijk in te zien dat r n .1it geval deze vaarden wor-éen;

(1-20 )

In dit geval geldt in ieder knooppunt; .IE; vergelijking (1,.13) zoals .Te reeds op

blz. 43 hebben gezien.

~lazen 1n de vorm van regelmatige zeshoeken (c):
S'Groning in de nositieve x richting. Laten ve

de zijdelengte 2A noenen , BeschOU\>lenwe enige

245

mazen dan is het duidelijk lat de breedte van

de st.roombui.s. die past in de beachouvri.ng12AV3
groot is~

De stroom door deze bree6.te noemen "Te1,
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( C.v'3i

:_'6 0) ;t~"'
ol' ""j .' 1/ I
~> <--J.. j \0,0i
<l I .

<, ~'::23

\. -. \,. .. {:ó , - (: \, ~ )

("lJ

fig. ~
In het netwer-k denken "Te de stroom i geconcent.reerd in de weer-st.andR1• .
In het knooppunt (0 .o) splitst deze stroom i zich in t't-Teegelijke conponenten ~ ,
geconcentreerd gedacht in R2 en R3.

E(-.tll, 0) - E(O,O) = iR1 waardoor met bovenstaande vergelijkingen: ~1 = 1/3/3i1 a

E(O~ü) E(tl,lI/3 ) l. " R2 1/3/3Ro= 2R2 =

E(O,O) E(s. -s 13 ) l. :i .. R3 1/3/3R I~ ( 1-21 )- = 2'R3 =

Stroming in richting van de negatieve z-as:
Beschouwen we enige mazen dan blijkt è.a.tde breedte van de stroombuis.die past in
deze bes chouwi.ng 311 is (zie fig. 19 ) ,

Noemen we de stroom hierdoor weer i dan is:
, ~;.,

,<:' .,A ~:

fig. 21
en in de weerstand R3.
We kunnen dus schrijven:

In het weerstandnetwerk zijn bij deze stroming
verbindingen in de x-richting stroomloos.
De stroom i is geconcentreerd in de weerstand R2

E(O,O) - E(lI;lI/3) = i R~

E(lI,+lI/3) - E(ü,O) = i Ra
Waardoor de volgende betrekkingen volgen:

1R3 = 3' 13 Ro (1-22)
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Deze uitdrukkingen komen overeen met die,voor een stroming in de x-richting.(1-21)

Blijkbaar moeten dus in een homogeen isotroop geval bij deze maasvorm. alle weer-
1standselementen een waarde 3' 13 R 0 hebben.

Dat alle waarden gelijk moeten zijn is gemakkelijk in te zien door de coördinaat-
assen ten opzichte van het netwerk te draaien.

In ieder knooppunt geeft de wet van Kirchhoff de volgende vergelijking:

E(-26,0) + E(6,6/3) + E(6,-6/3) - 3E(0,0) = ° (1-23)

Mazen in de vorm van geli.jkzijdige driehoeken (d);

..,' Ook hierbij is in te zien dat de weer-
stands elementen alle een gelijke waarde
zullen moeten hebben:

o..-- ,:.-.:.._..:,_ _::_4----I-\ \ '\11
\ / VI

l' \i v:\;, 1\_.1 ':.,.., . :'~.(_(1,.:, '. ".:.! r~, ' ". rr'f\!\ It, \~:\ '_ \'~
\ '

Î\ /(-,:".61)'3)/\ f.(., \

R =R =R = R123 (1-24)

De vraag is alleen nog welke grootte R
moet krijgen t.o.v. de vierkantsweerstand Ro'

fig. 22

De stroming in de richting van de positieve x-as:
Laten we de lengte van een zijde 26 noemen.
Beschouwen we enige mazen dan blijkt dat de breedte van de stroombuis, die past
in deze beschouwing,6/3 is (zie fig. 22). De stroom door deze breedte noemen we ~.
Dan is:

E(-26,0) - E(O,O) _2/3·r./_ 3' .~.l.C,

en E(-26,0) -E(-6,6/3)= E(-6,6/3) - E(O,O) . 6
= ~.m. R

1
= 3' 13 ~ Ro

en ook E(-26,0) - E(-6,-6/3) = E(-6,-6/3) - E(O,O) = ~ 13 ~ Ro

In het netwerk krijgen alle weerstandselementen dezelfde waarde R.
De totale stroom)die in het_knooppunt (-26,0) van links komt~wordt verdeeld in
3 componenten, die zich verhouden als 1:2:1

,
tJ: ,~;).. Van een gedeelte 1/4 behoort steeds slechts

?- I~ de helft bij de beschouwde stroombuis.
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Deze beschouwing geeft dat de i van de aangenomen stroombuis wordt verdeeld in
3 componenten, die zich verhouden als 1:4:1 (zie fig. 23)·

" .f_ .'t.-

.

. 2'
..-..:. ï3·~

R\ :i~

uit fig.22 is te zien dat geldt:

E(-2~,0) - E(O,O) = -~ i R

E(-2~,0) - E(-~,~/3) = i i R

E(-2~,0) - E(-~,-~/'~) =i i R
fig. 23

Deze vergelijkingen geven met bovenstaande vergelijkingen:

(1-25)

Stroming in de richting van de negatieve z-as:

I

Beschouwen we en1ge mazen dan blijkt
dat de breedte van een stroombuis.die
past in de beschouwing,2~ is (zie fig. :2;
Noemen we de stroom/door deze breeQte i
dan is:

I .. "VI ~
,<_3.4.\ 4

(.0/"'./3) I , (c.Ó\/;j

\
I ,

\ I- -.. - -, \
\,

I / \

I \

. .

(~,-l~J.f3!
• .1

E(O,O) _ E(-~,-~/3) = E(O,O) - E(~,-~/3) = i.~2/~R • = ~/3.i.R •u (1 0

We hebben reeds gesteld dat de waarden van de weerstandselementen alle gelijk'
moeten zijn.
De stroom i;die van boven het punt (0,0) komt, verdeelt zich in dit punt dus in
2 gelijke componenten ~ i.

We kunnen dus schrijven:

E(O,O) _ E(-~,-~/3) = E(O,O) - E(~,-6/3) = ~ i R

.Vergelijken we deze uitdrukking met de bovenstaande dan volgt de betrekking(1-25);

R = 13 Ra

De wet van Kirchhoff geeft in dit geval de vergelijking:

E(2~,0) + E(-2~,0) + E(~,~/3) + E(-~,-~/3) + E(-~,~/3) + E(~,-~/3) - 6E(0,0) = °
(1-26)
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Mazen in de vorm van vierkanten waaraan diagonalen z~Jn toegevoegd'(e):

(: o~~)/ /

t·
i
I

<J I
r\f. t ~~. (\ D;

i
~

• .>, c)
/f,

I .
,. ~c-. :.:,)

Laten we de zijde van een vierkant ~
noemen. De weerstandselementen in de zij-
den van de vierkanten moeten allen gelijk
zijn, zeg R. De waarde van de weerstands-
elementen in de diagonalen moeten eveneens
gelijk worden genomen. Laten we deze laat-
ste de waarde aR geven •

/ " /' , "

" / , /

f! / "/ ,

;';' / e·1 .:)

" "
/' " , .

.....•V:.:.·-.!}
~:-0·, _I..: .:.

fig, 2h

Stroming in de richting van de positieve x-as:

Als we enige mazen beschouwen dan zien we dat de breedte van een stroombuis,die
past in deze beschouwing,2ö is (zie fig.2h).
De stroom door deze stroombuis noe~=n we i.

We beschouwen de stroming van equipotentiaallijn I
naar equipotentiaallijn 11.

I~I
~

De weerstand over deze afstand,in de gekozen stroom-
. ö ,

bua s is 2ö Rel = :2 Ro

I ZL

fiG' 25
In het netwerk met deze maasvorm i" de v~rv'1:lginss-weerst0.nddie representatief
is voor het beschouwde gebied (zie fit':.~:5), als volgt te bepalen

(2R, aR, aR, R, aR, aR, 2R parallel) :

1 1 1 1 1 1 1 1 8+4a aR
R = 2R + aR + aR + R + äR + ~ + 2R = ~ of Rv = 4+2a
v

We kunnen dus schrijven:

E E
. aR

I - '11 = ~·4+2a

Hieruit volgt met bovenstaande vergelijking:

i. ~2a = ~ i R o
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Ln dus R (1-27 )

Je '·Teerstanä.si-li.:.arcleV3.n (cC c.Lemerrt cn L1 de c1i2.;onalcn :1S (;_US

4+22.
a"" -l\ - --2- ( 1-28)

EenzeLfdo be schoutri ng voor :10 st romi.ng :111 de r-Lchc i.ng van clc Z-8..S, :eeft nat.uuiLi.j k

hctzelfle result2.at.

ge "TCtvan Ki.rchhof'f geeft :111 dit ::;cval U1 elk knooppunt, .:".0 voltendc ver0elij~dng:

E(~LO)+E(-~,O)+E(O,l:I)+I;(O,-~)-4E(O,.Q) + J~(~,l:I)+E(-l:I_,-l:I)+Jï:(·l:I,l:I)+!;;(~)·-l:I) l~J~~'y_;,::-I) = 0
R ~

of "Tel;

E( s, 0 )+r;( .. l:I ~0) +E( 0, l:I)'{'1:;( 0, -ö )-4L (0,0 ) ..: f= (~, ö)+~: (-ö, -s )+: . -ö, Ö )+r, (l:I, -ö )-)~1~(O,O)} = :)

(1-2:; )
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111 _ 2. De fouten die ve:coorzaakt kunnen \·Tor6.endoor het discretiseren ~n het 111-

\vendige van ecE_.veld.

\'1c hebben ;~ezien dat het discretiseren van de weer st and nee!' kont 0:9 een benac'.c,

ring met behulp van ci.ndirte d.ifferenties.

He zullen onder sche i.d maken tussen hef discretise:i:en in het Lnvcnd i.ge van een

veld en het discretiseren aan de randen van een veld.

Over het discretiseren aan de randen van een ve? '- ~~ordt onder III·3 een beschouvi.nr;

gehouden.
In het volgem!.e wordt cer s't het discretiseren an h~t imTcnä.i:.:e van een veld aan

een beschouwi.ng ondervcrpen.
He zullen trachten .net behulp van een lTis~;:undi[;ebenadering en aan de hand van

voorbeelden, een inzicht te krijgen in de grootte van de f'out en , die hierbij kun-

nen worden ge!il9.akt.
Fe zullen onder 111··2·-1,voor de verscilillencle maasvorrne11.een ui.cûrukl.i.n -; afleiden

voor de fout die in een bepaaLd punt k an wor-den [;eIl?aLt.

Daarna zullen vTC onder 1II-2 2, aan de hand van een voorbeeld. :'1..efoutbescho ....:\Jin::;

bij een t;.Teetal maasvormen toetsen. Bovendien zullen we trachten met ditzelfde

voorbeeld een inzicht te krijgen, in de invloed van de f'otrtt cr'm 0:9 de f\L."1ctie\Taar-

den, in de punten van een net.verk,

IH. 2..1• De cventu€:le fout in een knooppunt; ycler,en in het irmcnc1i.::-;evan een veld.

He ,villen een inzicht 1:rij3cfl in de ~rootte van (~e fout, die het Gevol.:; a s van

een benadering met eindige :~iffercnties.
Intuïtief hebben we reeds eesteld: '.·.at ~:e stn.Pi-;rootte (ma8.si'Tijdte) een fe.ctor

zal zij n , I'n -reL,hoe Groter ·lcze Ls , hoc onnauvkeur i.ger het resultaat zal zi j n ,

Laten "Heeerst met een paar eenvoud i.ge voorbeel :-"~nnagaan J in nocverz-e de hem:!.I1p.-

ring van éi.etweeu.e af3clei'':;_e .ioor m'i.dc.e.L van ei.ndi.ge J.iffercnties, af\·rijkt van de

juiste waaz-de,

Voorbeeld I:

2
StC:!l dat in een éen··dinensionaal GevaL 0 = A:x. •

Van een punt x (zie fi~. 26) is dus bekend:o

C/J (x ) = J'l.....x
2

o

2
(.:3 ......
• ó..4>~

= 2A

5



- 53 -

(x -(lx)
o

xo
(x +éx)
oVan twee punten, gelegen op afstanden 6x

van x , is bekend:o fig. 26

220~ (x -6x) = A (x -6x) = A (x -26xx +l:Ix~)o 0 0 0

Volgens (1- 3) kunnen we de tweede afgeleide in het punt x benaderen:o

_d_2~_(_X~O_)~ ~(xo+6x) + ~(xo-6X) - 2~(Xo)= 2A.6x2 = 2A
dx2 6x2 {lx2

Dit is exact de waarde, die we vinden door de functie tweemaal te differentieren.
De eindige-differentie benadering geeft in dit geval dus geen afwijkende waarde.

Voorbeeld 2:
Als in hetzelfde geval ~ = Ax4 wordt gesteld, dan kunnen we eenzelfde beschouwing
houden:

4
~(x ) = Axo 0

4 3 2 2 3 4~ (x -6x) = A (x -4x 6x+6x 6x -4x 6x +6x )00000

Volgens (1- 3) ~s weer:

~(x +6x) + ~(x -6x) - 2r(x )~ __~o ~~o~ ~o~
6x2
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Vergelijken we deze benadering met de juiste waarde,dan zien we dat de benadering
2een waarde geeft die 2A.6x te hoog ~s.

De fout,die met de benadering wordt gemaakt,is dus inderdaad afhankelijk van de
stapgrootte 6x.
In het eerste geval gaf de benadering een juiste waarde onafhankelijk van de
grootte van 6x.
Hieruit blijkt dat ook de ~ van de functie een belangrijke rol speelt.

Het is mogelijk om de functiewaarden in de punten (x +6x) en (x -6x) uit te druk-o 0

ken met behulp van een reeks ontwikkeling, volgens Taylor:
4

A 4 d !ll(x)ux 0
+ ""'"r., 4.... dx

+ ---

d!ll(x) 2 d2!ll(x)
!ll(x-6x) = !ll(xo)_ 6x dx° + 6x 0

o 2! dx2

4
A 4 d !ll(x)ux 0+ ""'"r., 4 + ---
.... dx

Tellen we deze beide uitdrukkingen op dan krijgen we:
2 42 d !ll(x) 26x4 d !ll(xo)

!ll(x+6x) + !ll(x-6x) = 2!ll(x) + 6x 20 + ~ öx4 + ----o 0 0 öx

Als we de tweede afgeleide expliciet schrijven dan volgt :

d2!ll(x) !ll(x+6x) + !ll(x-6x) - 2!ll(x) 6x2 d4!ll(Xo)0 0 0 0= -12
dx
4 ------

dx2 6x2

Als we deze uitdrukking vergelijken met de bena(~ring volgens (1- 3) dan zien
we dat wat verwaarloosd wordt gelijk is aan:

6x2 d4!ll(Xo)
- 1'2 dx4

(2-1 )

Nemen we in bovenstaande ontwikkeling termen met hogere dan vierde afgeleiden mee,
dan zou de eerstvolgende term in (2-1) worden:

42.6x- ---n
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Voor de beide eenvoudige voorbeelden kunnen we nu met de term (2-1) de afwijking
bepalen.

Voorbeeld 2:

=0 en dus afwijking = 0Voorbeeld' 1:

= 24A en dus afwijking tJ.x2
= - 12 • 24A = 2- 2At.x

Dat wil zeggen dat de benadering met eindige differenties een waarde geeft, die
22At.x te hoog ~s.

Bovenstaande uitkomsten komen overeen met de.in de voorbeelden. gevonden waarden.

In een twee-dimensionaal geval kunnen we op soortgelijke wijze te werk gaan.
Het is mogelijk om de functiewaarde in punten,die op een kleine afstand van een
punt (x ,z ) liggen,uit te drukken in de functiewaarde en de waarden van de par-

o 0
tiële afgeleiden van het punt xo,zo' als deze waarden continu zijn.
Hiertoe wordt gebruik gemaakt van de reeks ontwikkeling volgens Taylc;;)l'voor e~n

functie van-twee veranderlijken.
Als van een functie F(x,z) (waarbij x en zonafhankelijke veranderlijken zijn)
alle partiële afgeleiden, tot en met die van de ne orde, bestaan voor punten van
een lijnsegment in het (x,z)-vlak dat (x ,z ) als beginpunt en (x +tJ.x,z +t.z)o 0 0 0

als eindpunt heeft dan geldt de volgende uitdrukking:
oF(x ,z )

F(x +tJ.~, z +tJ.z)= F(x ,z ) + t.x ~~ox~~o
o 0 0 0 IJ

+ tJ.z
oF(x ,z )o 0

oz

2o F(x ,z )
o o}

oz2

+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

._ - - - - - - - - - - - - - -
(2-2)
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Z~jn in bovenstaande uitdrukking x en z beiden nul dan gaat deze over ~n deo 0

reeks ontwikkeling genoemd naar Mac Laurin:

F(6x,6Z)

+ - - - - - - - - - - - - - (2-3)

Voor atle punten,die in het ~~t~erk een directe relatie met het punt (o,o) hebbens
is de functiewaarde met behulp van deze ontwikkeling ûit te drukken. Door deze
uitdrukkingen te combineren is steeds een uitdrukking te verkrijgen, die te verge-
lijken is met de differentievergelijking. die in het weerstandnetwerk geldt.
Dit vergelijken ge~ft (een indruk van) de verwaarlozing,die met de differentie-
vergelijking wordt ingevoerd.
Achtereenvolgens zal voor de in II-1 genoemde regelmatige maasvormen a tlm e een
dergelijke foutbeschouwing worden opgezet.
In het volgende komen steeds hogere partiële afgeleiden van de functie ~ naar x
resp. z voor.
Het gaat steeds over een functie ~ die in elk punt voldoet aan de vergelijking
van Laplace:

of wel

Omdat a~ deze vergelijking wordt voldaan, zijn door partiële differentiatie
naar x resp. z verschillende betrekkingen af te leiden, waarvan er hier een aan-
tal volgen:

ó20 ó20 dus ó40 ö4~
)-= - öz2

= - -:-4öx2 öx2öz2 öz
)omdat ó

4
0 ö4~2 2 volgt hieruit:

ó4~ ö4~ ) óx2öz2 öz öx
en -:.-4 = öz20x2 ó40 040óx -=-

245 ox4 oz4
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)

) ért; t:.
öVrt;

omdat
öx4öz

2 =
öz2öx

4
)

dus

en

dus

en

volgt hieruit

volgt hieruit

Bovenstaande betrekkingen zijn in het volgende overzicht verzameld: (2--4):
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(2-4)

ö8f/J ö8f/J ö8f/J ö8f/J = - ö8f/J ö8f/J

öx8 = ~ = öx4öz4 = ~ 4s 4 6 2 - - öx2öz6oz x öx öz

ö8f/J ö8f/J
= - öz2ox6 = - oéöx2

a) Mazen in de vorm van vierkanten:

1,-"\ r, J'\...,} ....~

Elk punt is verbonden met 4 omliggende
punten die op gelijke afstanden 6
(de maaswijdte) zijn gelegen ( zie fig. 27)

(O._/:l)

Fig. 27

De functiewaarden in de punten (6,0), (-6,0), (0,6) en (0,-6) kunnen achtereen-
volgens worden uitgedrukt met behulp van de reeksontwikkeling volgens Taylor -
Mac Laurin (2-3):

+ ---

f/J(O,6) + ---

ö~(O 0) 62 ~2~(0,0) 63 ~3~(0,O) A4 ~4~(0,0)~(O,-6) = ~(O,O) -6 ~z' + v ~ _ v ~ + u v ~ -~ ~ 2! öz2 - 3! öz3 4f öz4
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Tellen we deze vier uitdrukkingen op dan geeft dit:

+ - - - - - - - - - - (2-5)

We zien dat in deze som de termen met partiële afgeleiden,die van oneven orde
zijn, ontbreken.
We kunnen de termen van de verg. van Laplace (Jl-2-16) expliciet schrijven:

(2-6)

Bij een benadering door eindige differenties wordt,bij deze maasvorm (dit patroon),
gesteld (verg. 1-6):

02~(O,O)+02~(O,O)=
ox2 oz2

~(6,O)+~(-6,O)+~(O,6)+~(O?-6)-4~(O,O)
62

(2-7)

Dat wat bij deze benadering wordt verwaarloosd is dus:

(2-8)

Dit 1S de verwaarlozing in de vergelijking 1n elk punt.
Als we denken in een rooste~Terk,dan kan men tot een iets andere uitdrukking voor
de foutbescho~ing komen.
De uitdrukking(2-5) geldt in ieder punt. In ieder punt geldt de vergelijking van
Laplace (II-2-16)en daarom ook alle op blz. 57 afgeleide betrekkingen (2-4).
Substitueren we deze betrekkingen in de uitdrukking (2-5) dan kunnen we hiervoor
schrijven:

~(6,O) + ~(-6,O) + ~(O,6) + ~(O,-6) - 4~(o,O) + ------

(2-9)

In deze uitdrukking komen dus alleen de partiële afgeleiden voor,van de 4e orde,
8e eorde, 12 orde, etc. etc.

245



- 60 .~

Men stelt bij de benadering (vergelijk met (1-14»:

~(~,o)+ ~(-~,O) + ~(o,~)+ ~(O,-~) - 4~(0,0) = 0 (2-10)

m=~ 4m e4m~(O,0)
De verwaarlozing bij deze vergelijking is dus: 4 E (4m) , ._. 4m

m=1 • ex

Laten we de functiewaarden in 4 omliggende punten bekend (goed) veronderstellen.
Bij de bepaling van ~(O,O) met verg. (2-10) wordt dus een fout gemarutt die gelijk
is aan:

(2-11)

b) Hazen in de vorm van rechthoeken:

•p (0,6)

Elk punt is verbonden met 4 omliggende
punten, waarbij de afstanden niet all~n
gelijk zijn (zie fig.23) .
Laten we de afstanden in de z-richting
~ noemen en de afstanden in de x-rich-
ting a~.

fig. 28
De functiewaarden in de vier om het punt (0,0) liggende punten zijn uit te druY~e~
met behulp van de reeksontwillli.elingvolgens Taylo:.,'-1.1acLaurin (2-3):

+ -- + --

- -- + --

+ -- + --
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2We kunnen van deze 4 uitdrukkingen de twee onderste met e vermenigvuldigen.
Optellen van de 4 dan verkregen uitdrukkingen geeft:

2 2
rl.( A 0) rl.(' ~A 0) 2{rl.(0) rl.(0 A)} 2{1+a2} rl.(0,0)+a2A2{e f/J(~,O) I 15 f/J(~,O) }~ au, +~ -~, + a ~ ,b.+~ ,-u = ~I U ex ez

Uit deze vorm volgt ook:

e2f/J(0,0)+ e2f/J(0,0)= f/J(ab.,0)+(/J(-ab.,0)+a2{C/I(0,b.)+f/J(O,-b.)}-2{1+a2} f/J(O,O) _

ex2 ez2 a2ö2

2a2b.24!

Substitueren we in de uitdrukking (2-12) en1ge van de betrekkingen (2-4) dan
gaat deze over in:

f/J(aö,O)+f/J(-aö,0)+a2{f/J(0,b.)+f/J(0,-b.)}

of wel:

2 2f/J(ab.,O)+f/J(-aö,O)+a {f/J(0,b.)+(/J(0,-b.)} - 2{1+a }f/J(O,O)

(2-14)
Men stelt bij de benadering (vergelijk met (1-19) ):

f/J(ab.,O)+f/J(-aö,0)+a2{f/J(0,b.)+f/J(0,-b.}}- 2{1+a2} f/J(O,O} = ° (2-15)

Dat wat 1n deze vergelijking verwaarloosd wordt 1S dus:

2 2 b.4 ef/J(O,O)-2a {1+a } 4T 4
ex

Veronderstellen we dat voor een bepaald punt de functiewaarde ,1n de vier om
dat punt liggende punten juist is,dan is de waarde f/J(O,O} met verg. (2-14) te
bepalen.
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De benadering van de waarde ~(O,O) met verg. (2-15) geeft een verwaarlozing die
gelijk is aan:

(2-16)

c. Mazen in de vorm van regelmatige zeshoeken:

J. '?T ..··
Elk punt ~s direct verbonden met drie
omliggende punten. die op gelijke afstan-
den liggen.
Laten we deze afstand 26 noemen (zie
fig. 29 ) en voor een bepaald punt (0,0)
een foutbeschouwing opzetten.

..... ,.

De functiewaarden in de drie om het punt (0,0) liggende punten kunnen worden uit-
gedrukt met behulp van de reeksontwikkeling (2-3). Deze uitdrukkingen zijn op
bijlage 3 verzameld.
Door optellen krijgen we de uitdrukking (2-17) (zie bijlage 3 ).
uit (2-17) volgt ook:

~(0?26)+~(6/3.-6)+~(-6/3,-6)- 3~(0,0)
662

4o ~(OtO)}4 -oz
(2-18)

Substitueren we in de uitdrukking (2-17) enige van de betrekkingen (2-~) dan
gaat deze over in:

~(0,26)+~(6/3,-6)+~(-6/3,-6)= 3~(0,0)+ 23~63 o3~(~,0)+ ----• oz
(2-19)
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Bij de benadering wordt gesteld (vergelijk met (1-23) ):

~(O,26)+ ~(6/3,-6)+ ~(-6/3,-6) - 3~(0,0) = 0 (2-20)

Dat wat in deze vergelijking verwaarloosd wordt 1S dus:

Veronderstellen we dat voor een bepaald punt de functiewaarde in de drie om-
liggende punten,juist is, dan is de waarde ~(O,O) met verg. (2-15) te bepalen.
De benadering van de waarde ~(O,O) met verg. (2-16) geeft een verwaarlozing,die
gelijk is aan:

of wel: (26)3
- b

(2-21)

d. Mazen 1n de vorm van gelijkzijdige driehoeken~

tZ.
(-o,cd3) • t .. O, or;)

(~".QI \JI 124,0)\. ".. -. ~x

(_..,_di) / \ (~,_. v3)
fig. 30

Laten we deze afstanden (de lengten van de zijden der driehoeken) 26 noemen

Elk punt heeft een directe relatie met
6 omliggende punten (zie fig. 30)
waarbij de tussenafstanden gelijk zijn.

(zie fig. 30).
De functiewaarden in de om het punt (0,0) liggende punten.kunnen worden uitge-
drukt met behulp van de reeksontwikkeling (2-3).
Deze uitdrukkingen zijn op bijlage 4 uitgeschreven.
Door optellen en substitutie van enige der betrekkingen (2-4) krijgen we uit-
eindelijk de vergelijking:

(2-23)
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Bij de benadering wordt gesteld (vergelijk met (1-26»:

(2-24)

Dat wat ~n deze vergelijking verwaarloosd wordt ~s dus:

Veronderstellen we dat voor een bepaald punt de fUnctiewaarde ,in de zes om dat
punt liggende punten, juist is,dan is de waarde ~(O,O) met verg. (2-23) te bepalen.
De benadering van de waarde ~(O,O) met verg. (2-24) geeft een verwaarlozing die
gelij'k is aan:

of wel

64 A6 ö6~(0,0)
- bT u öx6

(26)6 é~(o,o)
- bT öx6

(2-25)

e. Mazen in de vorm van vierkanten waaraan diagonalen zijn toegevoegd:
Men kan in een netwerk met vierkante mazen alle knooppunten diagonaalsgewijs met
elkaar verbinden (zie: [21} ). Het kruispunt der diagonalen is dan geen knooppunt
in het netwerk.
Elk knooppunt heeft dus een directe relatie met acht omliggende punten (zie fig.31)

Als we de maaswijdte van de vierkante
mazen 6 noemen, dan worden de afstanden
langs de diagonalen 6/2.

_'~.X.

,fig. 31

De functiewaarden.in de om het punt (0,0) liggende punten, kunnen worden uitge-
drukt met behulp van de reeksontwikkeling (2-3). Deze uitdrukkingen zijn op
bijlage 5 uitgeschreven.
Door in de uitdrukkingen van bijlage 5 enige van de betrekkingen (2-4) te
substitueren en ze daarna te combineren, kunnen we tot de volgende vergelijking
komen:
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4( 1-t-l)~(0,0)a (2-26)

Men stelt bij de benadering (verg. (1-29»:

~(I). ;·0)+~( -1).,0 )+~( 0,1). )+~( 0 ,-1).)+ ~ ~(I). ,I). )+~( -1).,-6 )+~( 6,-f::, )+~( -6,6)} -

4(1-+2.) ~(o,o) = 0a (2-27)

Dat wat in deze vergelijking wordt verwaarloosd is dus:

Veronderstellen we dat voor een bepaald punt de functiewaarde )~n de acht omlig-
gende punten,juist ~s, dan is de waarde ~(O,O) met verg. (2-26) te bepalen.
De benadering van de waarde ~(O,O) met verg. (2-27) geeft een verwaarlozing die
gelijk is aan:

(2-28)

Wil men in deze vorm de termen met de vierde partiële afgeleiden laten wegvallen
dan moet a de waarde 4 krijgen.
In de vorm (2-28) komen dan dus slechts termen met achtste en hogere partiële
afgeleiden voor.
Men kan dus blijkbaar de verwaarlozing,die men maakt,reduceren door de omliggende
punten, afhankelijk van het feit of ze langs een zijde van een vierkant dan wel
langs een diagonaal liggen, een verschillend gewicht te geven.
De ~aarde a=4 gesubstitueerd in verg. (1-29) betekent,dat de weerstandswaarde van
de elementen langs de diagonalen 4 maal zo groot is als die.van de elementen in
de zijden van een vierkant (zie fig.32).
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fig. 32_

De uitdrukking (2-28) voor de fout,die in elk knooppunt kan worden gemaakt,is in
dit geval te schrijven als:

[).8 ö80(010)
= - -1-0-. 0....8~0 öx8 - ----- (2-29)

In het voorgaande is voor verschillende naasvormen afgeleid welke fout men door
de benadering in elk knooppunt kan maken.
Steeds is een willekeurig punt (0,0) beschouwd.
De resultaten kunnen worden verzameld in het volgende overzicht:
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Haasvorm Fout per knooppunt
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Uit dit overzicht kunnen we enige conelusies trekken.
De maasvormen a en b geven uitdrukkingen voor de fout, die grote overeenkomst
vertonen.
De maasvorm c is,wat deze uitdrukking betreft,in het nadeel ten opzichte van
alle overigen.
De maasvorm d geeft een uitdrukking,die gunstig is ten opzichte van die voor
maasvorm a;waarbij het aantal elementen ongeveer 1,6 maal zo groot is.
De maasvorm e geeft t ;o ,v , de naasvorm a een zec~' gunstige uitdrukking Iwaarbij
het aantal elementen verdubbeld wordt.
Voor alle vormen gelden de volgende overweg.ingent

1. De hogere afgeleiden moeten bestaan wil er van een fout sprake zijn.
2. De maasvorm moet praktisch zijn.
3. De overgang op een maasvorm met een Grotere nauwkeurigheid moet niet ingewik-

.ke:.<l.zijn.
4. Het aantal elementen zal men zo klein mogelijk willen houden.
5. De bereikte nauwkeurigheid moet in een goede verhouding zijn met de nauwkeurig-
heid,die i.v.m. andere foutbronnen kan worden bereikt.

Bij de keuze van de maasvorm zal men trachten met de genoemde overwegingen tot
een optimum te komen.
Vele van de overwegingen hebben een zeer moeilijk benaderbaar karakter, zodat hier-
van,voor een algemeen geval,slechts enige relatieve opmerkingen kunnen worden ge-
maakt.

ad 1. Het zal,in een algemeen geval, steeds moeilijk zijn precies aan te geven in welke
gebieden de hogere afgeleiden een waarde zullen krijgen,die van invloed is op de
fout tengevolge yan de discretisatie.
Bovendien gaat het om de invloed van de fouten, in dat gebied gemaakt, ten opzich-
te van het gehele stroombeeld.
Deze verhouding is,voor een willekeurig onbekend geval,niet uit te drukken.

ad 2. Bij deze overweging speelt de algemene bruikbaarheid van een model de belangrijk-
ste rol:
1e• Aantal en aard van de verschillende problemen ,die men ·wil oplossen met een-

zelfde netwerkmodel.
2e• De vereiste souplesse bij het variëren tijdens een meting.
3e• Aanpassing van de maasvorm aan de randen van gebied (zie: III-3).
4e• De behoefte aan meetpunten op een zeer bepaalde plaats.

Dit is praktisch een zeer belangrijk punt.
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Deze overvleging ~s nauw ve~Y~nt aan die nd 3.

~. In een bepn~d geval is het mogelijk dat men plaatselijk een gebied met een
andere mnasvorm in model brenP,t,om op deze wijze de nauwkeurigheid van de ver-
schillende gebieden minder te doen vcriëren.

ad 4. Deze overweging is om economische redenen belangrijk. De kosten van de weerstands-
elementen zijn niet erg hoog. Het a~nbrengen van de elementen geeft een post ar-
beidsloon,die ongeveer recht evenredig met het aantal zal zijn.
De totale afmetingen van het model zullen zo moeten worden gekozen,dat de over-
zichtelijkheid voldoende blijft voor een goed gebruik.
In verband met de post arbeidsloon is niet alleen het aantal elementen belangrijk,
maar ook de vorm van de mazen. Het bepalen van de weerstandswaarden der elementen
dient zo eenvoudig mogelijk te zijn.

ad 5. Door andere oorzaken kunnen in een bepaald seval afwijkingen ~n de resultaten
ontstaan (zie: 111.4.1).
Het heeft geen zin om de afwijkingen tengevolge van de discretisering vele malen
kleiner te houden dan die,tengevolge van andere foutbronnen.

Het is duidelijk dat het na bovenstaande overwegingen niet mogelijk is een abso-
lute uitspraak te doen aangaande de keuze van de mansvorm in een algemeen geval.
Bedenkt men echter dat bij zeer veel problemen in rechthoekige coördinaten wordt
gedacht,dan zal een netwerk,dct bestaat uit mazen gevormd door richtingen even-
wijdig met de coördinaatassen,de voorkeur verdienen.
Daarbij kan worden opgemerkt dat de maasvormen a~ b en e eenvoudig zijn te com-
bineren.
Met een netwerk~dat bestaat uit een combinatie v"n de maasvormen a, b en zonodig
e,zal aan de bovenstaande overwegingen eenvoudig tegemoet kunnen worden gekomen.
Men heeft op deze wijze een eenvoudig, overzichtelijk netwerk, waarin een gebied
met zeer grote nauwkeurigheid (maasvorm el)Bemructcelijkkan worden ingevoegd.
In het volgende zullen we ons tot deze drie maasvormen beperken.
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111. 2.2. De eventuele fout in punten van een netwerk.

In het voorgaande is o.a. voor mazen in de vorm van vierkanten een foutbeschou-
wing opgezet.
Deze kan als volgt worden geresumeerd.
Als in vier om het punt (0,0) liggende punten de functiewaarde bekend isJdan kan
de functiewaarde in het purrt (0,0) zelf,worden benaderd:

~(o,o)~ ~(~,O)+ ~(-~,o)4 ~(o,~)+ ~(o,-~)
t--z.

(2-30)

(- d,O)

Deze vergelijking geldt in elk knooppunt
van een netwerk (zie: verg. (1-14).

De fout die hierbij kan worden gemaakt is als volgt uit te/drukken (zie:(2-11»:

m=oo
- E

m=1

In deze reeks komen dus termen voor met de 4e, Be etc. afgeleide van ~ naa.r x.
Laten liTe nu eerst deze foutbescheuwing testen aan een concreet voorbeeld, ioTo.o.rbij.
we de waarde van de uitdrukking (2-11) gemakkelijk kunnen bepalen.
Een functie die voor dit doel ~eschikt is, is de volgende:

~
4 2 2 4

= x - 6x z + z

Van deze functie is:

é:~ 12 2 - 12 2
--= x z
äx2

ö2~ -12 2 + 12 2
--= x z
~Z2

ö4~ 24~=
öx
4
~= 24
öZ
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ö2f/J ö2f/JDeze functie voldoet aan de vergelijking van Laplace: --- + --- = 0.
öx2 öz2

Daarbij zijn de vierde partiële afgeleiden naar x resp. z constant en wel voor
alle waarden van x en z gelijk ~an 24.
De hogere partiële afgeleiden naar x resp. z zijn allen nul.
De waarde van de uitdrukking (2-11) IS voor deze functie als volgt te schrijven:

64 4- 24 • 24 • = - 6 •

Deze waarde is dus nog alleen afhankelijk van de stapgrootte (maaswijdte) /)..

Voor alle punten van het roosterwerk van bijlage 6 ,
{1,0 ~ x ~ 2,6 en 0,0 ~ z ~ 1,6 } waarvan de maaswijdte 0,2 is, kan de waarde
van f/J worden bepaald.
Op bijlage 6 zijn deze waarden,d:i:':~vrij nauwkeurig moesten zijn, vermelrl.
Laten we nu voor het punt (1,8, 0,8) de functiewaarde benaderen door het gemid-
delde te nemen van vier omliggende ptU1ten.
'He kunnen daarbij de afstand (maaswijdte) van de punten variëren.
Kiezen we de maaswijdte 0,2 dan volgt f/J(1,8, 0,8) uit:

f/J(1,8, 0,8) = f/J(2,0, 0,8) + f/J(1,6, 0,8) + f(1t8, 1,0) + f/J(1,8, 0,6)

Voor een maaswijdte 0,4 krijgen 1-1e:

n(1 8 ° 8) f/J(2,2, 0,8) + f/J(1,4, 0,8) + f/J(1,8. 1,2) + f/J(1,8, 0,4)
'IJ " , = 4

Voor een maaswijdte 0,6 en 0,8 kunnen "Te een dergelijke benadering geven.

In onderstaande tabel zijn de resultaten verzameld:

I benaderde waarde juiste waarde I veruaarlozing
maaswijdte f/J(1,8,0,8) f/J(1,8,0,8) I "fout"

I
0,2 - 1,5328 - 1,5344 - 0,0016
0,4 I 1,5088 " 0,0256- -
0,6 - 1,4048 " - 0,1296

I0,8 1,1248 " 0,4096- i -
I

'-Te zien dus dat de fout toeneemt met de maaswijdte.



- 72 -

Volgens de uitdrukking (2-11) is deze in dit geval gelijk aan: _ ~4.
Voor de verschillende maaswijdten ~ wordt dit achtereenvolgens:

II = 0,20 -+ 0,0016
II = 0,40 -.:;. 0,0256
II = 0,60 -~ 0,1296
II = 0,80 ~ 0,4096

Deze waarden komen precies overeen met de waardeû,die ~n de tabel zijn vermeld.
Laten we nu vier verschillende punten bes chouven r

resp. (1,2, 1,4) , (1,2,2,2) , (0,4, 2,2) en (0,4~ 1,4).

We kunnen de functiewaarden in deze punten weer benaderen met het gemiddelde van
vier omliggende punten.
Kiezen we achtereenvolgens de maaswijdte 0,2 en 0,4 dan zijn hierbij de afwijkin-
gen van de juiste waarde te bepalen.

In onderst~~nde tabel zijn de resultaten verzameld.

! verwaarlozing verwaarlozing
punt bij maasuijdte bij maaswijdte

II = 0,2 II = 0,4
,

1,2, 1,4 I - 0,0016 I - 0,0256
1,2, 2,2 I - 0,0016 - 0,0256

I

0,4, 2,2 - 0,0016 - 0,0256
0,4, 1,4 - 0,0016 - 0,0256 I

We zien dus dat de ve~faarlozing in dit geval door het gehele gebied gelijk is
(onafhankelijk van de plaats en van de grootten van de functiewaarden), wat over-
eenstemt met het feit,dat de vierde afgeleiden een constante waarde hebben.
Als de maas vorm e vTordt toegepast dan geldt in elk knooppunt in het inwendige
van het veld de vergelijking (2-27) (zie: blz. 65) •
Met deze vergelijking kan de functiewaarde in een bepaald punt worden benaderd,
als de functiewaarden in de, in dit geval aCht,omliggende punten bekend is.
Dat wat hierbij wordt verwaarloosd is uit te drukken in de vorm (2-28).
Wordt voor a (de verhouding van de weerstand in de diagonalen en die in de zijden
van de vierkante mazen) de waarde 4 aangehouden, dan gaat deze vorm over in de
vorm:

(2-29)

5
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Van de fUnctié ~ = x4 _ 6x2z2 + z4 z~Jn de vijfde en hogere partiële afgeleiden
nul voor alle waarden van x en z.
Daarom zal de vorm (2-29) in elk punt de "marde nul hebben.
Dit betekent dat het toepassen van de maasvorm e, waarbij a = 4, in dit geval
bij elke maaswijdte steeds een juiste benadering zal geven.
We zullen voor het punt (1,8, 0,8) de functie,oTaardebepalen met de vergelijking,
die bij een dergelijk netwer-k in elk willekeurig knooppunt geldt (zie fig. 33
en verg. 2-27):

~(ó,o)+~(-ó,o)+~(o,ó)+~(o,-ó)+ ~(Ó2Ó)+~(-Ó2Ó)+f(-Ó,-6)+~(6,-6)
~(O,O) = ------------------__;,.----- 5

(2-31)

fig. 33_
In onderstaande tabel worden voor verschillende maaswijdten 6 resp. 0,2 ..0,4 .'0,6
en 0,8 de benaderde functiewaarden vergeleken met de juiste functiewaarde in het
punt.

I benadering Imaaswijdte 6 juiste waarde verschil
volgens verg. I ("fout")

(2-31)

0,2 - 1,5344 - 1,5344 0,0000
0,4 - 1,5344 - 1,5344 0,0000
0,6 - 1,5344 - 1,5344 0,0000
0,8 - 1,5344 - 1,5344 0,0000

Hieruit blijkt dus inderdaad dat, met de keuze van deze maasvorm, in dit geval,
steeds de juiste waarde ~oTOrdtverkregen, onafhankelijk VCl.Il de grootte van de
maaswijdte 6.
In het voorgaande ~s steeds sprake van de verwaarlozing bij het benaderen van
één onbekende functiewaarde met de bekende functiewaarden in een aantal omliggende
punten.
Als ~n een netwerk, dat bestaat uit meerdere mazen, de functiewaarden in de pun-
ten op de rand bekend zijn, dan kunnen de functiewaarden van de punten,die bin-
nen deze rand liggen,worden benaierd.
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Voor elk punt kan de vergelijking (1-14) worden opgesteld,zodnt het nQntal be-
schikbare vergelijkingen even groot is t.üshet aantal onbekenden.
We zullen nu achtereenvolgens netwerken beschouwe~waarbij het aantal onbekenden
steeds toeneemt (resp. 2, 4, 6 en 9 onbekenden).
Bij een mansvorn a geldt in elk knooppunt de vergelijking (2-30).
De verwaarlozinê in deze vergelijking, die voor de gekozen functie ~ gelijk is

4aan - b. , zullen we -0 noemen.
De functiewaarden worden met letters aangegeven. In ieder knooppunt is de verge-
lijking,die de juiste waarde geeft,te schrijven als:

o

c • a = A+B+C+D
4 - 0

•.B

In het volgende worden bekende functiewaarden met hoofdletters en onbekende functie-
waarden met kleine letters aangeduid.
De bijbehorende figuren zijn op bijlage 7 getekend.
Na elk geval wordt het resultaat getoest aan de hand van een voorbeeld.
Hiervoor wordt een gedeelte van het gebied met de bekende functie ~ gekoze~ dat
ligt binnen de grenzen 1,8 ~ x ~ 2,6 en waarbij de maaswijdte 0,2 is.
Tenslotte worden in elk geval de waarden vermeld,die men krijgt bij een keuze van
de maasvorm e zoals deze in het voorgaande reeds is besproken, waarbij de waarde
van de verwaarlozing,bij deze functie ~,steeds gelijk nul is.

2 onbekenden:
In dit .~eval zijn de juiste waarden van a en b te bepalen uit de vergelijkingen
(zie: bijlage 7 fig. 1).

A+E+F+b
4 - 0a =

b = B+C+D+a4 - 0

Oplossing van deze vergelijkingen geeft:

4(A+E+F) +B+C+D 4 0a = - -15 3

b 4(B+C+D} +A+E+F 4 0= 15 -3

(2-32)

(2-33)
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Hierui t volgt dat,bij de benadering (venmarlozing van-. <5 in de vergelijkingen),
4er in de waarden van a en b,- 3 ó wordt verwaarloosd.

Nemen we voor de waarden A tlm F achtereenvolgens (zie: netwerk bijlage 6)

A = 7,4896
B = 13,1008
C = 27,6736
D = 22,2656
E = 15,0416
F = 7,4128

4dan krijgen we met verwaarlozing van - 3 ó in de vergelijkingen (2-32) en (2-33)
resp. voor de bijbehorende a en b resp.

a = 12,1877 b = 18,8069
De juiste waarden zijn resp.:

a = 12,1856 b = 18,8048
Het verschil is voor beide waarden + 0,0021 .
Bij de maaswijdte 0,2 is voor deze functie <5 = 0,0016 (zie blz. 72h zodat - ~ <5 =
- 0,0021.
Doordat deze waarde in de vergelijkingen is verwaarloosd3worden de uitkomsten
voor a en b het bedrag 0,0021 te hoog.
Worden de waarden a en b bepaald met vergelijkingen,die overeenkomen met (2-31),
behorende bij een netwerk met een maasvorm e, dan krijgt men resp. a = 12,1856
b = 18,8048,zijnde de juiste waarden.
Dit resultaat is een gevolg van het feit. dat bij deze maasvorm in het geval van
~ functie ~,de verwaarlozing bij de benadering steeds de waarde nul heeft.

4 onbekenden:
In dit geval (zie: bijlage 7 fig. 2) zijn de waarden van a, b, c en d te bepalen
uit de volgende vergelijkingen:

A+H+b+c
Ó b B+C+a.+d

Óa = 4 - = 4 -

D+E+b+c
Ó

G+F+a+d
Óc = 4 c = 4 - •

Deze vergelijkingen geven de juiste waarden voor a, b, - en d.
VerJaarlozen we in bovenstaande vergelijkingen de terE - Ö dan geeft dit de ver-
~elijkingen die gelden in de knooppunten van een netwerk met een maasvorm 0..

We kunnen de waarden. die uit deze vergelijkingen zijn op te lossen,a' b' c' en d'
noemen ..

245



- 76 -

Nu is af te leiden dat geldt resp. :

a = at 2 6
b = bt 2 6
c = ct 2 6
d = dt 2 6

Blijkbaar is de afwijking in de ,.marden voor a, b , c en d, t~g.v. het al oi; rriat
verw:;o,arlozenvan de term - 0 in de bovenstaande vergelijkingen, voor deze vier
punten gelijk en wel -20.
Nemen we voor de waarden A tlm H achtereenvolgens

A = 13,1008
B = 20,8656
c = 39,2336
D = 44,0768
E = 33,1776
F = 23,4256
G = 15,0416
H = 12,1856

(zie: netwerk bijlage 6 ):

dan krijgen voor

a' = 18,8080
b' = 27,6768
c' = 22,2688
a' = 31,8000

de waarden a' tlm c' (met verwaarlozing van de invloed van 6) resp ..

De juiste waarden a tlm d zijn resp. ;

a = 18,8048
b = 27,6736
c = 22,2656
d = 31,7968
Het verschil 1S voor alle vier punten dus inderdaad gelijk en wel 0,0032.
Bij de maaswijdte 0,2 voor deze functie 1S 0 = 0,0016 zodat 26 = 0,0032.
De benaderde waarden zijn dus inderdaad alle dit bedrag te hoog.
Worden de waarden a tlm c bepaald met vergelijkingen,die gelden bij een netwerk
met een maas vorm e dan krijgt men resp. :
a = 18,8048
b = 27,6736
c = 22,2656
d = 31,7968
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Deze waarden zijn gelijk aan de juiste waarden,wat een gevolg is van het feit
dat bij ~ functie ~,de maasvorm e een verwaarlozing geeft~die steeds de waarde
nul heeft.

6 onbekenden:
In dit geval (zie: bijlage 7 fig. 3) zijn de juiste waarden van a, b, c, d, e en f

te bepalen met de volgende vergelijkingen:

A+K+b+d 0 b B+a+c+e 15a = 4 - = 4 -

C+D+b+f
Ó d H+J+a+e 15c = 4 - = 4 -

G+b+d+f 15 f E+F+c+e 15e = 4 - = 4 -

Verwaarlozen we 1n bovenstaande vergelijkingen de term - 15dan kunnen we a tlm f
ook oplossen. Deze waarden zullen we a' tlm f' noemen. Nu is af te leiden dat
achtereenvolgens:

a' 16
6a = 7

b = b' 20 15
7

c = c' ~ó
7

d = d' lÉ.ö
7

e = e' 20 15
7

f = f' ~ö
7

We zien dat de afwijking voor punten, die een overeenkomstige ligging t.o.v. de be-
kende randpunten hebben,gelijk zijn:
Voor de punten a, c, d en f is deze - 1~ ó en voor de punten b en c is deze - 2~ ö.
Ook in dit geval zijn deze afwijkingen aan de hand van een voorbeeld te toetsen.
He zullen dit hier achter\.,egelaten en overstappen op een volgend geval.

9 onbekenden:
In dit geval uJn voor de punten a tIro J (zie bijlage 7 fig. 4) de volgende ve1.'ge-

lijkingen op te stellen:

45
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A+lv1+b+d 0 b B+a+c+e 0a = 4 - = 4 -

C+D+b+f 0 d J+a+e+g 0c = 4 - = 4 -

b+d+f+h 0 f E+c+e+j 0e = 4 - = 4 -

K+J+d+h 0 h H+e+g+.j 0g = 4 - = ).j. -

J = F+G+f+h4 - 0

Uit deze vergelijkingen kunnen de juiste waarden van a tlm j worden opgelost.
Wordt de term -0 verwaarloosd,dan worden voor a t/m f waarden gevonden, die we 0.'

tlm j' zullen noemen.
Nu is af te leiden dat achtereenvolgens:

a' 11 0 f f' 14 0a = -"4 = -4
b b' 14 0 g' 11 0= -4" g = -4

c' 11 0 h h' 14
c = -4' = - 4" 0
d d' 14 0 j j' 11

= -4" = - 4' o.
e' 18 0e = -4"

Hieruit blijkt dat:

voor de punten a, c, g en j
de afwijking gelijk is aan - ~ 0 ;

voor de punten b, d, f en h
de afwijking gelijk is aan - ~ 0 ;

voor het punt e de afwijking
18gelijk is aan - 4o.

Laten we deze uitkomsten eerst aan de hand V2ill voorbeelden verifiëren.
In het netwerk van bijlage 6 kunnen we vier verschillende gebieden onderscheiden}
die dezelfde vorm hebben als het gebied van fig. 4 op bijlage 7.
Deze gebieden zijn genummerd 1 t/m 4 (zie: bijlage 8 ).
Achtereenvolgens zijn met bovenstaande vergelijkingen de waarden van a tlm J

bepaald met verwaarlozing van de term -0.
In het volgende overzicht wor-den de resultaten hiervan, voor de vier gebieden, ge-
geven in de 3e kolom.
In de 4e kolom zijn de juiste waarden vermeld,terwijl in de vijfde kolom de ver-
schillen zijn bepaald.
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Overzicht 4 netwerken met elk neRen onbekenden

1 2 ~ h r.:;

waarden
gebied punt met verwaar- juiste waarden verschil

lozing van 0
maaswij dte 4~3
t, = 0,2

a - 11,0148 - 11,0192 - 0,0044
b - 15,3608 - 15,3664 - 0,0056
c - 19,7060 - 19,7104 - 0,0044

1 d - 8,2888 - 8,2944 - 0,0056
e - 11,0120 - 11,0192 - 0~0072
f - 13,4856 - 13,4912 - 0,0056
g - 5,5620 - 5,5662 - 0,0042
h - 6,9128 - 6,9184 - 0,0056
j - 7,8020 - 7,8064 - 0,0044

a - 27,1940 - 27,1984 - 0,0044
b - 29,6456 - 29,6512 - 0,0056
c - 30,7140 - 30,7184 - 0,0044
d - 16,l~808 - 16,4864 - 0,0056

2 e - 16,3112 - 16,3184 - 0,0072
f - 14,5096 - 14,5152 - 0,0056
g - 6,9956 - 7,0000 - 0,0044
h - 4,6088 - l~,6144 - 0,0056
J - 0,3780 - 0,3824 - 0,0044

a - 0,9028 - 0,9072 - 0,0044
b - 0,2568 - 0,2624 - 0,0056
c 1,1580 1,1536 - 0,0044
d 0,7224 0,7168 - 0,0056

3 e 1,9928 1,9856 - 0,0072
f 4,1272 4,1216 - 0,0056
g 1,7340 1,7296· - 0,0044
h 3,3784 3,3728 - 0,0056
j 5,9452 5,9408 - 0,0044

a 7,4940 7,4896 - 0,0044
b 13,1064 13,1008 - 0,0056
c 20,8700 20,8656 - 0,0044
d 12,1912 12,1856 - 0,0056

4 e 18,8120 18,8048 - 0,0072
f 27,6792 27,6736 - 0,0056
s 15,0460 15,0416 - 0,0044
h 22,2712 22,2656 - 0,0056
j 31,8012 31,7968 - 0,0044

Beschouwen we het overzicht nader dan zien we dat in alle vier gebieden de ver-
scnillen hetzelfde regelmatige patroon vertonen (zie: fig. 34).

245



- 80 -

,'....' e -..~.. 15' '"

lVi
I I ~

.• (),ooW i· '-',c76' ..i';,.o.".".~ .. D
(<1.. : ~;~ : "c.

L ~. - (j,,:"'or' ;;.~,<i_'?12. .. ~ ~.(;~1S:6" .f.
~ ~)~ )l'

K ... i- t;,: ~4'-SI.....i.. -~?'C~41. F
i ;I'

• ~ .j .. Ci

J I-I r:::.

fig. 34

Bij de maaswijdte t:. = 0,2 is voor deze functie ó = 0,0016.
In het voorgaande de verschillende afwijkingen resp. 11 s 14 ö

1.S voor -'4 -'4 en
18 Ö-'4 aangegeven.

In dit geval worden deze waarden achtereenvolgens:

-~ 11 0,0016 0,0044 j= -'4' - - voor a, c, g en

-~ 14 0,0016 0,0056 b, d, f en h= -4" - - voor

18ö 18 0,0016 0,0072-4' = -'4' - - voor e.

We zien dat deze waarden in de bovenstaande voorbeelden inderdaad zijn gevonden.
Worden de waarden a t/m j bepaald met vergelijkingen,die gelden bij een netwerk
met maasvorm e,dan vindt men de juiste waarden, wat een gevolg is van het feit,
dat deze maasvorm bij deze functie een verwaarlozing ~elijk aan nul geeft.
In het voorgaande hebben we gezien dat in een netwerk met maasvorm a alleen sprake
is van afwijkingen,als de vierde en hogere partiële afgeleiden van de functie naar
x (of z) bestaan.
In een bizonder geval, waar i.nde vierde afgeleide een constante waarde heeft en de
hogere afgeleiden nul zijn voor alle waarden van x en z,is het mogelijk de fout-
beschouwing te toetsen.
Daarna is getracht in dat geval een iûzi~ht te krijgen in de uitbreiding V~l de
fout,als de afmetingen van een netwerk (het aantal mazen en dus ook het aantal
onbekenden) toenemen.
In dit rapport zijn een aantal gevallen behandeld.
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Tijdens bet onderzoek is getracht door een meer uit~ebreide reeks van gevallen,
waarin het aantal onbekenden successievelijk werd vergroot;een bepaalde relatie
te vinden tussen het aantal onbekenden, de lig~ing van een punt t.o.v. de ran-
den en de ~rootte van de afwijking in het punt.
Daarbij is gebleken dat het vinden van een dergelijk verband niet zonder meer
mogelijk is.
VleI zijn na het voorgaande enige betrekkelijke opmerkingen te naken;
De absolute fout in een bepaald punt,in het gev~ de waarde ó constant is,neemt
meer toe naarmate het punt verder van de randen ligt.
In het ~eval met 9 onbekenden is de afwijking vo~r het punt e gelijk aan 1~,5 ó.
In een geval met 25 onbekenden (5x5) is de af~njking voor het punt in het centrum
ongeveer '1 ó. In een geval met 49 onbekenden (7x7) tenslotte werd voor de afwijking
1n het punt gelegen in het centrum ongeveer 19 ó gevonden.
De afwijking in punten langs de randen is kleiner. De afwijking voor een punt 1n
een hoek is het kleinst, omdat dit een directe relatie heeft met twee bekende
potentialen.
De afwijking in deze punten neemt echter toe, zij het 1n mindere mate, met de af-
metinGen van het ~ehele netwerk.
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111. 3. Het discretiseren aan de randen ven een twee-dimensionae_l veld.

Bij een (permcnente) tivee-dülension21e strominestoestand C;2..athet er, in het ~e-
val de c;rond homogeen en Lsot roop is, OB C.C: vcrcelijkinG van Lap'Iuce op te lossen:

Hiervoor is het noodzakelijk dat Langs d.e Gehele rand voorvlaarden bekend zijn.

waaraan de Gezochte functie C/Jmoet voldoen (z-cndvaarde probleem). Het is duidelijk

dat het op de juiste "\olijze in rekeninc; brengen van de r-andvoorvaarden uitermate

belanGrijk is.

Tot zover zijn we er, bij het bestuderen van de benade r i.ng met behulp van veer-st cnd-.

net.verken , steeds vanuit cecaan dat de randvoorwaarden exact zijn aange bracht.

In het vo.Lgende wor-dt; op het reali zeren van de r-andvoorwaar-den in een netwerk van

iJeerstanden nader inGeGaan. Het aantal verschillende vormen van randvoorwaarden

is zeer Groot, zodat het onderzoek Hut dit betreft niet vollediG ~s Geweest.

Echter met de gevoLgde benader-i.ngswi j ze en de t.oepass i.ng hiervan ill enige voor.beel-

den zullen vele van de vaak voorkomende gevallen kunnen "lorden C;ereali zeerd.

IIL 3.1. Het reali zeren van r-andvoorwaar-den;

Bij de verschillende crondi·m.terpro"blcmen zullen de rundvoorwaar-den die we kunnen

ontmoeten. zeer verschillend zijn.

In het alc;emeen vorden onderscheiden:

a) Problemen ..waazb i j in ieder purrt van de rand de waarde van de functie bekend is.

Deze problemen vlorden genoemd naar Dirichlet.

b) Problemen. waarbij in ieder purrt van de rand de waarde van de afGeleide van de

functie in de richtinG loodrecht op de rand (öc!J(s)) bekend is.Öü
Deze problemen Horden Genoemdnaar l~eumcnn.

c) Problemen llaarbij in ieder punt van de rand een lineair verband bestaat tussen

de vaarde van C/Jen de waarde van de af'geLei.de in de r i cht i.ng loodrecht op de
öC/Jrand én" In het alGemeen celdt dan:

= f (s) öC/J(s)+ f
3
(s)2 ön

Deze problemen voz-den 1lel Cenoemd naar Fom~iej;"'.Bovenst aande alGemetIe Vorm be-

vat ook de beide typen a en b. De meeste problemen Haarmee wij te maken hebben

behoren tot dit type. Immer-s..in de meeste Gevallen is op gedeelten van de rand

.de functiewaarde bekend, ter;'lijl op andere Gedeelten de vaar-de van ~~ bekend is.

5
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Langs een z.e. vrije [;rond,,!aterspieuü Gelden, indien de capillaire zonewordt

verwaarloosd, steeds twee voorwaarden:

le ê~(s) = 0
• ên

2e. ~(s) = K.h(s) = K.z(s).

Haarbij het verloop van z (s) onbekend is. Hij kom=n hierop in dit hoofdstuk en in

hoofdstuk IV nog nader terug. Uit de voorwaarde die op een rand geldt, volgt een

vergelijking waara~~ in alle punten op deze rand moet worden voldaan. Het aan-

brengen van de r andvoorwaar-den zal bij een weez-st.andnetverkaodeä geschieden. door

het aanbrengen van de analoge voorwaarden op de knooppunten Vrul het netwerk.

Het aanbrengen van deze voorwaarden kan in een elektrisch model zeer nauwkeurig

geschieden.

Bij randen waarlangs de vaarde van ~ bekend is komt het neer op het aanbrengen

van de a.naloge waar-den E in alle knooppunten van de r'and , Zijn deze vaarden ge-

lijk dan is er sprake van een equipotentiaallijn.

Bij randen waarlangs de waar-de van ~~ bekend is, komt het neer op het aanbrengen
êE .van de juiste waarde van ên an de knooppunt en , Eet aanbrengen van een dergelijl:e

voori-laarde is in het alc;emeen wat moeilijker (stroom-randvoorwaarde).

Ie de waarde ~~ langs de rand gelijk nul dan is spr~~e van een stroomlijn. Het

komt er dan op neer. het model op een goede i-rijze langs deze stroomlijn te beëindigen.

'de zullen in het volgende vooral tÏ'lee gevallen beschouwen.

Ie , Een rand waarlangs de functie r/J een constante vaarde heeft ( equipotentiaallijn).

2e. Een rand waarlangs ~: de vaar-de nul heeft (stroomlijn).

Naast de voorvaarde die Langs de rand geldt 1.S voor de C;ezochte oplossing de vorm

van de rand natuurlijk zeer be.Langri jk , Bij het realiseren van de randvoorvaarden

in een netwerk van veer-stianden verdient het goed weer-geven van de vorm van deze ran-

den dan ook zeer veel aandacht. Het c;aat er daarbij in hoofdzaak om het netwerk in

de omgeving van de rand zodanig te orrtwez-pen,dat de vee rst.and representatief is

voor het C;ebied. Dit is zeer overzichtelijk te vcrlTezenlijken door een geometrische

interpretatie van het gebied. in ",at we in het voorgaande een fysische beschouwing

hebben genoemd. Als voorbeeld zullen "Teeen eenvoudig geval nemen (zie: fig. 35 ) .

~5
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Een rechte rand. die evenwijdig loopt met een der hoofdrichtingen van het netwerk,

dat bestaat uit vierkante mazen. De "normale" maaswi.jdt e is 6. De normale 'Heer-

standselementen hebben de waarde R_ •....

1

.,. - - -, R
a

,

-'_.....r--.-----L,----' "
\." Ü

De mazen IWlgS de rand hebben de af-

meting a6 .6.

,
, .- -:-~-

fig.~

De waarden van de elementen R" R2 en R3. kunnen nu als volgt vcrden uitgedrukt

(zie: ook III=1 blz.45):

a6 R = aR en R = ~ R =6 '" ;.:; 3 a6 r;:
"2

2
rt •a ö

(3-1)

Het ontwer-pen van het netwerk in de omgeving van de rand, komt neer op het aanpassen

van de vorm hiervan aan het net.ve.rk , dat voor het overige gebied is gekozen en vaar--

van de knooppunten vastliggen.

Hierbij kan nog Horden oPGemerkt,dat het bepalen van de afwijkende weerstandswaar-

den overeenkomt met het bepalen van een afvTijkend rekenmolecuul bij de relaxatie-

methode (zie: II·-3 blz. 22).

Snijdt een rand beide hoofdrichtingen dan as de aanpassing Lngevi.kkeLder ,

i.len kan dan de volgende '-TeGenvolgen:

a) het netwerk een zodanige vorIa geven,dat knooppunten op de rWld komen te liggen;

b) de rand benaderen door een "trapjeslijn" , vTae.rbij de grootte van de trapjes zo-

danig wordt vastgesteld, dat de nauwkeurigheid van het model voldoende blijft.

ad. a. Deze methode zal een aantal mazen kunnen geven. die een zeer vTillekeurige

vorm hebben. Hieruit volgt.dat de waar-den van de vTeerstanden in de verschillende

takken in dat geval. sterk zullen variëren. Het aantal in de handel bestaande vTaar-

'Verschillende
keurig te verkrijgen zijn. Hel kan in bepaalde gevallen met deze methède op een-

voudige wijze een goede aanpassing worden verkregen.

5



'Henemen als voorbeeld hiervan een rechte rand,die een bepaalde hoek maakt net
één der hoofdrichtingen (zie: fi~. 36).

Het is dan in principe eenvoudig de maas vorm
cies op de rand liggen. Is de helling 1:a,dan
alle vertikale weer'standen de vaarde .!.R

ua
alle horizontale .- de vaarde aRr:..,

zo te kiezen, dat de knooppunten pre-
krijgen,in een isotroop geval)

(3-2)

ad. b , Deze methode is ,·ratbetreft de uitvoering zeer eenvoudig. De mazen zijn
regelmatig en bevatten geen elementen met af.,ijkende vaarden, Denkt men, bij een
permanente stromingstoestand,aan een vrije gronduaterspiegel, dan is dit praktisch
de enige benaderingswijze, die mogelijk is. Iw~ers de ligging van deze stroomlijn,
waarvan zoals gezegd in ieder punt de stijghoogte ~~so) gelijk is arul de ~laats-
hoogtie z(so)' moet iteratief wor-den bepaald. Een krul dus in een net.vark lleinig an-
ders doen,drul deze lijn met een "trapjeslijn" benaderen. Uiteraard moet er voor
vcrden gezorgd dat de maasverdeling zo fijn is.dat deze benader-ing een ver.T2.arloos-·
bare invloed heeft. In hoofdstuk IV vor-dt,op deze benader-i.ngswij ze nog nader inge-
gaan.

Is men erin geslaagd, de aanpassing van het veer st.andnet.vez-kaan de randen (door een
fysische benadering) tot stand te brengen, dan kan voor ieder knooppunt een fout-
beschouwi.ng worden opgezet, c"1.ieovereenkomt met die, in de beschouwingen onder III-1
en III-2.
He zullen eerst een geval beschouuen.'l-Taarbijop de punten van de rand de potentiaal

bekend is.
In het punt (0,0) van fig.3T is de waarde
v~: de functie ~ bekend, zodat in dat punt
van een fout t.g.v. het discretiseren geen
spr-ake is.

r
1

fLo:. 37.~-_.' ...:..~---._
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Een f'out.beachouv ing voor het punt (0,11) kan wor-den opgezet, O~) ".czc;lf(le "Tijze,

als hiervoor in hoofdstul: III is bcspr oken , Hierbij kan iTor'.".en0:93emerkt, dat de

mazen Langs :~e rand 'le0stal een aflrijkencï.e vorm zullen "hebben,"ra?,rd001' voor

ZO':1 punt de afstanden tot .lc omliCi..:ende punten niet symmct r i.sch zal zijn.

Eierondcr zal voor een niet-s~munetrische vorm een f:'cr~~elijke rout.beschouvînj

wor-den opgez et ,

In het cseval de r an.; een st roorû i jn as ;elclt voor elk !_mnt o» deze rand:

o~(s) = 0
on of tro.l, (3-3)

Loopt de rand evenwi jd ir; met een ,:le1' hoo f'dr icht i.ncen van het net.werk i.::.l1 zijn an

het voor-gaande de "marien .van de weer-st andc.Lemerrten bepaald. Fe zullen voor dit

=:eval (;.;ic:: fiJ;. 35) een beschouvi.ng :,:even. Een t'outccschouwi.ng voor het punt

(0,0) van fiCS. 33 ~eeft.:te vcr-vaar-Lozi.ng die moje l i j); is, in het .cva.L de af'st an-

:-.en tot de omli.ggeude punten niet synmct.r-isch is.

. -
I
I

-I

:let de uit hc't voor-taande betende waar-«

clen (zie: 3-1) l.an de verGelijking die

in het knooppunt, (0,0) Geldt worden op-l,Z;",/lD
~11(.<l4,o) :(o,o}
:; A.R

Q
I n

/{,Q

• I

I+.DI.

Gesteld:

, I

, I - . - -
:,1 (O_..,; 4)

E(I1,a)-E(O,O) + L(-aA,O)-E(O~O) + ~(ü,A)-E(O,O) + E(ü,-A)-E(O,O) = 0
Re ,1]0 2 R .z,~1+a '0 'l+a. a

Na enig r::
omverken en het vervangen VQ.!1 l,) door ~ volc;t:

~(A,O)-~(O,O) + ~(-aA,O)-~(O?O) + (1+a) ~(O?A)-~(O,O) + (1+a) ~(02-A)-~(O,O) = 0
a 2 2

(:::-4 )

245



- 87 .

!Iet is moge.l i jk om de f'unc t icwaar'den an de nunten J.ic om het punt (0,0) li!33Cn
met behulp van rceksontwikkelinc; uit te dr-uld.on;

~(1I,0) A6~(O,O) 112 62~(O,0) 113 63~(O,O) 114 64~(0,O)= ~ (0 ,0) + (.j - + - - + - - + T.ï + ----6·, 2! 2 ....., ..... 4! J:x4öx .J. 6x~' u

~(-all,O)

~(0,1I)= ~(O,O) 1l6~(O,O) 112
.;- 6z + 2!

Door de bovenst.aandc u.i't dr-ukki.ngen achtereenvolgens t; vcrmerri.gvul.d i.gen met r esp ,
1 1+a 1+,,;,1, a ' ""2 ' ""2 en daarna op te tellen kunnen 1.;0 de vol~ende uitclrulddnc; krijGen:

~(II,O) _ ~(O,O) + ~(-all?ol-~(O,O)+ (1+a) ~(O,II~-~(O,O) + (1+a) 0(O,-I1);~(0,O)

h )0

(1+ )11' cST~(O,O)
a TI cSz4 + --- -- 0

Omda't geldt
62~((),())

2 +
6x

6)~~(0,0)o en dus 001: ~;....:_+-
6 .·f

as C~eze uit::"l_r~J.:inc::te schrijven als:

3 3 ..... 4 411 6 ~(O,O) (~ + ~)11 6 ~(O,O) - 0-, - ::::+a a TT 4 - ----
3. 6:} 4. éx

(3-))
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Bij de benadering geldt ver:s. (3-1.).

Dat vrat in deze vergelijking lTordt verwaar-Loosd as (~Usuit te (-;_rukken:

(3-6 )

'Hordt in deze vorm voor a de Haarde 1 ,3esubstitueerd, VT3.tbetekent dat de vorm

van de mazen ook Langs de r-anc. vierkant is, dan n;aat deze over in:

04~(O 0)~:.-.,t,_ -ox
Dit is de fout term. die is af_:;eleic':. voor een punt gelegen in het i.nwend i.ge van een

veld, <.lat is vTeergegeven door een netwerk van woer st.andcn met v i.er'karrt e mazen (zie:

111-2-1 blz. 59).
He zullen nu een rout.beschouwi.ng opzetten voor een 1)lli1t op deze rand .(zie: fic;. 39) ?

'~.2.t 'I-TC weer punt (0,0) zullen noemen:

T
i
1[1
!
I

i·
l'
i,
i.ö

Is

In -,
(),.

"
r-,

I A.. Cl

-tzzzs- 4. R,:;

fi G. 39.

De waar-den van de weerstc1l1dselementen zijn bekend zo.lat; ie vergelijking. die a.n

het knooppunt (0,0) geldt) kan vcr-den opges't eL'.:

E(a~!O)-E(O,O) E(O,~)-~(O,O)+ ~(O,-~)-E(O,O)= 0
~c + ~Rn ~]~

a -',., 2. t ,

~;a en i.g omverken en het ver-vangen van -+ door ~ is (1_ezcvcr.:;elijtin_:;; te schrij-
a~\-:,

ven als:

(3-7)



Het is ,·reer mogelijk or: ::'e functicinar.".en in de, in dit .::;eval drie, omli.ggonde

punten met bchul.p van r-eekaont.wi.kke.l i.ng uit te (~.ru'~ken:

= ~(o,o)+ afjo~~~,O)+ a2 ~~ ó2~(020) +
&(

+ ---

AO~(O,O) fj202~(O,O)= ~(O,o)- u oz + 2ï 2• sz

Door bovenstaande uitc1rukl:incen acht er eenvo.Lgens te verl'lenigvul:!.igen met resp.
2 22, a en a en daarna op te tellen is de volgende uitdruL.l:il1,::; te vertrijgen:

Nu gelc"_t en dus ook

Bovendien geldt voor een purrt op deze: ramt (~~ ::: 0) ~~ = 0 waardoor an c1.it r:;eval
o3~

ook __!;!_ ::: 0
o:coz2

U·t o2~ o2~ 0 f tI·' o3~ o3~ d t 1 l't o3~ 0J. - + --::; J.s a e eJ.Clcn-- ::: - 2 zo a oo·~ ge CL --3 = .
ox2 oz2 óx3 OZ óx Ov

Het :leze bet.r ckk i.ngen [!;aat boven st.aande uit tr-ul.ki.ng over an :

4 4
2{~(a6,O)_C1(O,O)}+a2{~(O,fj)~~(O,O)}+a2{~(O~.,.6)-~(O,O)}_2(a4+a2)-~ 8 ~(040) :::0

'+: óx

(3-8)

Bij de benadering geldt verg. (3-7).
Dat "rat in deze vergelijking verwaar-Loosd wordt J.S dus:

4 4
( 4 2) 6 0 ~(O,O)-2 a +a TT 4

'+; QX
(3-9)
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Laten we nu het 3eval boschouwen dat (.e r-and een strooclijn is, die een hoek

naakt net de hoofdrichtingen van het. net.wer k , He zullen daarbij het netwer-k een

zodan ite vorm :jeven. dat é~e knooppurrt en samenvallen met de rand. In fir;. 40

is een stulrj e van een der-gc.l i.jke rand Gete'.-:end. De hc.Ll.i.nr; ~let (1c x-r i.cht i.nr;

zullen we 1:8. stellen.
f;, Z
I
I

/~11
.-0.•.

fig, 40

De waarde van de weer-st.anden is resp.: 2.R,:,voor :'.ie tussen punt (0,0) en punt

(a6,0) en ..l R _ voor die tussen punt (0,0) en Dunt (O,-Ll). In het punt, (0,0) vana u
het net ver-k geeft de "iet van Kirchhoff:

E(a6,0)-E(0,O) E(0,-6)-~(O,0)
__;'-~---R=-'"--=-- + 1 = 0

a 0 -R_a ,_I

EAls "Tede f'unlct i,e -.- vcrvangen door ae analoge functie ct. dan kunnen we schrijven::
aR r:,

~(a6,0) - ~(O,O) + s2 {~(O,-6) - ~(O,O)} o (3-10)

He lcunnen de f'unc t i.ewaar-den in je purrt en (a6,0) en (O,-Ll) uitdrukken rr. bvv , r eeka-

orrtw i.kke Li.ng :

~(a6,0)

~(O,-Ll)

2Door de tweede uitirukl:in:; !·:'.eta te vermen i.gvul.dijen en bij de eerste uitëtruLl~inG

op te tellen, kunnen we schrijven:
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~(a6,0) _ ~(O,O) + a2{~(0,_6)_~(O,O)} = + a6 8~(0,0) _ a26 6~(0,O)OX oz

a264 84~(O,0)
+""""4"'!" 8z4

82~ 82~ 84~ 84~Voor het Gehele [';ebied.geldt: -- + - = 0 en dus ook: ~ = ~
8x2 8z2 8x 8z

(3-11)

In het punt (0,0) (evenals voor alle punten op
82,-/,82~En omdat ook _'fl + - = 0 is af te leiden dat
&12 852

een stroomlijn)
o3~geldt - = 0
on3

8~(Seldton = O.
(3-12)

V 1 (3-3) 1." s ~ = ~ ÓX + .§l ~ = 0o gens verf,. &1 ÓX ón 0z 6u

s
.....~

8~ o~Hieruit volgt 8x - a 6Z = 0 (3-13)

Jeze vergelijking geeft l.ndit geval (zie: fig.41):

ó~ = o~ cos Cl _ .§l sin Cl = ~ _1_ o~ a = 0
8n óx óz éx v,-:;;,2 - Tz 11:;:;,2

fió. 41

Op dezelfde wijze is uit (3-12) de volgende uitdrukking af te leiden:

03~3a- 2OX 8z
(3-14)

3ï/J o3~
Omdat ~ = - 2 =

8x 8z 8zox
83~ kan voor· (3...14)- 8:<3

worden geschreven:
2 83~ 3 63ï/J(1+3a ) - - (a -3a) -3 = 0

ox3 8z

of '-lel: (3-15)
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Substitueren we enige van bovenstaande betrekkingen l.nde uitdrukking (J-11) ëtan
kan worden ~eschreven:

( 4 6 2 ) 3 3~( ) 4 2 4 ~4~(O,O)r/J(a~,O)_ r/J(O,O)+a2{r/J(O,_~)-r/J(O,O)}- a a2- a -1 ~!e ~ ~,O _(a +a ~ u w 4 _
a -3 ex~ • ex

(3-1(,)

Bij de benadering uor,l.ti:;;esteld(zie: verG. (3-10»:

r/J(a~,O)- r/J(O,O} + a2{r/J(O,_~)- ~(:,O)} = 0

Dat va't in deze vcr~elijking verwaar-Loosd Hordt l.Sdus:

4 4
( 4+ 2) ~ 15 r/J(O,O)
a a TI 4~. ex (3-17)

Hieraan zien wij dat,nagenoeg voor alle "marden van a 1- O~de term met de derde
afgeleide een rol speelt.
Met het voorgaande is enigszins duidelijk gewor-den, dat; het realiseren van de rand-
voorwaar-den in een netwerk van weer-st.anden st-eeds bij zondere aandacht vereist.
Dit te meer daar de invloed op het stroombeeld van de verwaarlozingen aan de rand
(evenals die van de verwaar-Loz ingen in het imrendige van een veld) sterk afhangt
van de verhoudingen in een probleem.
De benadering,die gevolg is,kan als volgt worden samengevat:
1e. Bepaal de Haarde van de eleTIenten met behulp van een fysische beschouwing.
2e. Bepaal de orde van de ver-waar-Loz i.ngin een bepaald punt met behulp van een

wiskundige beschouving.
He villen op dit moment met bovenstaande voorbeeJ..denvolstaan, waaz-b i j nog naar
enige literatuur, waar i,nandere benaderingen wor-den besproken, wor dt;verve zen :
z i e : [16] blz. 31-45 en [22J blz. 38-63.

Tenslotte willen we enige aandacht schenken aan een gedeelte van een randvoor-
waarde met een bijzonder karakter.
In bepaalde problemen doet zich langs de rand een z~n. singulariteit voor. D.w.z.
dat op dat gedeelte van ie rand de functie niet analytisch is. Het is b.v. moge-
lij dat zich op een bepaalde plaats een sprong in het verloop van de eerste af~
geleide voordoet.
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Een voorbeeld hi.ervan 1S een stroomlijn A-B waar-i.n in het punt F' een knik voor-

komt b.v. zoals op de volgende figuur is getekend •

._L / / / / tl /

f;

ör/;Langs de gehele st rooml i jn geldt: on = 0 .

o(/J
Het verloop van --.. langs S 1S b.v. dat van het volgende figuur:oS

/\
--// . \__- "----_.- ----. --------

p

Het is duidelijk dat, in de omgeving van een dergelijk :')unt.van een uitdrukking

m,b ,v , de r-eeksont.wi.kkeLi.ng volgens Taylor geen spr-ake kan zijn. De benadering.

zoals deze tot nu toe is gevolgd, zal in dit geval dan ook niet mogelijk zijn.

In het hierna volgende gedeelte wordt een t.oet spr-ob.Leenbeschreven, waar'bij a.n de

randvoorwaarden sprake is van een singulariteit. He zullen trachten daarbij voor

een dergelijke singulariteit een benader i.ngswij ze te volgen, (He "lorrlt aangegeven
r .,

door liuard de la 1-1arre (zie: 116J blz. 45-49). Tevens wor-dt, in dit probleem de be-

naderingswijze, zoals deze in het voorGaande is aangegeven,getoetst.

:45
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111. 3.2. De stroming om een daawand.

Een grondvat.crst.ronring,(~ievaak voorkomt bij wat ez-bouvkundi.geconstructies, is
die om een wand met een kleine rlikte. Bij de benadering wordt de dikte meestal
verwaar Loosd , Ook in het dvar spr-ofie.Lvan een zeedijk komt riagenoeg st.eec.s een
korte damwand voor, die het uitspoelen van het zand onder ('_etaludbekleding m~-

bij de teen moet voorkomen. Om deze redenen vordt;in het volgende aan een L;rond-
waterstroming om een dergelijke wand een aparte "ieschouwi.ng (Sewijd. He willen
trachten de invloed van het discretiseren aan de randen, die r.nhet voor-gaande
m ,b,v , een wiskul1di~e benader in::;voor verschillende gevallen 1S uitgedrukt, in
een concreet geval te onderzoeken. Een der-ge.l.ijkc grond,.,aterstroming leent zich'
slechts in zeer bi.zonderc omstandigheden voor een exact e benadering. VIiIde po-
tentiaalfunctie ~ in een gesloten vorm bestaanbaar zijn dan moeten minstens enige
grenzen op een oneindi~e afstand liGgen (zie: 11-3 blz. 18). Het is niet zonder
meer mogelijk om een dergelijL probleem, waarvan de oplossing bekend is, als een
toetsprobleem voor de modelmethode te gebruiken,omdat een Dodel steeds eindi~e
grenzen zal hebben.
Er bestaat een elektrische modelmethode met behulp van het z.g. Teledeltos-papier
(zie: II- 5 blz. 28 ).waarmee in een continu Hodel een probleem met eindige gren-
zen kan worden opgelost.
Laten we eerst het toetsprobleem dat 1S _.sekozenbespreken (zie: bijlage 9 )

De verschillende r-andvoor-waar-denzijn op de bijlage aangegeven:

voor x=o en -4~z~0 ~ = 500
11 0~x~8 en z=-4 ê~ o ~~ 0ên = --êz
IJ x=8 en -4~z < 12 ~ o ~~ 0= =ên êx

n 0~x~8 en z=12 ~ 1000=

" x=O en 0,z~12 ê~ o ~~ 0ên = =êx

Het bizondere van dit probleelJ:.is,dat de randen een singulariteit bevatten.
In het punt (O,O) vertoont de rand (die ter plaatse een stroomlijn is) een knik
over een hoek 1T. In het purrt (0,0) 1S de functie ~ continu, echter de a.f'geleiden
van ~ zijn alle discontinu. He kunnen daarom in de onmiddellijke omgeving van
dit punt (0,0) niet een wiskundige beschouwing houàen,zoals in het voorgaande
steeds is gedaan. In het nu volgende willen we aan de hand van de oplossin; van
verschillende problemen o.a. een inzicht krijgen in de invloed van het discretiseren
in de omgeving van een derGelijk punt.
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Hierbij kan worden gesteld,dat de invloed van de singulariteit, op het stroom-
beeld in zijn directe omgeving, niet afhankelijk is van de ligging der overige
grenzen. Hat dit betreft, kan dus van overeenkomst sprake zijn,tussen een probleem
met eindige grenzen (het toetsprotleem) en een probleem waarvan enige grenzen
op een oneindige afstand li~Gen (theoretisch geval).
Van het beschreven toetsprobleem zijn in vier verschillende elektrische modellen,
bestaande uit een continue plaatgeleider (Teledeltos papier),oplossingen benaald.
Hierbij is,op een vooraf vastgesteld aantal punon (rooster zie: bijlage 9 ). de
waarde van de potentiaalfunctie gemeten. Het meten in een aantal verschillende
modellen geeft de mogelijkheid om onnauvkeur i.gheden,die zich kunnen voordoen (zie:
11- 5 blz. 31),te constateren en voor een groot gedeelte te elimineren. Op deze
wijze is een oplossing van het toetsprobleem te verkrijgen,waaraan een redelijke
nauwkeurigheid kan worden toegekend (zie: bijlage 21).
Voor ditzelfde probleem is een weerstandnetwerk ontworpen,waarvan de knooppunten
overeenkomen met de punten van het vooraf vastgestelde roosterwerk. De mazen van
dit netwerk hebben dus de vorm van vierkanten (maasvorm a). Voor deze maasvorm is
inIII-2 een uitgebreide foutbeschomving opgezet. De vaarde van de veerstanclsele-
ment en zijn, zoals we onder 111-1 hebben gezien,eenvoudig te bepalen door een
fysische beschouwing. In dit geval krijgen alle elementen in het inwendige van
het gebied de waarde R ,tenTi,jl de elementen langs de randen de waar-de 2R ."1o ~
krijgen.
Hierbij kan worden opgemerkt dat, in het geval de rand een equipotentiaallijn i~.
de waarde van de weerstandselementen er niet veel toe doet. Immers alle punten
van de rand hebben dezelfde potentiaal zodat de stroom tussen deze punten nul is.
Deze weerstandselementen. die in dit geval strikt genomen de waarde 2R c zouden
moeten hebben, kunnen eenvoudig worden wegge.Laten in het model (R=oo).Op bijlage 9

is een weerstandnetwerkmodel aangegeven,zoals dit voor dit probleem is uit te
voeren. In elk knooppunt van een weer st.andnetwers;geldt de 'vetvan Kirchhoff, wat
in dit geval de volgende vergelijkingen geeft (zie: fig. 42 en fig. 43):

voor een punt in het Lnwend i.ge: (/JA+ (/JB+ (/Je+ (/JD- 4(/Ja = 0

voor een punt langs de rand 2(/JA + (/JB+ (/JD- 4(/Ja= 0

5
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,:, ...._

, :

,. I.::::

fig. 42

Volgens het ontwerp van bijlage 9 zijn 3 net.verken gebouwd, die op een ver schi.Ll.en-
de wij ze zijn samengesteld. Op deze wij ze kan ook in de invloed van de onnauvkeu-
righeden,die hierbij kunnen optreden,een inzicht worden verkregen.
Bij het meten met de weerstandnet"Terkmodellen voor dit toetsprobleem,zijn ver-
schillende facetten onderzocht,die voor een algeBeen geval van belang kunnen zijn.
Een van deze facetten is de door Huard de la Harre aangegeven mogelijkheid om
enige 'l-Teerstanden.in de omgeving van een singulier punt, af\Tijkende waarden te
geven, zodat daardoor de oplossing in gunstige zin wordt beïnvloed. Deze mogelijk-
heid is eerst overwogen voor een aantal problemen, vaar-van de oplossing in geslo--
ten vorm te bepalen is. In drie gevallen is het mogelijk, om m.b.v. een betrekke-
lijk eenvoudige (directe) conforme afbeelding, de potentiaalverdeling rond een
dunne wand uit te drukken,als een(gesloten)analytische functie. Voor een gebied
zijn op punten van een roosterwerk, dat voor het toetsprobleem is vastgesteld,
de waarden van de potentiaalfunctie bepaald. Daarbij is ernaar gestreefd,de con-
stanten (schaalwaarden bij de transformatie) zo te kiezen,dat onderlinge verge-
lijking van de resultaten mogelijk is. He zullen eerst achtereenvolgens deze
drie gevallen bespreken.
Geval I:
Het eenvoudigste geval doet zich voor,indien alle grenzen op een oneindig grote
afstand liggen (zie: bijlage 10 fig. 1). \le definiëren Q = ~+iw en w = z+ix.

Door de transformatieformule _g_ = \ï:jc Va:
is het s'troombèe.Ld uit het complexe \l-vlak an het complexe. rlvlak te transformeren

(3-18)

tot een stroombeeld met rechte .equipotentiaallijnen en stroomlijnen, die uiter-
aard loodrecht op elkaar staan. In de formule zijn c en a schaalwaarden.
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He zijn vrij in de keuze van x en z,zodat we deze de waarden 1, 2, 3 etc. kunnen
geven. waardoor de punten van een roosterw-erk kunnen wor-den vastgelegd.
Om in de verschillende gevallen eni~e vergelijking mogelijk te maken.is steeds
gesteld dat

y>j(O,z) = 500 voor z~O
y>j(0,12) = 1000

Het verschil y>j(0,12)- ~(O,O) = 500.
In dit geval krijgt de c

de
500constante ï; daarom wcz,arde 7i2a

Het is mogelijk om de funktie ~,voor alle waarden van x en z.als een gesloten
functie uit te drukken:

500 \l.~' (, x'y>j(x.z)= \112V xC::+zC:-COS'\.2 arctg. zj+ ~(O,O)

Dit is te ~chrijven als:

Voor het punt (0,0) J.S ~ = 500 zodat we krijgen:

0-/22-
rI. ( ) = 500 yx~+z~+z~ X,z 7i2 2 + 500 (3-19)

Voor alle punt en van een roosterwerk met maaswijdte 1) dat zich uitstrekt tussen
de grenzen:

o .sx ~ 12 en --4~z ~12

zijn de waar-den van de functie ~ in dit geval bepaald. Deze zijn verzameld op
bijlage 11.

Geval 11.

Een ander bekend Geval. dat zich leent voor conforme af'bee.Ld i.ng,is de stroming
om een plaat,waarvan de lengte 2 d is. De transformatie-formule is in dit geval:

S1 = c arccos (3-20)

waarbij de bovengrens gevormd wordt door een rechte
recht op deze damwand staat (zie:bijlage 10 fig. 2).

3edeelte beschouwen,dan komt
(in een symmetrisch geval) f

equipotentiaallijn,die lood-

Als vTe van het stroombeeld rn het v-vlak een kwart
dit over-een met dat bij de st romi.ng om een damwand
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De diepte van de damtrand is d.

De verBelijking,waaraan de stroomlijnen in het w-vlak 1n dit geval voldoen,is:

2 2 _2X z,+ = Cl. 2 i ? isinh cosh-
c c

(3 -21)

De verselijking, waar-aan de eq_uipotentiaallijnen 111 het w-vlak in dit geval vo.l-
doen .is:

2 2 ,2z, x
r{J _0_

= Q2 sin2cos c c
(3-22)

Uit vergelijking (3-22) kunnen wc r{J als volgt uitdrukken 1n x en Zl:

/--- -_._------------_ ...

\/ 2 2 .2 V 2 2 .2 4 2 2e
1

ar ct.g V x -Z,+Cl + ~,..:{..Q + x z,
2z,

Bij deze vergelijking ligt het nulpunt van het coördinatenstelsel in het midden
van de plaat (2d) d.w.z. voor het bvart6edeelte aan de bovenzijde van de darnvand.
Verschuiven we dit nul?unt naar het punt aan het ondereinde van de damwand dan
wordt de vergelijkinó voor r{J:

r{J(x,z) + C2

De waarden C1 en C2 volgen weer uit de schaal,die men bij de transfornatie !:iest.
Om vergelijking met de andere geval.Len moge.l ijk te nal.en is weer geëist:

r{J(0,12) = 1000

r{J ( 0, z ) = 500 voor Z ~ 0

De formule voor de potentiaalfunctie wordt dan uiteindelijk:

r{J(x,z) VI 2 2 V 2' 2 2, 2 ;-~'
1000 . x +2dz-z + Z -2d.z-·.x+4d x-êdxz+üx z= -- arct,r:w 0 2(d_z)2

+ 500 (3-23)

Voor alle punten van een r-ooster-wer-kj da't gelijk is aan dat bij 3eval I,zijn de
waarden van de functie rf; voor dit geval bepaald. De waarden zijn op bijlage 12
verzameld.

245
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Geval !II.

Beschouwen we het st roombeeLd om een plaat, Haarvan geval 11 is afgeleid. nader ~

dan valt het op,dat er nog een Geval uit af te leiden is. Als we de functies ~

en ljJ verwi.sae.Len ,dan ontstaat een geheel anüer stroombeeld. Een kwar-t gedeelte

hiervan is getekend op "!:li.j lage 10 (fig. 3). He zien dat het overeenkomt met het

beeld van een stroming om een damwand (in een symmetrisch geval) ..waar'b ij zich op

een diepte d ond.er het laagste punt van de damHand een rechte, zich loodrecht op

ie damwand tot in het oneindige uitstrekkende. o~doorlatende grens bevindt.

De vergelijking, waar-aan de equ i.poterrt iaa.Lli.j nen in dit geval voldoen. is te ver··

krijgen door 1n verg. (3-21) de $ ioor ~ te vervan~en;

2x +
2z, 2- = d

cosh2 !
c

(3-24). 2 rt.
s1nh !:..

c

Eierin 1S cl de hoogte van de operri.ng onder de damwand. Eet 1S ook nu mogelijk om

~ in x en z uit te drukken:

~(X,Zi)

Het nulpunt van de coördinaatassen ligt nu 1n het verlengde van de damwandop de

ondoorlatende grens. Verschuiven He het assenstelsel zodan.i.g i dat; dit nulpunt in

het onderste punt van de damtrand komt~ dan gaat de vergelijkinG voor ~ over in:

. 12 ( )2.2V x + z+d +cc+arcosh

I
V{X2+(Z+d)2+d2}2

2d2
(3 ·25)

Deze constanten Cl en C2 zijrt weer bepaald door de schaal.die men kiest bij de

transformatie. Om vergelijking net de andere gevallen mogelijk te maken. is "Teer

geëist:

~(0, 12) = 1000

~(O,z) = 500 voor z~0

De formule voor de pot.ent i.ia.Lt'unc t i.e ,wrdt dan:

/2 2 2
\ / x +( z+d ) +d +~(xJz) = 242~244 arcosh V

vf~2+(Z+d.)2+d.2}2

2d2

-------.

+ 500 (3-26)

5
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Voor alle punten van een roost.ecverk ,dat gelij': is aan dat, bij de .'3evallen I en

11. zijn de waarden van de functie ~ voor dit :eval bepaald. De waarden zijn op

bijlage 13 verzameld.

Op bijlage 14 zijn voor een aantal punten van het r-ooat.erwerk , in de omgeva.ngvan

het singuliere punt (0 ~0 ), '.-;'ejuiste uaar den van de f'unct i,e in de :::;voor ...;aan(~.eee-·
vallen verzameld. Het bovenste ~etal is steecls de vaarde behorende bij geval I.

Het tweede getal behoort bij ~eval II en het G.Cl~ ,-,~ bij .:;eval TlL,

He kunnen nu het voLgende experiment ui t.voc; en , Bepaal in een uillel:eurig punt van

het z-oost erwer-k het gemiddelde van de waarv.en, in de :'::'irect onliG;,:ende punten, be-·

horende bij een bepaald geval. Komt deze Haarde overeen met de juiste. waar-de in

het beschouwde punt dat behoort bij hetzelfde geval ~ dan is d.it een aanvi j zing

voor het feit dat vierde en hogere afgeleiden .;ecn rol van r..letel:enis spelen . :uit

betekent ook, dat in de directe omgeving van :.lCt beschouwde punt een weer-st.andne't-

werk met deze maaswijdt;e geen fout zal geven, die li:st boven de nauwkeuri.gheid van

de berekende 1-T<::..arden , Als \-TC dit experiment uitvoeren dan blijkt. dat in het over
grote deel van het getierl geen sprake is van een j'-:eetb::.re af\rijldng. In de omge·

ving van het singuliere punt (0,0) echter, blijLen afi-rijl:inGen op te t.r-eden ,

Beschouwen we in het geva.l r het punt G van bijlage 14 :

~H+~C+~F+~K
'4 = -- 604

Dit is precies de w~arde van ~G in dit geval I.

Beschouwen we vervolgens in hetzelfde geval het purrt J:

644+659+500+5664 = 592

Deze waarde .Tijkt af van de: juiste waarde van ~J'clie in dit c;eval I 602 as .

Voor de beide andere gevallen 11 en 111 is een derGelijke beschouvi.ng te houden,

waarvan het resultaat met het bovenstaande overeenkomt. Ook voor de andere punten

in de omgeving van het singuliere punt S, evenals voor dit pllilt zelf,geeft een

benadering van de functiewaarde met ,'_ebovenstaande ver~elijl:ing afl.rijkingen.

i'Tezouden kunnen over-vegen, in de o.ngevi.ng van het sin,::.;uliere punt S, een andere

maaswijdte of een ander-e maasvorm toe te pas sen.waardoor èi.cbenader i.ng nauwkeu-

riger wordt. Op deze overweg îngcn komen 1-Te nog nader terug. He ,-Tillen hier een

geheel andere mogelijkheid overwegen om tot een nauvkour i.ger benader i.ng tc komen.
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In een groot aantal knooppunten,rondom S,is in ~e drie gevallen de juiste waarde

van de functie bekend. Laten we van deze juiste f'unct i.ewaar-den uitgaan. \Te hebben

gezien dat op enige afstand van S de benader int?: met de vergelijking? d.ie in het

netwer-l: van bijlage 9 in de knooppunten ge.Ld.t j geen merkbare afuijking geeft.

Dit betekent in de be schouvi.ng ,die "Te nu ,villen houden. f.at de vleerstands"laarden

in het ontioTerp voldoen op enige afstand van S. He stellen nu de waarden van de

weerstandselementen . in een ruim gebied in ('.e omgev.i.ngvan S. onbekend. Gaande naar

het punt S kunnen we in elk knooppunt, met de bekende f'unctie'iTaarden, steeds één

onbekende veer st.and oplossen. Doen we dit ,in de gevallen I th.._ IrI, dan blij~\.t dat

ve , tot dicht in de omgevi.ng van punt S. voor de Heerstandselementen waar-den vi.nden,

die niet a~Iij~'\.en van de Haarde R c' resp. 2R'J. Op een bepaald moment,tijdens -:::'eze

procedure,zijn de waarden van de weerstandselementen.langs de stippellijnen in

de figuur van bijlage 15, nog onbekend. In de volgende tabel 'vordt de procedure

voort;:;ezet. Hierbij wordt de ver houd ing tussen de waar-de van een \V'eerstaneï.element

en de waarde van de vi.erkant sveer-s tand B_ aan-redui.d met <ie letter f.R- '.'
l.,.!

Zo 15 b.v. fA_E =
RA.E
Re'

Voorbeeld: beschouv het punt A Haarbij de vaarde van het "Tcerstandselement ~A=

onbekend is. De juiste vaar-de van de functie in de oml.Lggende punten is in ~;eval I

resp. :

(!jp = 750 (!jB:: 710 e; = 644.. rio ::: 704'fJA

De lV'eerstandswaarden zijn: RA_i'! = 25t, R = Rn.- A--:J :.1A.1:: onbekend

De vergelijking. die in A kan worden opgesteld vor-dt :
(!j~.r-(!jA r/J.,,-r/J A. r/JE-r/JA

+ _:) r +._--
2i.\ Rr:j RA i'-~

= 0

1Jaarui t volgt: f :: .2006 •
A··E

Dit voorbeeld is het eerste Beval in de tabel 1.

5
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reer st.and R
I

I
van tot beschouwde geval vergelijking resultaat kies i

punt . f = R/R I".) I. I

I
46 6 60 0 fAE

Go 2~OG 2 j
+ - = '" =

I2 fAl: 29

44 53 55
!

A Z A 11 + 5 -- = 0 ti '" = 2,04 2 I
2 f ü-r'"l 27 I

A .J.~
I

I
1

47 65 S5 I
III + 7 = 0 " '" = 2,10 2 I2" - fAE 31 i

-- _. -- . ~~- ~-- - -- - -- --- --- --~ . ~- - ~ -- - - - --- I
- -- - - - --_ --- - !

~22 22 1

I 40+24 - 40 - = 0 -r '" 24 = 0,91; 1
f.,."O -FG i
l' :r ,

I

I

33+21 22 11 22 I
G F G II - 37 - :::: 0 '" 22 = 1 1 I

f::'G I
,
;

III I_~1+32 41 34 0 " '"
34 = 1,06 1- - = 32 :

fFG I- -- - -- - --- - ---- --- - ~- --- - - - - --- --- -_ -- --- ------ -~--~--_._.- -_ - - -_---- -- "_"----- ----

I 1.:-0+33 30 42 0 f,n:
1+2 0,98 1 I

- - = '" 43 = I
f JI: i

I

IC J II 37+28 29 37 0 " 37 1,03 1 I
1\. - - = '" ~ = If r- .)u

, 1,

III 41+44 - 30 54 = 0 11 54 = 0,99 1- f T"- 55
t !.\.

-- -~- -- -
~- - --_" --i

I 30+36 21 48 0 (,lP
43 1,07 1 i- - = '" 45 =fiF

,
N !

;

P IJ P 11 29+31 19 41 0 " 41 1 1 I- - = '" 4T =
f;rp 1

_., ..... !
I

63 1"., I

III 30+49 18 = I) " '"
.).) = 1,03 1 1- - .C' zr I

.1.: lp f

!

tabel 1

De "raarden .die op deze 't-ri,jze voor deze elementen gevon(Î~er.worden, wijken niet

veel af van de waarden :'.ie in het ontwerp zijn aangegeven (zie laatste koLom},

Hierbij kunnen we opmerken dat de ui.t.komst en enigszins door de nauvkeur-i.ghe i.d,

i-Taarin de functieHaarden zijn be;?aald, \-Torden beïnvloed.
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He nemen' aan. dat ook voor deze elementen de "marden uit het ontwerp voldoen, zo-

dat deze '\-Tordenaangehou'Ien , De w-eerstandselementen. die nu nog onbekend zijn, zijn

resp. (zie: bijlage 16):
R R R D R' en R
E-F' ?-J' ·\1:-8 ' :'8-J "J-N l:1-n'

Het aantal beschikbare vergelijkingen is vijf.

Tijdens de ~ehele proce~ureJis het aantal onbekenden groter dan het aantal beschik-

bare vergelijkingen. "Ien moet dus enige veer st.anéen gelijk kiezen aan die I in het

ontwerpen netwerk. en daarbij één 1werstandswaarde oplossen. Geeft dit een waarde,

die ongeveer gelijk is aan die, uit het ontworpen netwerk. dan kan men deze '\-Taarde

aanhouden. Volgt uit de ver~elijl:ing een waarde voor het onbekend gestelde lTeer-

standselement , die afiájkt van de traar-de uit het ontworpen net.ve'rk ,dan is men aan

deze waarde niet gebonden. Iiien zou ook voor één äer overige, in het beschouwde

knooppunt aangesloten, elementen een afiolijkende waar-de kunnen benal.en , Hen heeft

dus steeds een zekere vrijheid. Hel moet in alle punten aan de bestaande vergelij-

kingen worden voldaan. Laten ve nu het punt ~~in de drie ;~evallen beachouven ,

Daarbij '\-Tordteerst aangenomen, dat R1J_1.i gelijk is aan de waarde uit het ontworpen

netwerk : Ro en daarbij l\l_J 'bepaa.Ld, Daarna Hordt, (loor R,:-J aan te nemen,RN_H

bepaald.

tabel 2

weerstand I
van tot beschouio1cle geval verGelijl:ing resultaat kies

punt f = 3./R,~:

I
I G" 6 4" 36 °

36 1 06 1 t
- 0-1 + J+ - :: fJ,r'" y. ::: I

fJ"
, 1

" Lj. 1!!
t
I

33 33 _ I'

N H iJ II -58-15+41+ ~ = Q 32 - 1,03 1 i
I ,I] !

•i
i

III 34 1''' 39, 0 39 1,OJ 1 t- -10+03+ - = 37 =fJI:1
I,

66 66 !

I -L..- 16+48+35= 0 f'~r'" ~= 0,97 1
~:'1l\ "J

èL!
\

IJ J :a 11
53 15+41+33= 0 58 0,93 1 I.. 'f. -l\T'- 5§"=
.1•. !

III 84 16+63+39==0 31~ OS:) 1 I.. - - -aD =
f·rI"i' 'I-
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Uit het resultaat blijkt dat. als we deze ueerstanden de traar-de Ro (f=1) geven,

geen grote fout wordt gemaru~t. Laten we vervolgens het punt F in de.drie gevallen

beschouwen, Eerst Hordt, onder aanname dat RF_E gelijk is aan R:c,de waarde van

R
F
_
J
bepaald. Daarna wordt RF_E bepaald, vraarbij RF._J = Re; "Torclt gesteld.

tabel 3

1
,

reerstand
I

ran tot beschouwde geval vergelijking resultaat

punt f = RI

I
:8 ::~

I -15+)1+25- 57 = ° fFJ'"
57 _ 0,94

fFJ
bT- I

I
F J F II -12+43+22- 52 = 0 " '"

52 0,90~=
f' 5,)
-FJ

IIl -13+54+32- 63 = 0 \' '"
53 0,93bt- =

f""J o
l'

---_.~~._--- ._- -------- I---- . - .~ .._----- ------ ----------------------

15 . 1- !I 51+25-57- 0 fF:;~ ) - 0,79-= 19 -fFE

F E Ti' II 43+22-52- 12
° " 12 0,67-= '" TI=fFE

IIl 54+32-53- 13 ° " 10 0,73-= '" 25 =fFE ,

Als we (lus RF_:c = R~..1stellen,dan moet RF_J '" O,S ~1:2 zi jn ,

Uorè.t R
F
_
J

= R gesteld,clan zou RF_E '" 0,75 Re. moeten zijn.

Laten we .voor' deze beide mogelijkheden) de waarden van de twee: nog resterende w'eer-

standen bepalen. He beschiLken over tvree vergelijkingen n sL, in de punten E r-esp , J.

Voor RF_I::= Rt: en voor RF_J over eenkomst i.g de waar-de uit de tabel zijn de waarden

van R
E
_S en RJ_S te bepalen:
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tabel 4

geVhll
I I

wecr-s tand I
I
I
i

van tot beschouwde ver:-;elijl:ins resultaat
punt I f = R/R; l. 0

I !
I

60 144
°

141~
I-;)+15+ - ~c f ..~.r'''' 45= 3,20

Co fES .: ;~-)

- !
I

E S E II 55 +12+ 131 .r: ° " 131 = 3,28 I
2 fES "'Ta I

i

65 +18 16D_ 168 I

III ° " 3,30 i- +--- '" --= I2 fES 51
1,

._-- ------ --- - - ._--- _. . .. ---~-- -- .- - .. - - - - --. ~_. . ..--- - ---.- ._~-_.-----'- I
i

I 57 +42-36- 102
° fSJ'"

102 1,52 I'b~ --= 67 =,-' fC:J I.,J

I

52 .-, 91 91 !
J S J II --- +37-..)3-- :-:0 " '" b'2= 1,47 i0,90 fSJ I

I
III 63 4" 123 ° " 123 1,48 i--c- +5 -j9- -- = '" ]3=0,)3 fSJ I

Voor RT:1J = l,..en voor R.,.,.E overeenkomstig de waar-de uit de tabel, zijn de waarden
l' - '.~ i' - •

van HE_S en RJ_S te bepalen:
tabel 5

~ !
\Veerstand I

I
I

.
van tot beschouwde geval vercelijkinfj resultaat i

punt f = RI I

Rr I
- '.l I

I
I 60 15 144 ° fES '" 144 2,94 i

2" + 0,79 + -- = 49 -=fpC' ,
.wU i

i
55 12 + ..lll = 11 .. 131 2,86 i

E S T;I II 2" + "'ü,07 ° %= ,
...... fES I

I
III 65 13 1S0 ° " .. 168 3,00 I_..1-_- +-= 5'b =2 ' 0,78 fES

..._----_- ~.---~---- ----- - --- - _- ---- --- -._.-_. - __ -_ ..- - --_.--_--- ---- --- _.- - ..--~~~~-------------~---·I102 '"102 6
I 57+42-36- - = 0 . fJS b3 = 1, 2 \fJS

J II 52+37-33- ...2.l = ° " '" 91 1,62 IJ S 5'b=fJS i

G" ~4 39 123 '" 123 I
III ..)+) - - - = 0 " 7J = 1,58 IfJS I
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Uit deze resultaten blijkt duidelijk dat, in de drie c;cvallen,d.e uitkomsten steeds

dicht bij elkaar liegen. on een juiste functie'\marde in de verschillende punten

te krijgen, zou men kunnen overwegen drie elementen een af\'Tijkende waarde te geven.

Als we de verschillen in de drie gevallen ver-waar-Lozen,dan zijn de volgende moge-

lijkheden aanwezie;:

6f Rp"'" '"0,75 Ru en
-_b

R.,., c '" 3,25 Ri:'
D-L)

R
S
_
J '" 1,50 R ,::

R '" 2,95 R ClE-S

Rl"' J '" 1,60 RiJû-

Hillen "Te liefst zo \-Te~n~.3mogeLi jk afvTijkende weerstandswaarden aanbrengen, dan as

ook te over-wegen R
F
_
J
en ~F-E beide gelijk aan R;:; te kiezen. De vmarden van de

elenenten R
E
_
S
en R

J
_
S
is veer te bepalen uit de ver~elijl:ingen in de punten ,-

resp. J: tabel 6

weerstand i I II

van! tot beachouvdc ~eval vergelijking
I resultaat !

I punt f = RI IRe

60 144 144 i
I +15+ = 0 f - 45"= 3,20 !2 f"G :__;s i

l~i:) ,
:

!

E S E 11 .2.2.. +12+ 131 = 0 " 131 3,28'" Ta =2 fES

,.. "-8 163 I

III .::2. + 18+ ~ = 0 11 3,30
,

'" 5T = I

2 fES t I-- --- --~---._---- .---- - ._---- .- - - - _ ... -- .. __..- - ------ - --- _---------- ._---- ---- --_- .- _.- --.----- ---- --------- --- I

I 57+42-36- 102 = 0 I f ~'"
102 1,62 i

fF; J,_) T3= I. - I I

I I

i
91 I 91 I

J S J 11 52+37-33- f
JS

= 0
1 " '" --:=7" = 1,625'.)
I

:
I I

! I

63+54-39- 123

I
123 ,

III = 0 " '" 7G = 1,58 I
fJS

I

I
j

Ook uit deze resultaten blijkt dat de waarden,in de drie 3evallen.dicht bij el-

kaar liggen.
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Vlet de bekend.e functie,.,aarden kunnen ve ook eenzelfde be schouwi.ng houden als de

mazen van het netwerk een factor 2 tror-den verJ;root. De vaar-de van de elementen

in het netiverk ,dat dan kan worden orrtwor'pen, is eveneens r-esp , RC! en 2Rc •

Laten we in dit netwerk s.Lecrrt s de t,·ree vcerstanc1en, die met het punt S verbonden

zijn,een af'lvijkende waar-de geven. De vaarde van de ueerstanden RA_Sen RX_S is te

bepalen:
tabel 7

I • j
weerstand ! i

van tot beschouwde Geval vere;elijkinr.; resultaat !
:punt f = R/R -e,

I
I

c., I,
42+20- 204 =:

204 i

I 0 fAS'" 62 = 3,26 I
fAS

I

I
I

186 136 I

A S A II 41+17- - = 0 " ::: """5IT = 3,21 I
fAS

I
I

I
III 233 0 IJ 233 I43+26- - =- 3,38 IfAS '" """"(.J) :::09

-I._-_-.., --- .._---- -~ ... ..~. - - .._--- -~---_._----_.-------

80+60-51- ~44 = 144 I

I 0 f.r~t ~= 1,62 !
-'-KS

!.\.L.. u9 I
v S K II 4" 12S 0 " 123 1,66
<~ 75+50- 0-- = '" :::

fKs 77
I

82+80-48- 177 = 177 1

III 0 " 1,55 I

'" 114 = !frcS !
I I

De resultaten \Tijken nauve.l i jks af van die, behorende bij een maasvi jdt e die een

factor 2 fijner is.
Hordt de maaswijdte een factor 4 groter genomen dan in het oorspronkelijke netwerk,

dan zijn de resultaten:

geval I element in de z-richting 3,27 R ':~ : element in de x-richting 1,63 Re}
rr " " " " 3,19 Rl) " " " " 1,65 Ra
III " " " " 3,50 Ra " " " " 1,77 Ro

In de gevallen I en 11 vertonen de resultaten wei.m.g verschil met dae, behorende bij de

fijnere netwerken. In het geval 111 is sprake van enige afvTijking.

5
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Dit as niet ver-wonder-Lijk als men becienl:t dat, bij deze maaswi.jdt e .de ruimte tus-

sen de cirunwanden de in dat geval aanwezige. ondoorlatende laaG door één ~aas wor~t

/77////////// //?7

gevuld.

Dit is natuurlijk een zeer grove wijze van

benaderen, die in de pr akt i jk niet zal worden

toegepast.

In het voorgaande is reeds opgemerkt d.at de uittomsten en i.gs zi.ns zullen wor-den

beïnvloed door de nauwkeur i.ghe id waarmee de functiei-Taarden zijn bepaald. Voor de

hierna volgende foutbeschou"ring zijn, voor Geval I, en.i.cc waar-den nauvkeur i.ger- De-
\. wQ .

paald (zie: "blz. 1Hl). IIerhaleri~'voor deze nauwkeur i.ger' waar-den de berekening van

tabel 7 (geval I) dan vinden "TC:

R = 1,64 !{ C'J-S

(i.p.v. 3,20 RI:;)

Hieruit blijkt dat de nauwkeuri.ghe i.d van de functim'Taarden inderdaad enige invloed

heeft, zodat hiermede bij het onderling verGelijken rekening ~ehouden moet worden.

Laten tre de resultaten, die verkregen zijn, purrtsgevi j s r esumcr'en t

Drie theoretische gevallen I tin 111 ceven stroo: 'Deelden, die onderling verschillen.

He kunnen an de drie gevaLl.en uitgaan van de juiste runct i.ewaarden en deze substi-

tueren a.n de vergelijking.die in de knooppunten van een orrtvor-oen veer st andnet.verk

geldt. Doen "Te dit; dan zijn slechts in de directe OIil;'3evincvan het singuliere

punt S afi-Tijkingen te constateren.

Brengt men op een bepaalde manier 1-iijzigingen aan an het door een gebruikelijke

fysische benaderinc; orrtwor-pen weerstandnet'ferk, dan is de potentiaa.lverdeling gun-

stig te beïnvloeden.
Deze "Tijzi:;ingen kunnen bestaan uit het vervangen van t"Tce ("normale") weer at.ands -

elementen door elementen met e.f'uijkende_wo.e.rden.

De af\Tijkende 'vaarden kunnen,binnen zekere namvkeurigheidsgrenzen;. in de drie geval-

len .':;elijl~ zijn. .Ien zal uit deze resultaten kunnen concluderen dat, ook in een

+5
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ander geval van stroming om netzelfde singuliere purrt , deze afwijkenc'.e waarden

eenzelfde guns t i.ge invloeè. .noet en hebben (zie: blz. 95 ).
Alvorens dit in een probleem te toetsen, zullen I'Te eerst '~.epot.errt iaa'l.ver-de.li.ng a.n

het geval I wat nader bestu~eren.
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In het voor~aande zijn voor het discretiseren aan de randen,enise foutbeschouwin-

gen opgezet (zie: lIl· 3-1 •). \!e kunnen nu de beschouvi.ngen die behoren ~ij de

fi?:uren 38 en 39 (zie: blz. 86 en 88 ),toetsen aan het theoretische geval I,waar-

voor de functie in gesloten vorm is uit te druld~en (zie: v0rg. (3-19):

+ 500

Laten we echter, voor het volgende. c;eor'.lik rnaken van de neer alr;emei.1vorm:

~(x,z) (3-27)

i:e kunnen nu, voor een aantal punten van het r-ooat.erver-l: (zie t.er-ug), de functie-

vaar-den als volgt uitdrukken:

~(O,-l) = C2
~(O,o) = C2
~(0,1) = Cl + C2
~(0,2) = C1/2 + C2 = 1,4142 Cl + C2
~(O,3) = c11:J + C2 .-. 1,7321 C1 + ,,",

"'2
~(o,4) _. 2C1 + C2
~(l,O) = C I; + C2 :::: 0,7071 C + C21 1
~(1, 1) = Clh ,2071 + r. = 1,0936 C1 + C2-'2

~(1,2) = C ~J5 +~ + C2 = 1,)~553 C1 + C21
~(1,3) = 011c~ 3 C2 = 1,7553 C1 + C2C 2 10+ - =1 2
9'(1,-1) :::: Cl~/2'- 1 + C2 = 0,4551 Cl + C22

~(1,-2) = C V.l\~- + C2 = 0,3437 Cl + C21 :!\J -

~(2,1) C v'~[5"+ 1 + C2 = 1,2720 Cl + C2= 21
~(2,...1) c1A/5-

1 + C2 0,7362 Cl + C2= 2 =

Uit deze uitdrU}J~ingcn volGt Qat Cl ~et verschil 1S tussen de f~Lctiewaarden in

de punten (0,0) en (0,1). Verder blijl:t dat ,:eze constante in de uitdrukkin,3en

voor alle functievlaarJen. behal va die voor de punten (0, 0), (0, 1) ct.c , J voorkomt.

Eet is zinvol om deze i·T:;).ardeals v:>rgelijkinGsGrootlleid te ,::;cbruiken.
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Laten 1-Tij het punt (0,2) beschouwen en aannemen,dat de traar-den van de fUnctie an

de drie oml.i.ggende punten juist is. (zie r-oont ervcrk op b ijLage 9).
He kunnen de waarde \IJ(0,2) benader-en met de ver-;elijl:inC, die in een i-Teerstanc1.net-

werk geldt:

~(0,2)
~ ~(O,3)+ ~(0,1) + 2~(1,2) = 1,7321 + 1 + 2(1,4553) C =4 1 + C2

De juiste waarde is 1,4142 Cl + C2

Bij de benadering \Tordt dus veri-Taarloosd:

(1,4142 - ',4107) c, = 0,0035 C,

Dit is dus 0,35% van Cl'

Laten we nu punt (0,3) beschouwen en aannemen. dat in de omlic;.::;enrlepunten de fune.-

tic de juiste waarde heeft. =kn kan 9l(O,3) benaderen net de vcrce1ijking,die in een

netwerlc geldt:

~(0,3)
~ 9l(0,4) + \IJ(O,2) + 29l(',3) =

1+

2 + 124142 + 2(1,75;3) C4 1 + C2 =

De juiste waarde is 1,7321 C1 + C2•

Bij de benadering wor-dt; dus verwaar'Loosd :

(1,7321 - 1,7312) Cl = 0:009 Cl

Dit is dus 0,09,; van Cl' Laten we eer s c aan deze uitkom.sten de rout.beacnouvi.ng

toetsen. OIl blz. 89 is afgeleid dat i-T3,tbij de benadering in de ver,:;elijking ver-

waarloosd wor dt; is uit te drukken als (3-9):

Voor vierkante mazen he~ft 3. de uaarde 1,zodat deze term overGaat in:

4ö ~(O,z)
4öx

De verwaar- Loz i.ng in de benader-Ing van een waarde 9l(0, z) uit de omliGgende punten,

a s een kwar t van deze term dus :

(3-28)

245



- 112 -

Ondanks het feit,dat de uitdrukking voor ~ in het geval I eenvoudig is ten op-
zichte van die voor de beide andere gevallen.is het partieel differentiëren van
deze functie zeer bever-ke.Li jk , Heel veel eenvoudiger is het, gebruik te maken van
de iri.t dr-ukk ingenvd i.ein hoofdstuk 11 zijn gegeven. Zo volgt uit de vergelijkingen
(3-7) en (3-9) op blz. 20:

Voor geval I geldt: c' --,
!J = TaVw - (zie: (3-18)

Omdat c C1 hebben [!;cstelc1_ !J C1 .r,;we Ta = J.s: =

Zodat:
ó4~

RE {
1 1 3 5 __7 /2

~
= C1 2.-2'2"'- 2' w }

15 . 7/
= -'-1b C1 . RE { (reJ.Ct)" 2 }

en dus ó4~ 15 C1
_7/2 cos 7/2 Cl.

óx4 = - 1b . r . (3-29)

Langs de damwand geldt: r = z en Cl. = 0

Zodat langs de damwand de vorm (3--29) overgaat in:

ó4~ 15-~ = - 13 . C1 •
óx

(3-30)

De foutterm (3-·23) wor dt; voor het punt (O~2):

11
4 ó4~(0, 2) 1 15

..7/2
4T óx4 - ....... - - - - +24' Tb Cl . 2

1 15 C1= +24' -':-7 . .10 11 ,3

= + 0,0035 C1 (0,35% van C1)

Dit betekent dat de benaderde waar-de 0,0035 C1 lager zal zijn dan de juiste waarde
in het punt (0,2). Deze afwijking: ~omt overeen met de waarde vdi,e hiervoor uit
het verschil tussen de juiste waarde en de benaderde waarde is gevonden.
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Voor het punt (0~3) wor-d.td.efoutterm (3··20):

ó.
4 o4~(0,3) '"

, '5 Cl
_7/2

-4T 4
.. ~..- ~-"- . + 24 Tb . 3

ox , '5 ·1 Cl 0,00084 C,:::: +2'4 . 10 . 4b,7 . ::: .~.
2

Ook deze waarde komt overeen met het hiervoor benaalde verschil tussen de juiste
waarde en benaderde waarde in het punt (0 ~3) • 4o riJVoor het punt (1, 1) is eveneens de waar de van 4 te bepalen;

óx

04~(,,1)- 4 =
ox

cos la
2

r = 1T
0.="4

115 2- "4 7n- 1() • • cos j . C,

+ 0,253 Cl

Uit de foutterm (3-6) volgt, bij clezemaasvorm, voor de verHaarlozing in de ben2.de-
ring van ~(x,z).uit de waarden van vier omliggende punten, ;

41 0 ~(x,z)
- TI 4ox

(3-31)

De waarde van deze term voor punt (1;1) wordt onCeveer:

1- 24 . 0,253 Cl =-0,0107 Cl •

De benaderde "marde zal dus 1,01;6van Cl te hoog zijn.
Laten we dit resultaat toetsen aan de functie"Taarden l.Iie zijn berekend.

~(1, 1)
~(2?1) + ~(0,1) + ~(1,2) + 0(1,0)~ 4 = °
1,2120 + 1 + 1,4553 + 0,7071 = 3~= 4 C, + C2 1,10'0 C, + C2

245
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De juiste waar-de van ~(1, 1) is 1,0986 C1 + C2

De benaderde waar-do is. dus 0,0100 C1 te hoor; , wat overeenkomt met Ie ,{aarde die

uit de foutbcschouvTing vol~~t.
Laten we nu het punt (1,-1) beschouwcn , De ':T_:.ardevan c.o vi er Se af'-(:;leide 1S te

bepalen met; (3-29):

4
ê ~(1,-1) =
êx4

7
15 - 2 7__,... r • cos -2 '" • C1.- 10 • u.

waar i,n voor d_it ~unt:

zod.at:

7
15 2- 4- 21= - 1b . . cos n- TI. C, = ""'-;,,-""'3"7"'\.)',,~.Ir, • -0,3:\25= 0, 1066 c 1

.J, _;......

De; foutterm (3-31) voor het punt (1,-1) wor'd't dus ongeveer:

ö4~(1,_1)
4êx

0,1056 c24 1
° ,0041~ C1

De benaderde Haarde zal 'lus 0,44.; van C1 te hoo.: zijn. ~TeLUl1:1endit resultaat

toetsen aan de berekende functie\mar~lcn.

~(1,-1)
~(2,-1) + ~(0,-1) + ~(1,0) + ~(1,-2)

'" =
4

0,7862 + 0 + 0,7071 + 0,3436 C1 C2 o t~:;("2 C + C= 4 + = , _.:;,I 1 2

De juiste vaar-de van ~(1 ,-1) = 0,L}551 C1 + C2•

Je benaderde traar'de is dus 0,0041 C1 te hoog, ,.)'at over-een..komt "lct de Haarde die

uit do foutbeschoU\'Ting vol~t.

Uit vergelijkins (3-29) blijkt l'"at de Haarde van de vier ~,e af. ;cleide cvcnred i.: 1S

roet r- ~ • Uit de uitc'lrul:kin.3 (3-31) vol~t dat de foutterr~ o s a , afh8.n~-(elijl: is

van de waarde van de vierde afGelcü:e en V'3.n (.ie ,·r8.arc1.e1::.
4 (/::,. is de naasvi.j dte ) •

Bij een verfijning van de naasv i.jdt.c net een factor 2. ~TOrj.t de waar-de van de
h

foutterm in een bepaald punt rum,rc:::;met een factor 2 = 16 ,~ere·juccercl. Eierbij

laten we de Lnvf.oed van (-;_etermen van achtste en noger-e or-de even buiten bescnouvi.nx.

5
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Laten we het punt J beschouwen, dat OD een afstand b. van S liGt (zie: fi,~. 44 ).

Bij een maaswi.jdt.e-ver r'i jrri.ng met een fJ.ctor 2. konen een aantal knooppunt.en van

het n i.euwe netwer-k c~ichter bij het :.?U:."ltS t ,

li.:;gen. Voor een punt I mi.dden t.us s err E en J,

i t·· l' t f d 6 . -t c.. ..us 1.(~ op een a stan "2 van S~ 1.S de waarde
van de vierde afGelei~e :

7
'"r.22 - p1:::.aldeze waar-de in het punt J.

b I
- ..... --tb .- e

I

l~ I

;S' .r ,J...... - 0» - e-
I

.L

J- .-. fr --- , -- !:'fr- -_ ..

10('
~

fig. 44

maalDe waarde van de f'outterm (3-31) vorüt voor het punt I dus r uvweg

de Haarde van deze term an het Dunt J, bij het oor-spr-onke.l ijko netwerk met maas-

wijdte 6.
Uit deze zeer ~lobale be schouvi.ng kan wor-den seconclu,_i.eerd dat ,bi5 het t.ocpas sen

van een Baasuijdte-verfijnins in Cie or:geving van een sinGulier punt, de grootte

van de .....erwaar-Loz ing , die :!_)laatselijl: "Tor.dt ingcvoer(" relatief langzaam af'ncerrt ,

Op blz. 94 is het t.oet spr-ob.Leen beapr-oken .da't is :::;ekozen voor dit C;e(~eelte van

het onderzoek. Voor dit probleem zijn, zoals gezeGd (zie: blz. 95 ), in vier ver-

schillende continue noc.e.l l.en op.Los s i.ngen bepaald. De resultaten van deze metingen

zijn geGeven op bijlage 17 tiro. 20 • Uit deze resultaten is de 0}110ssin<s bepaald

die op bijlage 21 is ge~even en Haar aan een r-ede l i.j ke nauwlceur i.rhe i.d mars worden

toegekend. Voor dit t.oet spr-ob.Leen is een I·Teerstanclnet~·:erknodel orrtvor'pen , zoals

reeds op blz. 95 is besproken. Volgens dit ontwer-p z i jn uit een hoeveelheid 1Jeer-

st-anden achtereenvol sens, op een iTillekeurige wij ze, r__r i,e -roer st.andne'twer-kmodcl.Len

t?;ebouwd. De oplossingen, die met :..:eze node.l.Len zijn ,:;e~:eten, zijn ver zame.Ld 0:) de

bijlagen 22 tir: 24 • Vcr ge.Lijkcn we deze resultaten onderlins .dan blijkt dat

de grootste afvTijkingen liegen in de orde van ie at'Leesnauvkeur i.ghe id (zie: 111-4-1 ).

De oplossing ,verkregen met ê6n der '·Tcerste.!Flneti-Terkmo;l.ellen ,verschilt behoorlijk van

de vrij nauwkeur i.ge oplossin :,die is ver-kr-egen m.b.v. de continue node.l Len ,

Vervol:>;ens is in een ,,,eerstandnetwerkrr~odel een op.Los s i.ng van ditzelfde probleen

bepaald, I-Taarbij één (.~0r in het voorgaande aangegeven r'.ocelijl:heden is uitgcvoerc"...

In dit model zijn twee veer-st anden Bet a:f\Tijkende waarden aangebracht. De wecr--

sbanden j di,e overeenkomen pct R};;_S en TIJ_S uit de be schouvi ng op blz.106 , hebben

een waarde gekregen r eap , ge.l ijk aan 3, JRa

verkr egen , is op bijla::;e 25 geGeven.

en 1,6 ~,.... .
u

je oplossing,die nu 1.S
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VerGelijken we deze oplossing met de op.Loas i.ng van bijLagc 21 .dan blijkt dat je

verschillen Bering zijn.

Uit deze resultatcn is tc concLuder cn dat het toepassen van cni-;e afwijkende

wcer-et.andsvaar-den I in do d.irecte omgevi.ng van het singuliere purrt S, een gunst i.te

invloed heeft op de functieverdeling.

De waar-de van deze anáj~~ende e.Lencnten 1S onaf'hanke l.ijk van de li-:;.:;ing der overige

Grenzen.

Ook is nog nagegaan "TeILc .inv.Loed Je an·rij!:ende .:eerstandselemcnten hebben op de

totale stroom. In een weer st.andne'twer-kmode.Lis de totale stroom eenvoudig te be-

palen uit de spanningsverschillen over :le bekende wecrstandselementen,die aanslui-

ten op een rand (cquipotentiaallijn).

Uit de resultaten van de netiwer-kmode.Ll.en,vo.Lgens het orrtvcr-p J is de totale stroom

bepaald: 248 eenheden.

Uit de resultaten van bijLage 25 (dus mvb .v , een model met t1fee afuijken6_e elemen-

ten) is eveneens de totale stroom bepaald' : 239 eenheden.

Daarna zijn, in drie verschillende continue mode.lLen j de totale stromen bepaald in

cï.ezelfde eenheden. Achtereenvolgens is gemeten: 237 eenheden.

231 "
243 "

Uit deze laatste resultaten blijl:t de spreiding .die kan optreden (zie onder II-5).

Rekening houdende met ,1..it feit, nag toch wor-den geconcludeercï. dat de totale stroom,

door het aanbr-engen van af\Tijkende elementen, eveneens Gunstig wordt beïnvloed.

liet is aannemelijk dat ,. ook in andere gevallen van een s i.ngul.Ler punt, een be,·

nadering mogelijL is die overeenkomt met de bcnader i.ng die in dit toets)robleer::

is ::;cvolgd.
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111 _ 40 Enige richtlijnen voor het ontwerpen en bomlen van een weerstandnetwerk-model.

_I_I_I_-_4_-~1~.D~e~m~,ogelijkefouten.

Het oplossen van grondwaterproblemen met behulp van een weerstandneti'Terkmodel

zal geschieden met een bepaa.Lde nauwkeur i.ghei.d,

De factoren. die deze nauwkeur i.ghei.d ongunstig beïnvloeden, kunnen als volgt vor=

den onderscheiden:

a) ver:=;issingen:

b) meet fout en;
c) fouten I die veroorzaakt vrorelen door afi·Tijki.ngen an de waarden van de weer stands-

elementen;
d) fouten i die wor-den gemaakt bij het verwerken van resultaten;

e) fouten,die veroorzaakt worden door het discretiseren.

ad a. HoeweL deze factor voor de hand ligt, willen ste er, juist omdat het gaat om

een analoge modelmethode) even bij stil staan.

Men moet zor~en voor een goede communicatie tussen:

_ degene die het probleem stelt;

_ degene die het model ontwerr>t;

- degene die de metingen verricht.
Hordt aan deze voor-waar-de voldaan dan l.S de kans op dergelijke fouten sterk ver-

kleind.

ad. b. Zoals l.n hoofdstuk 11 is gezegd, is één van de voordelen van het gebruik van

elektrische modellen de ,zrote nauvrkeurigheid .vaarmee kan worden gemeten.

!-ien kan onderscheid maken tussen het meten. van spanningen en het meten van stromen.

Echter bij een 1,'leerstandnetwerk zal het meten VPil stromen 'steeds geschieden door

het bepalen van het s:!?anningsverschil over een weerstandselement,waarvan de waarde

bekend is.
In het algemeen 1S de nauwkeur i.gheid van een meting afhankelijk van tvTee factoren:

1e. de nauvTkeurigheid van de apparatuur die wordt gebruikt;

2e. de mate waar i.n verstoring als gevolg van het meten kan worden beperkt.

ad. 1e. De nauwkeur i.ghei.d is voor verschillende typen meters niet gelijk en va-

rieert bovendien bij een bepaald type meter met het ingestelde meetbereik.

ad 2e. De invloed van deze factor kan in grote mate vcr-den beperkt. Het gaat er, bij

het meten van spanningen} OT,l de verhouding tussen de ingane;sifeerstand van de meet-

apparatuur en de weerstand van het model voldoende groot te kiezen.

5
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Men kan verder onderscheid maken ~n het meten van gelijkspannin:en en het meten

van 1visselspanningen.

Het meten van gelijkspanningen kan zeer nauwkeuri.g geschieden als dit an een

z.g. compensatieschal:eling ?laatsvindL

i-ien vergelijkt daarbij de te meten spanning met een (ui +vend.i.ge) nauwkeuri.g

regelbare spanning.

Op het moment dat deze bekende spanning gelijk is áan de te neten spanning,is

de stroom nul (indicatie), zodat van verstoring gc::ensprake is.

Het meten van ,visselspanningen geschiedt door deze, via versterkers J door een be-

paald instrument te laten registreren.

Hiervoor kan een elektronen-oscilloscope of een recorder wor-den gebruikt.

Sinds kort zijn voor dit doel U(ltra) V(iolet)- recorders in de handel,die het

b.v. mogelijk maken 12 verschillende spanningen geli'jktijdig te r egist.r-er-en,
Door de ingangsvreerstand van de versterkers voldoende groot te kiezen,is beïn-

vloeding van het model geheel te voorkomen.

De nauwkeurigheid bij het meten is zeer hoog op te voeren. Hierbij is :.;_edeskundig-

heid, waarmee de meetopstelling \-Torcltontw·orpen.,natuurlijk zeer belangrijk. Een an-

dere belangrijke factor is echter de hoedanigheid van de beschikbare apparatuur.

Volgens Liebmann kan, in bepaalde gevallen, de nauwkeurigheid met zeer goede appa-·

ratuur 1 :50.000 (O,002:~) bedr-agen vtierwi j.l. een meetfout beneden O,01;;j zeer goed. is

te vervrezenlijken (zie: [20] blz. 352),

Tijdens dit onderzoek zijn., met betrekkelijl: eenvoudige apparatuur, enige metingen

verricht in een compensatieschakeling.

Dat op deze w~Jze een ,:_;rotenauwkeurigheid mogelijk iS,moge uit de volgende resul-

taten blijken.

In een van de voorgaande gedeelten van dit hoofdstuk is sprake van de fout in een

punt als dit , in een netwerk bestaande uit vi er-kant,e mazen~ verbonden is met vier

omliggende punten vraarin ~e functievraarde juist (bekend) is.

He't toetsen van de verschillende beschouwinGen in een probleem heeft plaatsgevon-

den door berekeningen. Aan deze uijze van toetsen is de voorkeur gegeven,omdat zo

alle t'out en uitgesloten vrorden,die anders dan door het discretiseren wor-den ver=

oorzaakt.
Als we de nauwkeurigheid van een meting v i.Ll.en vaststellen dan moeten:,de fouten)

door andere factoren veroorzaakt,bekend zijn of worden uitgesloten.

We zullen uitgaan van een geval, waarbij de fout tengevolge van het discretiseren

bekend is.
In een veld met een bekende potentiaalfunctie; waar'in de waar-de van de vierde af'ge

Lei.de constant is (zie: hoofdstuk IH ._ 2-2), is in vij f punten de Haarde van deze



~ 119 -

functie met een vrij grote nauwkeurigheid bepaald. De maaswijdte is 0,8.

De waar den zijn in onderstaande figuur aangegeven.

Î
!

I
1

Allereerst zijn met enige zorg 4 weer-st andae Lement.en gekozen,lmarvan het onder··

linge verschil maximaal 0,02% bedraagt. Deze zijn volgens bovenstaande figuur met

elkaar verbonden.
De bij de punten 1, 2, 3 en 4 aangegeven waarden z1Jn 1n de vorm van elektrische

spanningen op de overeenkomstige punten aangebracht. Dit aanbrengen geschiedt

m,b ,v , een nauwkeur i.ge spanningsdeler en is eveneens een kwestie van nauwkeurig

net-en, In het punt ° is de spanning gemet en: }o,458.
Het gemiddelde van de waarden in de punten 1 t/m l~ is:

71.731 + 49.152 + 18,867 + 62,080 = 50,458

Deze waarde is gelijk aan de gemeten waarde.

De juiste waar-de van de functie in het punt 0 E 50,048. Het verschil met de

benaderde waarde is dus 0,410,wat overeenkont met de waarde van de foutterm die

behoort bij een maaswijdte /::,= 0,.3 (zie: onüer III -2 -2) .

Uit deze resultaten blijkt dat 1n een elektrisch analogon de nauwkeurigheid van de

oplossing niet ongunstig door het meten behoeft te .Torden beinvloed.

ad. c. Een netwerk vor dt samengesteld uit een groot aantal weerstandselementen.

Deze zijn verkrijgbaar in een bepaalde reeks van waar-den. Een weerstand heeft een

waarde, die meestal enigszins afw·ijkt van de waar-te , die daarop in een l:leurencocle

is aangegeven, De afwijking ligt binnen een gebied van 2 maal de z s g , tolerantie.

die eveneens op de .Teerstand is aangegeven.

Een weerstand 1000 Q 5%kan dus een waarde hebben,die varieert tussen 950 Q en

1050 Q.
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Het is heel vaak zo dat,van een bepaalde partij weerstanden)de afwijkingen enigs··

zins gelijk gericht zijn.

Tijdens het onderzoek zijn uit een grote hoeveelheid weerstanden 1000 Q. 5%

140 stuks ~emeten. Op bijlage 26 is de verdeling van veer st andswaar den get.ekend ,

waaruit blijkt è.a.t deze eniGszins met een z.g. Hormale Verdeling overeenkomt.

Omdat de weerstands,.aarden varieren ,is het mogelijk dat hierdoor afi.Tijkingen in

de spanningsverdeling kunnen optreden.

Liebmann heeft cr in verschillende publicaties C~) gewezen, dat de invloed van ci.eze

variaties~ in de praktijk ya~ het meten met een netwerkmodel, meestal verwaarloos-

baar klein as (zie: o ça, !201 blz. 352).
l j

'i'ijdens het onderzoel;: zijn aan drie weerstandsnetwerken~ samengesteld uit vex»
schillende elementen) metingen verricht (zie: III·'3-2). Vergelijken we de resul··

taten van de bijLagen 22, 23 en 24.dan blijkt dat de maximale verschillen liggen

in de orde van de meetnauwkeurigheid. Liebmann geeft een foutbeschom.ing,die o.a.

gebaseerd is op het feit. dat een willekeurig aantal vTeerstan'len een statistische

verdeling zal hebben. Het is duidelijk ..dat in een bepaald geval de vorm van het

stroombeeld van invloed zal zijn. In de genoemde beschouwing is dan ook de span-

niugsgradiënt in een bepaald punt ~n rekening gebracht. Aan de hand van metingen

is de beschouwing getoetst.
Uit de beschouwing blijkt dat de fout in de spanningen, die we in de praktijk zul,·

len mogen verwacht en ,bij gebruik van 0, 1% weerstanden, zal variëren van 0,0 1%tot

0,001% (zie: ~~ blz. 353).
De geringe invloed van de afwijkingen,in de Heerstandswaarden,op de spannings-

verdeling ) is een gevolg van het grote aantal weerstanden dat in het netwerk wordt

gecombineerd.
Ter illustratie van de invloed van een afwijking .Ln waarde van een ,·reerstandsele··

ment in een netwerk, kan nog het volgende wor-den opgemerkt. In het voorgaande is

sprake van een toetsprobleem (zie: III.3.2). Teneinde de potentiaalverdeling ~n

de omgeving van het singuliere punt S te beïnvloeden, zijn weerstandselementen

met een aflfij kende Haarde toegepast.

Door twee weerstanden in eenzelfde knooppunt een waarde te geven, die ca. 50~; af-
wijkt, varieert in de knooppunten de potentia ..al maximaal ~~2 = ca. 20;0 van

het verschil tussen de waar-den in t,.,ee punten. In punten op enige afstand is de

grootte van de verander i.ng veel kleiner. Daarbij is het duideli,jk, dat afi.rijkinf,en

in weerstandswaarden in de omgeving van S in dit geval relatief de grootste in-

vloed zal hebben.omdat daar de spanningsgradiënten maximaal zijn.

Het is eenvoudig .omzekerheid te krijgen omtrent het feit of in een bepaa.Ld ge-

val de tolerantie van de ueerstanden enige merkbare invloed heeft.
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VErvangt men n.l. in een gebied met de grootste spanningsgradiënten een weer-·

standselement door een element met. een waarde ..die enigszins (= de tolerantie)

afwijkt dan is eenvoudig de invloed hiervan te constateren.

Is de af\Tijking in de spanning, van een punt an de omgeving lager dan de nauwkeu-·

righeid die wordt gee ist , den is het zeker dat de . tolerantie fouten" niet maat~·

gevend zijn. De afwijking in de andere punten,t.g.v. deze verandering, is gerin-

ger. Krijgt een weerstandselement ? dat zich bevindt in een gebied waar i.n de gra

diënten l:leiner zijn, een iets afvTijkende waarc 8 dan is de invloed daarvan ge-

ringer.
Hoewe.l, an een \Veerstandnetl.erk.model het aantal Heerstanden groot is) zullen de

kosten hiervan een klein gedeelte van de totale kosten zijn. Hen zal dus,mede

gezien de algemene bruikbaarheicl van het model ,uitgaan van een nam.keurig type

weer-st.anden. dat nog gemakke.l i.j k verkrijgbaar is.

ad. d, Het ver\Verken van de door meting verkregen resultaten, zal met een bepaal··

de nauwkeurigheid geschiëden. Hil men b.v. in een permanente stromingstoestand

een aantal equipotentiaallijnen tekenen, dan moet op een of andere wijze worden

geïnterpoleerd) omdat de waarde van de functie slechts op de knooppunten is te

meten. De vraag is op Vielke wijze deze interpolatie uit te voeren en wat daarbij

de nauwkeur ighei.d is.
Volgens Liebmann (zie: 1.19Jblz. 98) wordt bij het lineair interpoleren tussen

vier knooppunten met behulp van een potent Lomet.er brug (zie: fig. 45 b) een nauv-

keurigheid verkregen die groter is dan 1/15 van de maasvî.idt e b..

~,

Id.z
~.

E

Ë3
d.l(

j<~-~t

Een ander voorbeeld is de nauwkeurigheid bij het registreren van de meetresu±-

taten.
Men kan dit type fouten eventueel ook bij de meetfouten rekenen.

,5
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ad. e. In de voorgaande gedeelten van dit hoofdstuk is duidelijk gewor-denrdat;
door het discretiseren fouten kunnen worden ingevoerd.
Er is onderscheid gemaakt in de discretisering in het inwendige en de discreti~
serJ.ng aan de randen,van een tHee-dimensionaal veld. Daarbij is gesteld dat de
randen steeds bizondere aandacht verdienen.
Het is duidelijk dat het. in een willelç_euri~Geval, niet mogelijk is de fouten
t.g.v. het discretiseren zonder meer uit te drukken. Daarvoor zijn deze fouten
van te veel factoren afhankelijk. In het volgend ..::zal over de mate van discre-
tiseren, in verband met de mogelijke fout die iwrdt veroorzaakt, meer wor-den ge-
zegd.
B~ het ontwerpen van een weerstandnetwerkmodel zal men uitgaan van een bepaalde
'lover_alld_nauvkeur i.ghei.d, Deze zal 'vorden vastgesteld in verhouding met de
grootheden van de problemen die men ,viloplossen.
De toelaatbare waarden van de verschillende mogelijke fouten zullen in onderlinge
relatie met elkaar en in relatie met de vereiste uiteindelijke nauwkeurigheid in
de resultaten wor-den bepaald.
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II!. 4.2. De mate van discretiseren.

Eé~ van de belangrijkste vragen bij dit onderzoek 1S Geweest: wat de vorm van de

mazen zou moeten of mogen zijn.

He hebben op deze vraag een arrevoor-d verkregen an de vorm van een vergelijkende

f'outibeschouvri.ng ,

Een antwoord op de vr aag hoe groot de rnazen mogen zijn, is niet zonder meer te

geven.

Achtereenvolgens kunnen de volgende factoren vcr-den onderscheiden, die an een weer·-

standnetwerkmodel de groottte van de mazen zullen beïnvloeden:

a) De vorm van de mazen.

b) Het bestaan van vierde en hogere partiële afgeleiden van de functie an een ge·-

bied.

c) De grootte van het ,3ebied waar i,n de hogere partiële afgeleiden bestaan.

d) De invloed van de randen.

e) De aanwezigheid van singulariteiten.

f) Praktische argumenten.

ad. a. Hierover is reeds veel gezegd. In het overzicht aan het einde van 111.2.1

zijn de fouttermen,die bij de verschillende maasvormen behoren. verzameld.

ad b.Oman een bepaald gebied iets over de maaswi.j ..lt.e te kunnen zeggenmoet en de

vaar-den van de vierde en hogere af'ge Leiden bekend zijn. Dit ter,vijl de functie

onbekend is. In bepaalde gevallen is het mogelijk om t.n een netwerk de grootte

van de vierde afseleide te schatten (zie: fig. 46).

o 21'1

fig;. 46
He weten dat in een punt (0) de tweede afseleide kan worden benaderd met:

d2~(O)
'"

~(1'1) + ~(-1'1) - 2~(0)
dx2 1'12

ZO 1S ook:

') ~(O) + ~(21'1) - 20(1'1)d<;;~(I'1)
'"

dx2 1'12

(3-32)

(3-·33)



En ook:

~(o) + ~(-211) .- 2~(.-1I)

1I2
(3--34)

Met de ui tclrukkingen (3-32) en (3-33) a s het moge.Li.j k de derde af'ge.Le ide, in het

punt midden tussen 0 en 1I,te benaderen:

~ 3~(1I) - 3~(0) - ~(211) + ~(-1I)

1I3
(3-35)

En zo is met de uitdrukkingen (3·-32) en (3-34):

(3--36)

Met de uitdrukkingen (3--35) en (3-36) a s het vervolgens mogelijk de vierde afge-

leide in het punt 0 te benaderen:

~(-211) .- 4~(-1I) + 6~(0) .- 4~(1I) + ~ (211)
1I~

(3 -37)

Als we dus in een netwerk beschikken over de vaar-de van de functie in vij f punten

gelegen op een rechte lijn, waarbij de tussenafstanden 1I zijn, dan is de waarde

van de vierde afgeleide in het middenste punt te schatten met de uitdrukking

(3-37) •
Bij vierkante mazen is de foutterm (2-11 ) afgeleid:

1I4 ó4~(O)
- 24 - ó}

Als we hierin de schatting voor de vierde afgeleide substitueren dan krijgen we:

~(-211) - 4~(-1I) + 6~(0) - 4~{1I) + ~(211)2 •. (3-38)

Dit is dus een schatting van de term die bij de benadering ~n het netwerk ~n de

vergelijking in het punt (O,O) wordt verwaarloosdo
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Het is dus denkbaar dat in een netwer-k in een bepaald gebied een dergelijke
schatting ,wrdt gemaakt en op grond van de ui.t.komst al of niet wor-dt besloten
tot maatregelen over te gaan.
Een andere nogelijkheid om de invloed van het discretiseren te constateren is
het volgende.
Laten we stellen dat een node l, is gemaakt, waarvan de naaswi jdt.e b. is,en dat
daarin een oplossing wordt bepaald. Door nu bij een andere maaswijdte een oplos--
sing te bepalen, is de invloed van de hogere orde termen vast te stellen. Het is
hierbij niet noodzakelijk in het gehele lliodeleen andere maaswijdte toe te passen.
Men kan volstaan met een gedeelte van het gebied.\vaarin men invloed van de hogere
afgeleiden vervacht , Ook is het mogeLi.jk om een tueede oplossing te bepalen met
het model, waarbij in een gedeelte de vorm van de mazen is veranderd. (b.v. dia-
gonalen toegevoegd).

ad. c. Voor de fouten.die we kunnen verwachten,is in de eerste plaats de verwaar=
lozing bij de benadering in een punt bepalend. Echter ook het aantal punten,waarin
van een ver-eaar-Loz i.ngsprake is, is van invloed op de grootten van de uiteinde··
lijke fouten.
In 111,,2-2. hebben we gezien dat de afvTijkingen toenemen met het aantal knooppuri-
ten,waarin van een verwaarlozing sprake is. He hebben een indruk gekregen van de
wijze waarop dit geschiedt.
Men mo~t er in een algemeen geval rekening mee houden dat,bij een gebied waar1n
van een afwijking sprake iS,de absolute fouten een veelvoud van de foutterm in
een punt zullen bedragen.

ad. d, De beschouwing voor de verwaar-Lozi.ngin punten nabij de rand vertoont veel
overeenkomst met die,voor de verwaar-Lczi.ngin punten gelegen in het Lnvend i.ge,
Een verschil is dat door het aanpassen van het netwerk ~an de vorm van de rand, 1n
een knooppunt de symmetrie meestal ontbreekt 0 waardoor de foutterm een andere ge-
daante krijgt.
In de eerste plaats moet men er voor zorgen dat de aanpassing van het netwerk aan
de rand zo goed mogelijk geschiedt. Dit kan geschieden dobr een geometrische in-
terpretatie van het gebi.edin wat we een fysische benader i.nghebben genoemd. Daar-
na kan in elk punt deagewens't een foutbeschoU\ving worden opgezet. in wat;we een
wiskundige benadering hebben genoemd. Dit geeft een term voor de verwaarlozing
in een bepaald punt.
Een moeilijkheid is weer dat de invloed van de verwaarlozing in een punt. op {te
afwijkingen in de functieiVaarden,afhankelijk is van de verhoudingen in een bepaald
geval.
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Een bijzondere benadering i.,or:ëtgeëist, in het geval op de rand een singulariteit
voorkomt. Daarom is deze factor, die voor de fouten t.S'v. de discretisering van
groot be.Lang kan zijn, apart genoemd.

ad. e , Als op de rand een singulariteit voorl:omt,dan is men genoodzaakt een bij-·
zondere benadering te volgen.
In het toetsprobleem in 111.3.2 1S sprake van een singulier punt. Om de fouten
tengevolge van d.ediscretisering t0 beperken, is een geheel afivijkende benadering
gevolgd. Daarbij is het netverk in de onmiddellijke omgeving van het punt zodanig
aangepast, dat in theoretisch benaderbare ,~evallen een juiste functieverloop wordt
verkregen. Daarna is aangenomen dat in gevallen, waarbij enige van de overige
grenzen w.b. ligging of vorm zullen verenderen, dit geen bepalende invloed op de
functie in de i~~~cte omgeving van het singuliere punt zal hebben. In het toets,
probleem blijkt dat de aangebrachte aanpassing een zeer gunstig effect heeft op
het verloop van de functie ~ in het gebied. Hoewel dit nog nader moet worden on-
derzocht,zal deze aanpassing ook de grootte van de stromen zeer gunstig beïnvloeden.
Het is aannemelijk dat,in een ander geval van een singulier p~l1t:een benadering
kan worden gevolgd,die overeenkomt met de benadering in het behandelde toetspro-
bleem.

ad. f. Het is mogelijk dat de maaswijdte plaatselijk om praktische redenen kl.ei.ner
moet worden gekozen. Een voorbeeld hiervan is een e;eval,\T?arinmen over een aantal
meetpunten (knooppunten) wi.L beschikken, die op een geri.nge afstand van elkaar lig
gen.
Ook is het mogelijk dat plaatselijk 0:9 een fiji~ere maasverdeling moet "Torden over-
gegaan,omdat een inhomogeniteit in model moet worden gebracht,waarvan de afmetingen
gering zijn.

Als de invloed van de hoeere orde termen in een bepaald gebied bekend is.dan kan
worden beoordeeld of deze te groot is. Teneinde de door het discretiseren veroor=
zaakte fout te beperken staan ons in principe 4 mogelijkheden ten dienste:
1e. Het invoeren van een stroom,die de invloed van de foutterm opheft.
2e. Het gebruik van een extrapolatieformule.
3e. Het overgaan op een fijnere maasverdelin.-;;.
4e. Het overgaan op een nauvkeur i.ger- maasvorm.

5
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ad. 1e. Als in een bepaald punt de term" die bij de benadering in het "Teerstand,·

netwerk ver-waar-Loosdwordt , bekend is. dan is het moge.Li.jk een stroom op het

knooppunt in te voeren, die hieraan gelijk is. Dit is aequivalent aan het super-

poneren van een correctiefunctie in de Relaxatie· ·techniek .zoa.Ls dit door Fox is

voorgesteld. Hoewe.Lin principe mogelijk is de uitvoering van deze methode in een

netwerk niet eenvoudig. In een niet-permanente stromingstoestand zal de grootte

van de in te voeren stroom eventueel in de ti,jd moeten variëren. Deze methode

li,;kt voor een algemeen bruikbaar netwer-k niet een op.Loss i.ng die praktisch de

voorkeur verdient.

\:.hflcfJ
ad. 2e. Een mogelijk~de invloed van de discretisering te constateren ,is het

achtereenvolgens bepalen van twee oplossingen. Stel dat een probleem is gemeten

in een model, waarin de iaaaswi.j dt e /). is. Laten we de functiewaarde in een bepaald

punt, die met deze meting wor-d't verkregen; rIJ/). noemen. Door in het model de maas··

wij dte een factor 2 te reduceren. is het mogelijk dezelfde f'unct iewaar'de weer te

benaderen. Laten "Te deze waarde rIJ 6 noemen. Door de beide waarden rIJ 6 en rIJ6 te ver-
2 2

gelijken. kunnen ve concluderen of 1e termen met van vierde en hogere orde een

rol spelen in het veld. Het

gens Richardson (zie: f23l
L J

die nauwkeuriger is. De waarde die

is tevens m.ogelijk,om met een extrapolatieformule '1,1'01-

), met deze t'Tee vaarden een benadering te bepalen,

wor'd't bepaald, ligt in d.e buurt van die waarde ,

die met een meting in een net.wer-k, waarvan de maaswijdt e nog eens met een factor

2 gereduceerd is ~ zou wor-den verkregen.

Volgens Richardson ~eldt:

(3-39)

Laten we deze regel toetsen aan een bekende potentiaal verdeling.
4224.

Onder 111.2.2 is voor de potentiaalfunctie (/J =:-: - 6x y + Y .an een groot aan--

tal punten,de functie,marde bepaald.

Voor dit bizondere veld is, voor verschillende maaswi.jdt.envde afvTijking in een punt

bepaa.Ld, als ge-rolg van de d'iscr-et iser ing , in het geval de functievraarde in de om

liggende punten juist is. Ook is hierbij aangegeven hoe groot de afwi,jkingen an

verschillende punten worden, in het geval van een netwerk met een toenemend aantal

knooppunten sprake is. 'He zullen hier enige uitkomsten resumeren.

De af"Tijking voor het punt ari het centrum van een netwerk is in dat bizonder geval:

bij ,.-' onbekende 0een
1"1 neGen onbekenden 4,50 ~
I1 negen en veertig onbekenden '" 190
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De waarde ó is bij

bij een maaswijdte

deze potentiaalfunctie

0,8 -+ 0,4096

0,4 -+ 0,0256

0,2 -+ 0,0016

Laten we de eerste benadering van de functie in het punt (1,8 , 0,8) (zie bij-

lage 6 ) uitvoeren bij een maaswi jdt;e b. = 0,8. Eet netwer-k bestaat dan uit slechts

achtereenvolgens .

ti

vier mazen met één onbekende. De afw'ijking van de juiste vaar-de 1S dus ° 4096.

Laten we vervolgens de maastri jdt,e O)f nemen en de f'unc't i.evaar'de voor het punt

~(1,8, 0,8) weer benaderen. Dit net.wer k bestaat uit 16 mazen en bevat 9 knoop-

punten,waarin de flli!ctie onbekend is.

De afwijking van de juiste vaar-te 1S voor het punt (1;8 , 0 ..9) r.n het centrum:

4,5 • 0,0256 = 0,1152.
He kunnen nu de orde van grootte bepalen van de afwijking, die we kunnen verwach-

ten wanneer we een netwer-k ZOUc1.enkiezen, met een maaswijdte die nogmaals met een

factor 2 1S gereduceerd. Immers we kunnen de formule (2--39) gebruiken voor de

volgende uitdru}~ing:

Eb. = cb. - 1/3 (Eb. - Eb.)
"4 2 "2

Eb. = ° 1152 .- 1/3 (0;4096 - 0,1152) = 0,,02ll_.
1;-

Onder III. 2 •2 i s de afvrij king voor het punt (1 _8 , 0,9) in he't centrum van een

netwerk (met maasuijdte b. = 0,2), waarbij het aarrt a.L mazen 64 en het aantal onbe-

kenden 49 1S, bepaald o~ ongeveer 19ó.

Dit wordt dus 19. 0,0016 = 0,0304.

Hieruit blijkt dus dat de afwijl:ing; die met behulp van de ext.r-apoj.at i.ef'ormul.e 1S

verkregen, ongeveer gelij~-: is aan de afwijking vei-ar egen bij de benadering met een

netwerk. vTaarvan de maaswijdte nogmaals met een factor 2 is :;ereduceerd.

ad. 3e. Een mogelijkheid,die in het voorGaande reeds enige malen is genoemd.is

het overgaan op een fijnere maasverdeling. Is de invloed van de hOGere orde termen

bekend,dan kan tot een bepaalde maaswijdte worden besloten. De grootte van de fcu~

ten,die kunnen worden verwacht ,is niet zonder meer vast te stellen. Deze is mede

afhankelijk van de verhoudingen en van het stroombeeld in het model.

De verwaarlozing in een punt is evenredig met b.
4. Echter toennme van het aantal

punten, waarin een verwaarlozing plaatsvindt,geeft een toenane van de fout in de

functiewaarden (zie onder III -2 -2). Met dit feit moet steeds rekening wor-den ge-

houden.
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Het is mogelijk, in een gedeelte van het mode.lj een andere maaswijdte te kiezen.
De overgang tussen gebieden met verschillende maasvi.jdt.ezal in het volgende wor--
den besproken.

ad. 4e. Als de invloed van hogere orde termen bekend iS,dan kan worden overwoeen
of het overgaan op een maasvorm met een grotere nauvrkeurigheid zin heeft. Zoals
we hebben gezien kan het toepassen van mazen in de vorm van vierkanten. waaraan
diagonalen zijn toegevoegd,een sterke reductie va~ de fou~term geven (vergelijk
(2-29 ) met ( 2-11)). De waarden van de elementen in de diagonalen moet viermaal
zo groot gekozen wor-den als de waarden van de elementen in de zijden van de vier .."
kanten. Hierbij moet wor-den opgenerkt dat beide waarden verschillen van de va.er=
kantsweerstand van het netwerk. Het ~s mogelijk een gedeelte van het model in deze
nauwkeur i.gemaasvorm uit te voeren. De overgang,tussen een gebied met v'ier-karrte
mazen en een gebied met vierkanten,van dezelfde grootte ,waaraan diagonalen zijn
toegevoegd,VTordt in het volgende besproken.
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111.4.3. Overgang bij verschillende maasvormen.

Zoals uit het voor-gaande l.S af te leiden. zullen in een "TeerstandnetvTerkmodel ge-
bieden met verschillende maasvormen kunnen voorkomen. 1-Ie zullen in enige gevallen
de overgang tussen deze gebieden beschouwen. Eet principe van de overgang op een
andere maaswijdte,werd geïntroduceerd door Southwell,bij de beschrijving van de
relaxatiemethode voor de oplossing van de vergelijking van Laplace.
Bij een weerstandnetwerk, kunnen de waaraen van de elementen in de overganGszone
met behulp van een fysische be schouvri.ng wor-den bepaald. De gedachte. die de grond
slag vormt van deze beschouvring,is de volgende:
Als het stroombeeld van stromingen;in twee onderling loodrecht op elkaar staande
richtingen. niet wordt verstoord dan wordt elk ander stroombeeld ook niet ver··
stoorde

De overgang tussen twee gebieden met vierkante mazen waarvan de verhouding ln de
maasvlijdte1: 2 is 6. : 2. 6.)
Uit verschillende beschouwingen blijkt dat een overgang,zoals op bijlage 27 l.S

getekend,het meest eenvoudig is.
De waarde van de elementen is bij vierkante mazen Ra. Het gaat er nu om de .Taar-
den van de elementen in de lijnen. die gestippeld zijn aangegeven te bepalen.
Stroming in de positieve x-richting (zie: bijlage 27 fig. 1):
Alle lijnen in de z -richting zijn equipotentiaallijnen. De stroom door een s't.room-

buis in het fijne netwerk met een breedte ö noemen we i. De waarde van de elemen-·
-n

.ten is R Cl zodat de gradiënt voor deze stroming !--~,:.is. In het punt A za.L de stroom
i zich in twee even grote componenten ~ i.via de diagonalen naar de punten B en C,
verdelen. Het verschil in potentiaal tussen B of C cn A is:

iRo A = onIl •Ll l....t:J

De waarde van de elementen RA_B en RA.C volgt nu uit:

Zodat R =R =2R.
A··B A·C 0

In fig. 1 is aangegeven hoe de stroomverdeling plaatsvindt.
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Stroming in de negatieve z-richting (zie: bijlage 27 fig. 2):

Eenzelfde beschouwing voor deze st.romi.ng geeft dat de waarde van de weerstands-
elementen R

E
...
P

en R~_G kunnen worden bepaald uit:

=.!:.R2 E-G = 1.R o

Zodat RE F = RE G = 2 R .•t_ 1_ 'J

De stroomverdeling is aangegeven 1.nfig. 2.
Nu de waarde van de elementen in de diagonalen bekend is"kunnen de waarden van
de elementen, aan randen van de grove maasverdeling,worden bepaald door te letten
op de stroomverdeling in de beide gevallen. Laten we eerst de stroming van figuur
2 beschouwen. Door een weerstand RC.D,parallel aan een weerstand van 2Ro+ 2Rü =
4R . gaat een stroom 3/2 i.

Cl

Het verschil in potentiaal tussen C en D 1.S

2i R •o

Dus kunnen we schrijven:

2 i R _ '4R1 + -Rl ) = -231..
u:.. 0 C-D

vlaaruit volgt: RC ...D = 2 Ro'

Beschouwen we vervolgens de stroomverdeling 1.nfig. , dan is op dezelfde wijze
in te zien dat:

2 R (__L + .._1 -) 3 1.1.J. 0 4Ro R
G
.
F

= 2"

Waaruit volgt: RG_F = 2 R •o

Als de overgang op deze 'Tijze tot stand wordt gebracht, dan 1.Shet aantal weerstan
den met een a~vijkende waarde beperkt.
Bovendien is de waarde 2R_zeer eenvoudig te verkrijgen, door twee normale elemen-

1..1

ten in serie aan te brengen. Hil men een verfijning met een factor 4 of hoger dan
kan men achtereenvolgens enige malen een overgangsgebied,zoals hierboven is aan .
Gegeven, toepassen (zie: bijlage 28 fig. ,).

245
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De overgang van vierkante mazen op rechthoekiGe mazen (of omgekeerd).
Deze overgang kan op dezelfde Hijze vorden benaderd als de hiervoor behandelde
overgang. In feite is het een overgang, waarbij een !'1.['.asifijdtcverfijninGin één
richting plaatsvindt. Laten we in een eenvoudig geval de overgang van fig. 2 op
bijlage 28 beschouwen. Uit de beschouwing van een stronring i de z richting,volgt
dat de waarde van de elementen in de diagonalen 2Ro moet bedragen. Beschouwen we

nu een stroming in de x-richting,dan is het volgende af te leiden (zie: bijlage 28
fig. 2)

2 i R (-4R1- + -R1 ) = i
Cl Cl B-C

Waaruit volgt dat RB_C = 4Rc.,'

De overgang van mazen in de vorm vierkanten op mazen 1n vorm van vierkanten waar-,
aan diagonalen zijn toegevoegd.
In het voorgaande is gesteld dat in bepaalde gevallen het toevoegen van diagona-
len wenselijk is,om de fout tengevolge van het discretiseren te beperken.
In III-2-1. blz. 65 1S afgeleic::.dat de waarden van de elementen in de diagonalen
viermaal zo groot moet zijn als de waarde van de elementen in de zijden van de
vierkanten (a = 4). Op blz. 50 is de verhouding van de waar-de der elementen t.O.v.
de vierkantsweerstand afgeleid.
Voor a = 4 wor-den deze achtereenvolgens:

. .. . {. ( }')- - 4+2.4 R = 5 nvTeerstanden an de z i.j den der vi erkant en Z1e: 1-27.i:~ - -'2:4 -0 1, '''..)
weerstanden langs de diagonalen { zie: (1-28)): aR = 4R = GRo'

i-Tezullen nu nagaan hoe de overgang .op een gebied met deze maasvorm rt.o't stand
kan worden gebracht {zie: bijlage 29}.
Beschouwen we een stroming in de x-richting dan z1Jn daaruit de waar-den 6Ro en
1 ,5Ro af te leiden} als de verhouding 4: 1 vast liGt. Laten 'VTe nu een st.romi.nr; in de
z-richting be schouven, Je stroom door een stroombuis, met een breedte t1,noemen
we 1.

De gradiënt is; i~ 0

Het potentiaal verschil tussen twee purrt en A en C Hordt dan: i~o 2t1.=
He kunnen nu schrijven:

1 1(12R + -R-) = 1
o ·A-C

of wel 2

Hieruit volgt:

5



,_ 133 -

R -R =§.R
A-B - B-·C 5 0

Dit resultaat is ook zeer overzichtelijk te verkrijgen, door RA_.Bte zien als

En dus

tlTee elementen, die parallel zijn Geschakeld. De waarde van deze

t'vee elementen is af te leiden uit de ..marden) van de overeenkomstie;e elementen

in het imvendige van beide gebieden (dubbele waarden}.

Resp. 2. 1 ~5 R.., = 3R_ en 2. R
,-' 1.' 0 = 2Ro

Zodat de waarde RA B volgt uit:

R
A-·B =

3R_.2H_ 6
u '.J

3R2R=-5R0+ ':. ._,
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I11.4.4 Een grondmassief r1..atniet··homo.C"een of niet -isotroop is.

Tot zover as an dit hoofdstuk st-eeds sprake geweest van een weer st.andnetwer-k,
dat representatief is voor een homo~een en issotroop -:;rondmassief.He zullen dit
hoofdstuk beslui ten met enige beschouvri.ngen over het realiseren van een niet-
homogeen of niet-isotroop grondmassief in een weer-st.andnetwerkmode.L.

Laten we eerst een grondmassief beschouwen, bestaande' uit t.wec gedeelten waarvan
de doorlatendheidscoëfficiënten (K) verschillen. Laten we verder aannemen dat de
beide gedeelten isotroop zijn. Eet weerstandnetwerk kan voor de beide gedeelten
zonder meer worden ontwor-pen vraarbij het verschil in K··,·raardentot uiting zal
komen in verschillende waarden voor de vierkantsweerstand Ro. In dit geval is het
enige probleem het realiseren van de grens ..tussen de tivee _r;cbiedenin het rcode L,

Laten we de doorlatendheidscoëfficiënt resp. ~ en Ko noemen. He weten dat de:
elektrische weerstand omgekeerd evenredig is met de doorlatendheidscoëfficiënt,
Laten we de vierkantsweerstand resp. ~ en Ro noemen. In fig. 1 van bijlage 30
zijn deze waarden aangegeven. In deze figuur is aangenomen dat de mazen in beide
gebieden de vorm van vierkanten hebben en dat de grenslijn samenvalt met één
der hoofdrichtingen van het nebwer-k (zie: fig. 1). De waarden van de i'Teerstands"
elementen kan nu wor-den bepaald. De elementen R3 en R4 krijgen een 'vaarde,die
overeenkomt met de vierkantsweerstand van het ~ebied waarin ze zijn gelegen;

en

De elementen R1 en ]2 zullen een gelijke waarde Lrij,7,en.Deze is eenvoudig te be-
palen.als men bedenkt voor IV'elkgebied ze representatief zijn.
He kunnen R1 zien als de ver-vang Lngsweer-st and van tvree elementen B1b en R1"
die parallel zijn geschakeld.
De waarden R1b en R10 zijn resp. :

R1b
/).

Rb 2Rb= =/).

'2
R10

/). Ro 2Rc= =s
2

Zodat de waarde van R1 volgt uit;

Zodat
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Als we nu aannemen dat Ko = a Kb dan volgt daaruit dat Rb = a R~ •
vier elementen kunnen dan 'lorden uitgedz'ukt;in de vierkants-·De waarde van de

veer stand R
0

R, 2a R= -'+a . 0

R2
2a

Ro=--l+a (3,··40)

..i

In het knooppunt (0,0) van fig. 1 van bijlage 30 geldt nu;volgens de wet van ~:irch
hoff:

E~,O) _ E(O,O) + E(-6,0) ..E(O,O) + E(O,6) - E(O~O) + E(O,-6) - E(O,O) = 0
2a R 2a R aR 0 R o
1+a 0 1+8. 0

Na vervanging van 2!R door ~ volgt hieruit de vergelijking:
Cl

(1+a) {~(6:0)-.!rHO)O)+~(-6,O).-~(O,0)} + 2{~(O.6)-~(0,O)} + 2a{~(0,-6) .~(0,0)}= °
(3 ,41 )

Laten we een onderscheid maken tussen de potentia~lfUnctie in het bovenste gebie~
~b en die in het onderste gebied ~o·
We kunnen een aantal betrekkingen afleiden tussen de partiële afgeleiden,van deze
beide functies,in punten op de grens.
Voor punten op de grens, tussen de beide lagen,geldt dat:

le. ~b = ~o •

ó~b ó~o
2e. ÓX = óx etc.

Ó~b ó~.,:!
3e. K. -óz = K -- -+-0 (;ÓZ

ó~c
= a--

ÓZ (3--42)

245
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Omdat

(2Î.e 2e)

(3-43)

Ook ~s af te leiden dat geldt: (3-44)

en
I')öc:..C/Jö ('I= ï!""""z (.- --)

u öx2

ö3C/J ó3C/J
Uit deze vergelijkingen volgt dat: __ b - a __ 0

öz3 - óz3
(3-45)

Laten we in het volgende deze betrekkingen meteen ve~verken,met dien verstande
dat alles vTordt uitgedrukt in C/Joen partiële afgeleiden van deze functie.
\-le kunnen de functiewaarden,in de om het punt (0,0) liGgende punten,uitdrukken
met behulp van reeksontwikkeling waarbij voor C/J~e functie C/JQwordt bedoeld.

C/J(ö,O)= C/J(O,O) + öóC/J(O,O)
óx

C/J(O,ö)
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Vermenigvuldigen we bovenstaande uitdrukkingen achtereenvolgens met (1+a), (1+a)~

2 en 2a en tellen we ze daarna op,dan kunnen we de volgende uitdrukking krijgen:

(Ha) {~(6,0 )-~(O,O )+~( -6 ,0 )-~( O,O)} + 2{~( 0,6 ) ..~(O ,O)}+ 23.{~( 0 , ..6)- -~(O,O)} =

= 0 (3--46)

Bij de benadering in het 1veerstandnetwerk geldt verg. (3-41).

Dat wat in deze vergelijking wordt verwaarloosd is dus:

64-. 4( 1+a) 4T (3-47)

In het geval a gelijk 1 is (homogeen) ,komt deze term overeen met de term t."

(2-9)}als men aandacht schenkt aan de factor 2,die dan in bovenstaande uitdruk-

king (3-46) aanwezig is.

Laten we vervolgens een homogeen grondmassief beschouwen ,waarvan de doorlatend-

heidscoëfficiënt 1n twee onderling loodrechte hoofdrichtingen een verschillende

waarde heeft.
In hoofdstuk II 1S afgeleid dat in dat geval geldt:

(2··15)

Als we aannemen dat Kx = nKz dan gaat deze vergelijking over in:

Ghdat Kz onafhankelijk 1S van x en z .mogen we,als 'Te stellen ~ = Kzh,hiervoor

schrijven:
(3-48)
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Ö2~ 1 o2~Of wel --- = ---- waaruit ~s af te leiden d2.t
ox2 n öz2

(3-49)

'<Ie Heten dat de elektrische weerstand omgekeerd evenr-ed.i.gas met de doorlatend·

heidscoëfficiënt.
Laten ve de waarde van de vi.er-kant sveer-stand in de x-richting R noemen en diex

in de z-richting R • 'He kunnen dan schrijven R =!h~.
Z Z x

Laten we verder aannemen dat· mazen in de vorrn van vierkanten worden toegepast J

waarbij de maaswijdte ~ is. De waarde van de elementen,die in een knooppunt (0,0)

(zie: bijlage 30 fig. 2) samenkomen,is dán als volgt te bepalen:

(3-50)
nR.x

In het knooppunt (0,0) geldt 1n dit geval:

E(~,O)-E(O,O) + E{-~,O)-E(O,O) + E(O,~)··r:(O,O) + :!::(O,-.~)-.E(O.O)
R R nR nRxx x x

= 0

EDoor vervanging van nR door ~ gaat deze vergelijking over in:
x

(3-51).

We kunnen de functiewaardeu,in de om het punt (0,0) liggende punten)uitdrukken

met behulp van reeksontwikkeling:

~(~,O) AO~(O,O) ~2 ö2~(0.0) + ~3 ö3~(0,0) ~h o4~(0,0)= ~(O,O) + u ox + 2T 2' + 4T 4 +öx 3. öx3 • öx

~(-~,O)
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~(0,8) ~(O~O) + 6ó~(OJO) 82 ó2~(0 0) 83 ó3~(O 0) 84 ó4~(0 0)
= +- '+- ' + "fiT 42 +óz 2! óz2 3! óz3 .0 óz

~(0,-8) = ~(Q,O) - 6Ó~(020) 82 ó2~(0,0) 63 ó3~(O)O) 64 ó'~~(O,O)
ó~ + 2! óz2 -- 3T óz3 + hT 4 - --._--

+. óz

Vermenigvuldigen we van deze uitdrukkingen de hree bovenste met n en tellen we

daarna de vier verkregen uitdrukkingen op,dan krijgen vre :

n {~(6,0)-~(O,0)+~(-6,0) ..~(0,0)} + ~(O,6)-~(0,0)+~(0,-8).·~(0,0)

= 0 (3-52)

Substitueren we in (3-52) de betrekkingen (3··48) en (3·-49)dan gaat deze uitdruk·

king over in:

= 0 (3 -53)

In het knooppunt van het weerstandnetwerk geldt vergelijking (3-51).

Dat wat in deze vergelijking verwaar-Loosd ,-rordtis dus:

22(n+n )
4! '

(3 -54)

In een isotroop gronQDassief (n=1), gaat deze tern over in de tern~(2-9).

Bij de beschouwingen in het voorgaande,is steeds stilzwijgend uitgegaan van een

permanente stromingstoestand. Bij niet-permanente problemen kunnen we onder-

scheid maken in:
a) grenzen,waarvan de ligging in de tijd onveranderlijk is.

b) grenzen,die in de tijd varieren (b,v, vrije grond,.,aterspiegel).
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Voor niet-permanente problemen met grenzen ad. a kan de beschouwing,die in het
voorgaande is gegeven zonder meer worden toegepast (zie:,opm. blz. 37).
Indien bij dergelijke problemen de grenzen in de tijd var1ëren,dan ontstaan
enige nieuwe problemen. In het volgende hoofdstuk wordt op het realiseren van
dergelijke randvoorwaarden nader ingegaan.

N.B. De hierna volgende hoofdstukken zullen in een binnenkort te verschijnen
Deel II worden opgenomen.
Deel II zal een complete literatuuropgave bevatten.
De bij Deel I behorende literatuur-opgave is daarom los bijgevoegd.




