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1. ENKELVOUDIG MASSA-VEERSYSTEEM 

1.1 V r i j e , ongedempte t r i l l i n g e n 

We beschouwen een massa m die met een veer ( v e e r s t i j fheid k) 
verbonden i s aan een als star t e beschouwen fundatie ( f i g . 1.1). 

u 

Fig. 1.1 

Als het ef f e c t van de zwaartekracht buiten beschouwing wordt 
gelaten en alleen een verplaatsing i n de r i c h t i n g van de veer 
mogelijk i s dan volgt u i t de wet van Newton de 
bewegingsvergelijking 

mü + ku = O. (1.1) 

Hierin i s u de verplaatsing vanuit de stand waarin de veer 
onbelast i s . 

De oplossing van deze homogene v e r g e l i j k i n g kan a l t i j d ge
schreven worden i n de vorm 

u = cos U(,t + sin (Oot (1.2) 

met (Op = ^ k/m. Onafhankelijk van de begintoestand zal de massa 
steeds met dezelfde radiaalfrequentie ((Op) gaan t r i l l e n . Deze 
frequentie wordt de eigenfrequentie genoemd. Als de beginwaarden 
op het t i j d s t i p t = O gegeven z i j n door 

u(0) = Up,- ü(0) = Vp 

dan z i j n hiermee de waarden van en vastgelegd. Het 
resultaat i s 

u = Up cos Wpt + — sm (dpt (1.3) 

Een andere s c h r i j f w i j z e voor de algemene oplossing (1.2) i s 

u = u cos ( O p t - (p) (1.4) 
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A 
waarin u de amplitude van de beweging geeft en (p de fasehoek. U i t 
(1.4) v o l g t 

A 

u = u [cos (Opt C O S (p + sin U p t sin 9] 

zodat het verband tussen (1.2) en (1.4) i s 
A r 
u = •> 

(Cj + Cp ; (p = + arctan (1.5) 

Nog een andere s c h r i j f w i j z e i s de complexe notatie 

A i("o"t-?)) 
u = u e E U [ cos (0) 01-9) + i sin (Upt-^) ] (1.6) 

Er wordt h i e r b i j afgesproken dat de fysische grootheid het reële 
deel i s van de complexe functie. 

U i t Wq = -xj k/m volgt dat een verhoging van de v e e r s t i j fheid k 
met een factor 2 t o t gevolg heeft dat de eigenfrequentie met ^ 2 
omhoog gaat. Wordt de massa met een factor 2 verhoogd dan gaat de 
frequentie met een factor •>] 2 omlaag. 

De i n de veer opgehoopte elastische energie i s h ku^ en de 
kinetische energie van de massa m i s k mü^. 
Door s u b s t i t u t i e van (1.3) volgt 

1 1 ^ 1 2 1 
- ku^ + - mu^ = - k U g + — mVp, (1.7) 
2 2 2 2 

m.a.w. de som van de potentiële energie en de kinetische energie 
i s op elk moment constant en dus g e l i j k aan de som i n de begin
toestand. Dit was te verwachten immers er i s geen d i s s i p a t i e van 
energie door demping. Voor een middenstand (u = 0) i s a l l e ener
gie omgezet i n kinetische energie van de massa, t e r w i j l i n de 
u i t e r s t e standen (u = 0) a l l e energie opgeslagen i s i n de veer. 

We geven nu enkele voorbeelden die door een zelfde tweede 
orde d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g als gegeven i n (1.1) worden 
beschreven. 
A l l e r e e r s t de als massaloos te beschouwen buigbalk (Fig. 1.2) met 
een massa m aan het eind. De veer i s i n d i t geval een buig-
veer. 

Fig. 1.2 

De bewegingsvergelijking wordt 
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3 EI 
mü + u = O (1.8) 

en de eigenfrequentie 

3 EI 

m̂ ' 

Een tweede voorbeeld geeft Fig. 1.3. 

////////// 

& 
<—0-

u 

Fig. 1.3 

Een massaloze, starre balk i s aan één eind scharnierend bevestigd 
en draagt aan het andere eind een massa m. Op een afstand a van 
het scharnier i s de balk verend ondersteund. Het verband tussen 
een kracht en verplaatsing aan het balkeind kunnen we aangeven 
als 

Fm = k*u 

een effectieve v e e r s t i j f h e i d i s . U i t het evenwicht waarin k 
vol g t voor de kracht t e r plaatse van de veer 

e 
Fv = -

a 

en bovendien geldt 

r a ^ 

= k'̂  - u 
a 

F̂  = ku^ = k u. 

u i t deze twee vergelijkingen volgt de effectieve v e e r s t i j f h e i d 

/a^2 
k 

zodat de d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g wordt 

mü + k u = O (1.9) 

en de eigenfrequentie 
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k 

iti 

Het verschuiven van de veer vanuit het eindpunt naar l i n k s heeft 
dus een sterke invloed op de effectieve s t i j f h e i d . 

1 Y/A V/A 1 
WA - I 

Fig. 1.4 

Fig. 1.4 geeft een s c h i j f met een massa-traagheid I verbonden aan 
een als massaloos te beschouwen as. De as werkt dus als een 
torsieveer met s t i j f h e i d k gedefinieerd door 

k^ (1.10) 

waarin T het torsiemoment i s en ^ de hoekverdraaiing aan het 
eind. We weten u i t de behandeling van de t o r s i e van een balk dat 

T = S. (1.11) 

waarin u de specifieke wringhoek i s (u = d^)/dx) . Voor een prisma
tische balk geldt dan 

k = — (1.12) 

Heeft de balk een cirkelvormige doorsnede of i s het een buis 
waarvan binnen- en buitenstraal concentrische c i r k e l s z i j n dan i s 

= GIp waarin lp het polaire traagheidsmoment i s en G de g l i j -
dingsmodulus. 
Toepassing van de wet van E u l e r voor de r o t a t i e van een lichaam 
geeft de bewegingsvergelijking 

+ k9 = 0. (1.13) 

Dit i s weer een zelfde v e r g e l i j k i n g als (1.1) en de eigenfrequen
t i e i s 

k 

I I ^ 

Fig. 1.5 geeft een elastische as met twee massatraagheden, d i t i s 
i n wezen een systeem met 2 vrijheidsgraden. 
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*:1 

.^2 

Fig. 1.5 

De bewegingsvergelijkingen z i j n 

I i ^ i + k ( ^ i - ? ) 2 ) = 0 

I2Ü2 + k(^^-9)i) = 0 

H i e r u i t volgt 

(1.14) 

(?>2-^l) + 
k k \ 
_ + _ 
U i I 2 ; 

en na invoering van 4i 
geschreven worden als 

(^2-?>i) = O, (1.15) 

(p̂ -tp., kan deze v e r g e l i j k i n g ook 

I , l 2 
^ + k<̂  = O, 

( I i + I 2 ) 

De eigenfrequentie voor de t o r s i e t r i l l i n g e n i s 

(1.16) 

( I i + Iz) 
k . 

I 1 I 2 

De bewegingsvergelijking i s weer die voor een enkelvoudig massa-
veersysteem en de oplossing 

^ = <p2~'Pi = A cos Ugt + B sin Upt. (1.17) 

Optellen van de bewegingsvergelijkingen (1.14) geeft 

I i ^ i + I2^Ó2 = O (1,18) 

met als algemene oplossing 

+ I2V)2 = C + Dt. (1.19) 
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De volledige oplossing i s 

I , I 2 C D 
(p^ = AcosUgt BsinUgt + + 

( I i + I z ) ( I 1 + I 2 ) ( I 1 + I 2 ) ( I 1 + I 2 ) 

(1.20) 

I I I i C D 
IP2 = AcosWot + BsinUpt + + 

( I 1 + I 2 ) ( I 1 + I 2 ) ( I 1 + I 2 ) ( I 1 + I 2 ) 

Of na invoering van andere constanten 

(p^ = (p^ + (üt — cos Upt - Cj sin U(jt 

^2 = ^0 + "''̂  + — (Cl cos Upt + C2 sm (dpt) . 
I 2 

(1.21) 

De eerste twee termen geven de eenparige beweging van het gehele 
systeem waarbij dus geen vervorming van de as optreedt. De 
laatste twee termen geven de t o r s i e t r i l l i n g waarbij de schijven 
i n tegenfase z i j n . De amplituden z i j n omgekeerd evenredig met de 
traagheidsmomenten. 

Tenslotte geeft Fig. 1.6 nog een voorbeeld waarbij er een 
tandwieloverbrenging i s tussen twee assen waarop schijven met 
massatraagheden 1^ en I 2 z i j n geplaatst. De t o r s i e s t i j f h e i d van 
de twee assen wordt aangegeven met k^ en kg. De overbrenging 
rg/rp = n. De massatraagheid van de tandwielen mag verwaarloosd 
worden t.a.v. I j ^ en I g . We z i j n alleen geïnteresseerd i n t o r s i e 
t r i l l i n g e n van het systeem. 

Fig. 1.6 

De bewegingsvergelijkingen voor de r o t a t i e van de twee schijven 
z i j n : 

Tl 
I i ^ i = Tl ; 12^2 = - T2 = — (1.22) 

n 
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De hoekverdraaiing van het kleine tandwiel i s 

9r, = <l>2 -
k, 

= (p2 + 
nk. 

en van het grote tandwiel 

9q = 9p = 9>2 -
n n n^k, 

Voor geldt 

k 1 
- (P2 -

n 

(1 1 
— + 

I k i n ^ k j j 

of met k gedefinieerd door 

1 

k 

vinden we 

1 1 
— + 
k, n^k. 

Tl = - k 
n 

(1.23) 

Na s u b s t i t u t i e i n de bewegingsvergelijkingen (1.22) r e s u l t e e r t 
d i t i n 

I j ^ i + k 

n l 2 ^ 2 + ^ 

91 + - *>2 

n 

^1 + - ^2 

n 

= O 

= O 

(1.24) 

H i e r u i t volgt voor de eventuele t o r s i e t r i l l i n g 

V>i + - 9>2 
n 

+ k 9l + - ^2 

n 
= O (1.25) 

waarin het effectieve traagheidsmoment I gedefinieerd i s door 
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I l l 

I I j n ^ i j 

De eigenfrequentie van de t o r s i e t r i l l i n g i s 

I 

Op dezelfde wijze als i n het voorgaande voorbeeld kan aan de 
oplossing van (1.25) eenparige beweging toegevoegd worden 
waarvoor 

1 
9l = 92-

n 

1.2 V r i j e , gedempte t r i l l i n g e n 

De oplossingen die we i n de vorige paragraaf gegeven hebben dem
pen nooit u i t , maar we weten dat d i t i n de natuur n i e t voorkomt. 
Na verloop van t i j d sterven v r i j e t r i l l i n g e n u i t t.g.v. een 
a l t i j d aanwezige, soms geringe demping. 

Fig. 1.7 Gedempt massa-veersysteem 

In het massa-veersysteem wordt nu een demper p a r a l l e l met de veer 
geplaatst; zie f i g . 1.7. I n veel gevallen zal de demping een zgn. 
viskeuze demping z i j n d.w.z. de dempingskracht i s een functie van 
de re l a t i e v e snelheid zoals bijvoorbeeld i n een schokbreker. De 
eenvoudigste viskeuze demper i s de l i n e a i r e demper, d.w.z. de 

1.8 



dempingskracht i s evenredig met en tegengesteld aan de snelheid. 
Dit i s een benadering van de werkelijkheid die d i k w i j l s voldoende 
nauwkeurig i s als maar de dempingscoëfficiënt van de l i n e a i r e 
demper zo gekozen wordt dat b i j t r i l l i n g de energiedissipatie per 
cyclus g e l i j k i s aan die i n het werkelijke systeem. De bewegings
v e r g e l i j k i n g voor v r i j e , gedempte t r i l l i n g e n wordt 

mü + cü + ku = O (1.27) 

en na in t r o d u c t i e van de eigenfrequentie voor het ongedempte 
systeem 

WQ = ^ k/m 

en van de dimensieloze dempingsfactor i" gedefinieerd door 

c 
2 = - (1.28) 

m 

kan (1.27) ook geschreven worden i n de vorm 

, 2 

U + 2 C ( O O U + Ü Q U = 0 . (1.29) 

Door de s u b s t i t u t i e u = e^* gaat de tweede-orde d i f f e r e n t i a a l 
v e r g e l i j k i n g over i n de algebraïsche v e r g e l i j k i n g 

X'= + 2i'UoX + (dQ = 0 (1.30) 

Deze zgn. karakteristieke v e r g e l i j k i n g heeft als oplossingen: 

^ , 2 = - ^ "o ± "o r - 1 (1.31) 

De volledige oplossing i s dan 

X^t Xgt 
u = e + Cj e (1.32) 

waarin en Cj bepaald z i j n door de beginvoorwaarden. U i t de 
wortels van de karakteristieke v e r g e l i j k i n g v o l g t dat het 
karakter van de oplossing geheel verandert op het punt f = 1. 
We onderscheiden daarom de dri e gevallen ^ < 1, S > 1 en ^ = 1. 

Voor < 1 wordt de oplossing van de karakteristieke 
v e r g e l i j k i n g 

>^i,2 = - ^ "o ± iWo -J 1 - (1.33) 

en de volledige oplossing van de bewegingsvergelijking i s t e 
schrijven a l s : 
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u = e 
—lU 

C, e + C2 e 
0 N 

= e (C1+C2) cos(Uo ^ l - i - 2 t ) + i ( C i - C 2 ) sin(a), •J 1-

Het l i g t nu voor de hand i n plaats van de willekeurige constanten 
Cj en C2, twee andere constanten namelijk 

C ^ — C 1 + C 2 f Cg i ( C i - C2) 

i n t e voeren. De algemene oplossing i s dan ook als v o l g t t e geven 

u = e cos((Oo 4 l - f ^ t ) + C2 s i n (OQ ^ l - r ^ t ) J (1.34) 

waarin Cj en C2 bepaald z i j n door de beginvoorwaarden. 
K w a l i t a t i e f i s het gedrag als aangegeven i n figuur 1.8. 

Fig. 1.8 V r i j e t r i l l i n g van een onderkritisch gedempt systeem 

In (1.34) geeft de uitdrukking tussen haken een harmonische 
oplossing met een frequentie die lager l i g t dan b i j het 
ongedempte systeem. I n het geval van constructie-demping 
(i" = 0,02 - 0,03) i s deze verschuiving zeker t e verwaarlozen, 
maar d i t geldt voor praktisch het gehele gebied van technische 
toepassingen. De amplitude van de oplossing s t e r f t 
exponentieel u i t . 

Naarmate de demping kleiner i s , i s het aantal c y c l i nodig 
voor het uitsterven van de v r i j e t r i l l i n g groter. De energie 
wordt gedissipeerd i n de demper door omzetting i n warmte. 

De reductie van de amplitude over een p e r i o d e t i j d 

I S 

27t/( 

exp 

"0 N 1-

exp (-rugt) 

exp 
27ti-

(1.35) 
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Deze verhouding i s onafhankelijk van de amplitude van de t r i l l i n g 
en van de t i j d . De exponent 

wordt het logaritmisch decrement genoemd en i s voor l i c h t 
gedempte systemen b i j goede benadering 2 71̂ . 

Een gebruikelijke methode om informatie u i t een systeem t e 
halen i s na te gaan wat de responsie i s op een eenheidsimpuls. De 
bewegingsvergelijking kunnen we dan als volgt schrijven 

mu + CU + ku = 8 (t) (1.36) 

De delta-functie i s per d e f i n i t i e nul voor t ^ O en voor t = O i s 
ze zodanig oneindig dat 

+ 00 
n 

8(t) dt = 1, 
u 
— 00 

(1.37) 

Integreren van de bewegingsvergelijking over het gebied van -s tot + e 

waarbij 8^0, geeft 
± 

u (0+) = 0; ü (0+) = - . 
m 

Met deze beginvoorwaarden volgt u i t (1.34) de zg. impuls-
responsie 

h ( t ) 
-f(o„t _ I 
e sm ((d(, 4 l - i " t ) , t > 0. (1.38) 

mOo -\ l - r ^ 

Voor ( > 1 geldt 

1 ,2 = - ± (O O N 

en 

- r " , t | 
u = e Ĉ e 

f^- 1 t 
+ C^e (1.39) 

De oplossing i s een superpositie van twee termen die beide 
exponentieel uitsterven. We kunnen n i e t meer spreken van een 
t r i l l i n g , maar van een terugkruipen naar de evenwichtsstand. 
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Fig. 1.9 Beweging van een massa-veerysteem dat bovenkritisch 
gedempt i s 

In verband met praktische toepassing i s het gebied > 1 van 
weinig belang. 

Tenslotte hebben we nog het k r i t i s c h gedempte systeem 
waarvoor i" = 1. De wortels van de karakteristieke v e r g e l i j k i n g 
z i j n dan beide 

en de algemene oplossing i s te beschrijven i n de vorm 

-^(d,t 

u = e [Cl + C 2 t ] (1-40) 

1.3 Gedwongen t r i l l i n g e n 
De wet van Newton toegepast op het l i n e a i r , enkelvoudig massa-
veersysteem ( f i g . 1.10) dat geëxciteerd wordt door een uitwendige 
kracht f ( t ) l u i d t 

mü + cü + ku = f ( t ) (1.41) 

I s de functie f ( t ) periodiek dan kan ze ontwikkeld worden i n een 
Fourier-reeks en kan de volledige oplossing verkregen worden door 
aan de oplossing van de homogene v e r g e l i j k i n g voor elke Fourier-
term een p a r t i c u l i e r e oplossing toe t e voegen. 

We beschouwen nu de oplossing b i j e x c i t a t i e door één Fourier-
term d.w.z. ten gevolge van een harmonische e x c i t a t i e . De 
bewegingsvergelijking i s i n d i t geval 

mü + cü 4- ku = f j , cos (ot (1.42) 

De t o t a l e oplossing i s voor i" < 1 te schrijven als (1.34) 

u = e Cl cosU(j-\j l - r ^ t j + C j s i n l o o ^ l - i ' ^ t + part. oplossing 

(1.43) 
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f ( t ) 

Fig. 1.10 Gedwongen t r i l l i n g e n van een massa-veer systeem 

Het i s voor de hand liggend als p a r t i c u l i e r e oplossing een 
harmonische functie te veronderstellen met een frequentie g e l i j k 
aan de frequentie van de e x c i t a t i e . Vanwege de demper zullen 
echter de belasting en de verplaatsing n i e t i n fase z i j n . Met 

u = A cos wt + B sin (dt (1.44) 

volgt na s u b s t i t u t i e i n (1.42) 

(- mo)̂  4- k)A + co)B = f 
O 

(— m&)̂  + k) B - c(oA = O 
(1.45) 

Geschreven met COQ = k/m en r = c/(2 •̂| mk) i s de oplossing 

(1-üVwo) f 
A = _ 

, 2 2 2 2 2 
(l-0)VWo) + 4 r 0) /(dg 

O 

k 

B = 

(1.46) 

, 2 2 2 2 2 ^ 
(l-(dV"o) + 4 r (d /(do 

Een andere s c h r i j f w i j z e voor (1.44) i s 

1.13 



U = Up COS((0t - <i>) 

waarin de amplitude 

en 

2+B2) = 
• 

f "^1 
2 2 • 

2_ + 4^2 — + 4^2 

0 

V J 

(0 
2r — 

B 

tan ^ = - = 

(1.47) 

— (1.48) 

(1.49) 

I n plaats van bovenstaande behandeling met reële grootheden 
kunnen we ook nagaan wat de s t a t i o n a i r e responsie i s op een har
monisch ingangssignaal 

f ( t ) = fo e i wt (1.50) 

waarbij weer stilzwijgend wordt aangenomen dat het reële deel van 
deze func t i e de betreffende fysische grootheid i s . 

De responsie wordt geschreven i n de form 

u ( t ) = H(u) fo e i wt (1.51) 

waarin H(u) de (complexe) frequentie reponsiefunctie van het 
systeem wordt genoemd. Voor d i t enkelvoudig massa-veersysteem 
geldt 

met 

vo l g t 

H(a)) = 
(— mû  + k + icu) 

H(u) = IH(u) I e~ ̂  

(1.52) 

(1.53) 

u. 
— = H(ü) = 

1 - + 4 r 
rw \ 2 

(1.54) 

en 
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tan (j) = 
Im[H(o)] 

Re[H(u)] 

2f 

(0 2\ 
(1.55) 

1 

0 

De vergelijkingen (1.54) en (1.55) geven het verband tussen de 
complexe functie H(u) en de eerder ingevoerde reële grootheden u^ 
en (j>. 

De factor f o / k i n (1.48) geeft de statische verplaatsing aan 
t.g.v. de kracht f^,. I n de 
p a r t i c u l i e r e oplossing (1.44) of 
stanten 

t o t a l e oplossing (1.43) 
(1.47) z i j n de integratiecon-

met 

en Cg 

bepaald u i t de beginvoorwaarden. Als u 5̂  U Q , d.w.z. er i s geen 
e x c i t a t i e i n de eigenfrequentie, dan zullen de v r i j e t r i l l i n g e n 
(algemene oplossing van de homogene vergelijkingen) uitsterven en 
b l i j f t alleen de p a r t i c u l i e r e oplossing over. 

Beschouwen we nu de ongedempte oplossing 

^ 0 = 
2 -

1 -

(1.56) 

Als u ^ O dan nadert de verplaatsing naar de statische 
verplaatsing f o / k . I n het gebied o/Wo < 1 z i j n kracht en ver
plaatsing i n fase, t e r w i j l ze i n tegenfase z i j n voor w/Uj, > 1. 
Voor w/Uo » 1 gaat de verplaatsing u naar nul, d.w.z. de massa 
reageert nauwelijks meer op de hoge frequenties. Op de eigenfre
quentie w/ŵ  = 1 gaat binnen de l i n e a i r e theorie de amplitude 
naar oneindig en verandert de fasehoek p l o t s e l i n g van O naar T I 
(zie f i g . 1.11 voor f = 0). 

Fig. 1.11 geeft ook het e f f e c t van demping op amplitude en 
fasehoek. Door de demping wordt de amplitude gereduceerd en 
speciaal voor u/Wo = 1 b l i j f t nu de amplitude eindig, bovendien 
gaat de faseovergang nu g e l e i d e l i j k . 

Het maximum van de amplitude treedt op voor een eigenfre
quentie die i e t s lager l i g t dan de eigenfrequentie ü^. U i t (1.48) 
vo l g t dat het maximum optreedt voor 

û ^ 2 

\Wo/ 

1 - 2r (1.57) 
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mits i" < ^ •>| 2 en de maximale amplitude i s dan 

1 f„ 

u 
O max 

(1.58) 

2r 1 - r' 

Voor l i c h t gedempte systemen kan b i j goede benadering gesteld 
worden dat de maximale amplitude optreedt voor u = WQ en dat 

u 
O max 

1 f, 

2i k 
(1.59) 
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u i t f i g . 1.11-a b l i j k t dat de breedte van de resonantiepiek 
bepaald i s door Definiëren we de breedte als het frequentie-
gebied waarvoor 

1 p 

2 

dan i s eenvoudig na te gaan dat voor kleine waarden van d.w.z. 
als ^2 verwaarloosd mag worden t.o.v. 1, d i t gebied loopt van 
Ui/(Oo = 1 — 1 t o t W Z / U Q = 1 + 1. H i e r u i t volgt 

(«2 - Wi) 
r = . (1.60) 

Is u i t een experiment de amplitudegrafiek bekend dan kunnen we 
met (1.60) daaruit f bepalen. 
De t o t a l e oplossing i s (1.43): 

u = e cos(Uo^ l—^'^t)+ Cj sin(Up^ l - f ^ t ) J + Ug cos(o)t-^) 
(1.61) 

maar t o t nu toe i s alleen de s t a t i o n a i r e oplossing of de zg. 
gedwongen t r i l l i n g beschouwd en de uitstervende v r i j e t r i l l i n g ^ 
het inschakelverschiinel genaamd, buiten beschouwing gelaten. De 
waarden 

en C2 

z i j n bekend u i t de beginvoorwaarden van de t o t a l e beweging. 
We kiezen als voorbeeld een excitatiefrequentie w = 1/8 Wg 

en een zodanig logaritmisch; decrement dat de amplitude van de 
v r i j e t r i l l i n g elke cyclus 10% daalt. Z i j n verder de beginvoor
waarden u(0) = O en ü(0) = O, dan ontstaat de beweging als aange
geven i n f i g . 1.12. 
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Fig. 1.12 Gedwongen t r i l l i n g en inschakelverschijnsel 

De maximale amplitude van de beweging i s i n d i t geval ongeveer 
twee maal zo groot als de amplitude van de s t a t i o n a i r e oplossing. 
Voor deze parametercombinatie i s na enkele perioden van de 
gedwongen t r i l l i n g het inschakelverschijnsel verdwenen. 

1.4 T r i l l i n g s i s o l a t i e 

Een n i e t v o l l e d i g gebalanceerde machine moet d i k w i j l s geïnstal
leerd worden i n een constructie die n i e t mag t r i l l e n . Voorbeelden 
z i j n een motor i n een auto of een schip. De machine moet dan zo
danig opgesteld worden dat t r i l l i n g e n nauwelijks doorgegeven 
worden naar de fundatie. 

De algemene oplossing bestaat u i t het verend opstellen van 
de machine. 
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f COS Ü)t 
O 

Fig. 1.13 

De doorgeleide kracht (r) i s de som van de veerkracht en de dem
perkracht. Dit betekent i n het s t a t i o n a i r e geval (1.44) 

r = cü + ku = (kA + c(oB) cos ut + (kB - cwA) sin ut (1.62) 

met 

— -\ k/m ; f = c/(2 ^ mk), 

en gebruikmakend van (1.46) volgt 

cos ut + 2^ 
• f 'u • 2 'U ' 

p -
+ 4f2 

. i 

r u ̂  
sin ut 

r = 
^U ^ 2 1 

1 + 

Schrijven we de fundatiekracht als 

r = cos (ut - ^) 

dan wordt het resultaat 

(1.63) 

(1.64) 
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N L 

1 + 4^2 

(02N 

1 
0)2 

+ 4f2 _ 
(02 
0 

(1.65) 

en 

(0-
2i- — 

0)3 

tan iji = 
2 1 

1 + (4i-^- 1) — 
0)2 

(1.66) 

In het ideale geval i s de transmissiecoëfficiënt r^/f^ n u l , maar 
voor praktische toepassing moet deze amplitudeverhouding k l e i n 
z i j n . 

:<;=o 

:=0.5 

C/Cc = 

cü/üJ 

Fig. 1.14 Transmissie coëfficiënt voor een verende o p s t e l l i n g 

Fig. 1.14 geeft r^/f.^ als functie van 6)/o)o en De conclusie i s 
dat de eigenfrequentie laag moet z i j n t.o.v. de e x c i t a t i e 
frequentie. Voor 0)/0)(j < •>! 2 wordt de t r i l l i n g s o v e r d r a c h t door de 
veren slechter. I n het geval 0)/o)o = 5 en = O i s de overdracht 
r g / f o = 1/24j d i t i s de orde van grootte die g e b r u i k e l i j k i s . 

I n het gebied waar een verende ondersteuning zinvol isjWordt 
de overdracht door demping slechter. Dit e f f e c t i s echter voor de 
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g e b r u i k e l i j k e dempingsfactoren n i e t groot, bovendien moet t i j d e n s 
het aanlopen van een motor de eigenfrequentie (Og gepasseerd 
worden en dan i s het voordelig dat het systeem wat gedempt i s . 

Het i s ook mogelijk dat een apparaat geïsoleerd moet worden 
voor t r i l l i n g e n die via de fundatie worden toegevoerd, b i j v . door 
een aardbeving. 

Fig. 1.15 

We gaan nu u i t van een harmonische beweging van de fundatie 

a = a^ cos (dt. 

De bewegingsvergelijking wordt 

mü + cü + ku = ca + ka = ka^ cos (ot — coja^ sin (dt (1.67) 

en kan d i r e c t gecorreleerd worden met (1.42). 

De s t a t i o n a i r e oplossing wordt weer geschreven i n de vorm 

u = A cos (dt + B sin (ot (1.68) 

Na s u b s t i t u t i e i n (1.67) volgt voor A en B: 

(— mcd̂  + k) A + c(d B = kap 
(1.69) 

(- m(d̂  + k) B - c(d A = - c(dap 

met als oplossing 
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2 ,,2 A k(k—m(i)^)+ c^Q 

(k-mu^) 2+ 0^0)2 

•2 1 + 4̂ ^ — 

,2N 0)' 

+ 4^2 _ 
0)2 

0 

2r 

B 

a. 

cmo)-' 
(k-in0)2)2+ c2(o2 • 

1— 
0)2 

0 

+ 4i-' 
0)' 

0)' 

Schrijven we (1.68) i n de vorm 

u = Ug cos (0)t - ip) 

dan geldt voor de amplitude u^ en de fasehoek ip 

a, 

1 + 4r2(o2/y^ 

1 - o)2/a)2^ 2 + 4^^o)-^/u; 
0 0 

2,,2 /,,2 

tan = 
2^ 0)Vwo 

2 /,.2 
1 + (4i-'=-l)0)Vw 

(1.70) 

(1.71) 

Deze oplossing i s identiek met (1.65) en (1.66) zodat f i g . 1.14 
geldig b l i j f t als we de verhouding van de krachtsamplituden r^/f^ 
vervangen door de verhouding van de verplaatsingsamplituden 
Uo/aQ. Ook de opmerkingen op basis van f i g . 1.14 b l i j v e n geldig 
met het oog op de i s o l a t i e voor t r i l l i n g e n vanuit de fundatie. 

1.5 Integraal van Duhamel 

In paragraaf 1.3 i s de oplossing van de d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g 

mü + cü + ku = f ( t ) 

gegeven voor het geval f ( t ) een harmonische belasting i s . I s f ( t ) 
een willekeurige (niet-periodieke) functie van de t i j d dan staan 
er twee wegen open n l . een directe numerieke i n t e g r a t i e of de be
paling van de zgn. Duhamel-integraal. De laatste methode w i l l e n 
we hier t o e l i c h t e n . 

De algemene oplossing van de homogene bewegingsvergelijking 
i s 
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u = e 

en met de beginvoorwaarden 

u(0) = ; u{0) = V 

wordt d i t 

A cos(ü(, -J 1 - i'^t) + B sin(a)o ^ 1 - t ) _ 

0 ' 

u = e 
(Vo + fWoUj ( I ] 

(1.72) 

Wo 4 W 

Hieraan moet de p a r t i c u l i e r e oplossing toegevoegd worden waarvoor 
u(0) = O en ü(0) = 0. I s het krachtverloop f ( t ) als i n f i g . 1.16 
aangegeven dan i s het e f f e c t van de impuls f(T)dT voor t < T n i e t 
aanwezig en gelden voor de v r i j e t r i l l i n g i n het tijdsdomein 
t > T de beginvoorwaarden 

u(T+) = 0; ü(T+) = 
f(T)dT 

m 

Met (1.38) volg t dan voor t > T 

-fw (t-T) 

u = sin { ( O , 4 l - f 2 ( t - T ) } f(T)dT (1.73) 

mwo •̂J l-i-2 

De t o t a l e oplossing i n c l u s i e f het inschakelverschijnsel wordt 

u ( t ) = e [ U Q C O S ( ( O O 1 - r t ) + 

( V O + ^ W Q U O ) 

s i n ( O Q 4 1-^^t) J + 

Uo 4 W 

-i-u„t t 

+ 
+ rUoT 

f(T) e sin {UQ ^ l - i - 2 (t-T) } dT (1.74) 

mUo^ l - i " 2 O 

De laatste term i n (1.74) staat bekend als de integraal van 
Duhamel. 
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2. 

2.1 

SYSTEEM MET TWEE GRADEN VAN VRIJHEID 

V r i j e t r i l l i n g e n 

K A A A A A A A t 
VTT/ 

Fig 2.1 

Met een enkelvoudig massa-veersysteem kunnen reeds a l l e r l e i 
t r i l l i n g s v e r s c h i j n s e l e n en gevallen van t r i l l i n g s i s o l a t i e worden 
onderzocht. Er i s echter een aantal verschijnselen dat slechts 
verklaard kan worden aan de hand van een systeem met meer dan één 
vrijheidsgraad. Voordat we een discreet systeem met een 
wi l l e k e u r i g aantal vrijheidsgraden bespreken onderzoeken we een 
systeem met twee vrijheidsgraden. Er i s ook weer een groot aantal 
andere systemen zoals torsie-systemen en elektrische netwerken 
waarvan de beschrijving geheel equivalent i s met het tweevoudig 
massa-veersysteem i n figuur 2.1 

Toepassing van de wet van Newton geeft de bewegings-
v e r g e l i j kingen 

m̂ û  + (ki+k2)Ui - kgUj = O 

mgüg - kgUj + (k2+k3)u2 = O (2.1) 

We proberen nu een oplossing waarbij de massa's m̂  en m2 een 
harmonische beweging uitvoeren met dezelfde nog onbekende 
frequentie maar met verschillende amplituden. Veronderstel daarom 

U j = AiSin(Qt+^) ; U2 = A2sin(üt+9) (2.2) 

Na s u b s t i t u t i e i n de bewegingsvergelijkingen vinden we de 
homogene, algebraïsche vergelijkingen 

[ (-miCj2+]^^+]^^) -k. 

(-mj(o2+k2+k3) A 2 I 
= O (2.3) 

Een van nul verschillende oplossing i s alleen mogelijk voor die 
frequenties waarvoor de coëfficiêntendeterminant nul i s . Dit 
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g e e f t de zgn. f r e q u e n t i e v e r g e l i j k i n g : 

of 
2 _ = O 

0)^ -
' ki+k2 k2+k3 \ 

+ 

m 1 

«2 + 
(kik2+k2k3+k3kj^) 

= O (2.4) 

Voor de verdere behandeling vereenvoudigen we het systeem door 
het aanbrengen van de symmetrievoorwaarden 

m̂  = m2 = m k3-ki 

De f r e q u e n t i e v e r g e l i j k i n g wordt dan; 

2(ki+k2) 

m 

k i ( k i + 2k2) 
+ = O 

m2 

(2.5) 

en de oplossingen 

m 
met ( 1) = A, ( 1) (2.6-a) 

^ki+2k2^ 

m 
met A2<2) = -A,«2) (2.6-b) 

De f y s i s c h e betekenis van deze oplossing i s d u i d e l i j k . De e e r s t e 
o p l o s s i n g g e e f t een v r i j e t r i l l i n g waarvoor U i = U 2 zodat de veer 
k 2 n i e t wordt b e l a s t . Het gedrag i s a l s voor twee o n a f h a n k e l i j k e , 
enkelvoudige massa-veersystemen. De f r e q u e n t i e i s dan n a t u u r l i j k 
o n a f h a n k e l i j k van k2 en g e l i j k aan Ul = -^|(kl/m) . T r i l t het systeem 
i n de tweede t r i l v o r m dan bewegen de massa's i n tegengestelde 
r i c h t i n g en b l i j f t het midden van de veer op z i j n p l a a t s . D i t 
punt kan a l s ingeklemd beschouwd worden. Weer hebben we twee 
ontkoppelde, enkelvoudige massa-veersystemen maar de e f f e c t i e v e 
v e e r s t i j f h e i d i s (ki+2k2) en de f r e q u e n t i e dus a)2 = ̂ ( (k^+2k2)/m) . 

De v o l l e d i g e o p l o s s i n g kan geschreven worden a l s 

u^ = C i s i n ( a ) i t 4 - ^ i ) + C2sin(U2t+^2) 

U2 = Cisin((0it4-9i) 

Met de beginvoorwaarden 

C2sin(W2t+^2) (2.7) 

t = O Ui = U2 = Uo ; Ui = U2 = 0 , (2.8) 

i s de o p l o s s i n g een harmonische beweging met f r e q u e n t i e i n de 
e e r s t e t r i l v o r m . I s de b e g i n s i t u a t i e daarentegen 

Ui = -U2 = Uo Ui = U2 = O , (2.9) 

dan t r e e d t een v r i j e t r i l l i n g op met f r e q u e n t i e i n de tweede 
t r i l v o r m . Voor a l l e andere beginvoorwaarden i s de o p l o s s i n g een 
s u p e r p o s i t i e van oplossingen i n de e e r s t e en tweede t r i l v o r m . A l s 
voorbeeld k i e z e n we de beginvoorwaarden: 
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U i ( 0 ) = U(j ; U 2 ( 0 ) = 0 ; ( 0 ) = U 2 ( 0 ) = 0 ( 2 . 1 0 ) 

V e r g e l i j k i n g ( 2 . 1 0 ) g e e f t de voorwaarden v o o r de b e p a l i n g v a n 
Cj,^i,C2 en i n ( 2 . 7 ) . De v e r g e l i j k i n g e n worden 

U i ( 0 ) = C ^ s i n ? ) ! + C 2 s i n ^ 2 = 

Üĵ  ( 0 ) = Cĵ WiCOŜ ĵ  + C2 0 2 C O S ^ 2 ~ ^ 

U 2 ( 0 ) = C ^ s i n ^ i - C 2 s i n ^ 2 = O 

U 2 ( 0 ) = CiUjCOS^i - C2(<)2COS^2 = ^ 

met a l s o p l o s s i n g : 

9>i = = V 2 ; Cl = C2 = Uo/2 

De o p l o s s i n g v o o r de v r i j e ongedempte t r i l l i n g wordt met de 
gegeven b e g i n v o o r w a a r d e n 

^ 1 = 5 U Q [COSW^t + COSG)2t] 

U2 = 5 U Q [COSU^t - COSCOjt] ( 2 . 1 1 ) 

Deze o p l o s s i n g kan ook g e s c h r e v e n worden a l s 

= U Q COS|(W2-Wi)t COSi ((d2+(0i ) t 

U2 = U Q s i n | ( w 2 - ( 0 i ) t s i n | ( ( 0 2 + W i ) t ( 2 . 1 2 ) 

I n h e t b i j z o n d e r e g e v a l d a t k 2 << k^ hebben we t e maken met 
twee e n k e l v o u d i g e m a s s a - v e e r s y s t e m e n met d e z e l f d e f r e q u e n t i e d i e 
door de v e e r k 2 zwak geko p p e l d z i j n . I n zo'n g e v a l i s 

( ( 0 2 - ( 0 i ) << (o)2+Wi) z o d a t de bewegingen u^ en Ug i n ( 2 . 1 2 ) een 
f r e q u e n t i e k r i j g e n v a n I ( ü 2 + C 0 i ) en een a m p l i t u d e d i e langzaam 
v a r i e e r t . Men noemt d i t zwevingen. F i g 2 . 2 g e e f t de o p l o s s i n g v a n 
v e r g e l i j k i n g ( 2 . 1 2 ) . We z i e n ook i n de f i g u u r d a t de t o t a l e 
e n e r g i e , d i e c o n s t a n t b l i j f t , langzaam wordt o v e r g e b r a c h t v a n h e t 
ene m a s s a - v e e r s y s t e e m met v r i j h e i d s g r a a d u^ n a a r h e t a n d e r e met 
v r i j h e i d s g r a a d U2 en omgekeerd. 

Een a a r d i g e d e m o n s t r a t i e van zwevingen t . g . v zwakke k o p p e l i n g 
t u s s e n twee e n k e l v o u d i g e m a s s a - v e e r s y s t e m e n met b i j n a g e l i j k e 
e i g e n f r e q u e n t i e s g e e f t de v e e r v a n W i l b u r f o r c e ( F i g 2 . 3 ) . De 
massa aan een s p i r a a l v e e r h e e f t twee g r a d e n v a n v r i j h e i d n a m e l i j k 
een op en n e e r gaande beweging en een t o r s i e b e w e g i n g . De 
k o p p e l i n g o n t s t a a t d o o r d a t een t r e k k r a c h t op de v e e r ook een 
k l e i n e h o e k v e r d r a a i i n g g e e f t en omgekeerd een torsiemoment een 
k l e i n e a x i a l e v e r p l a a t s i n g v e r o o r z a a k t . De twee s t e l s c h r o e v e n 
( F i g 2 . 3 ) kunnen h e t traagheidsmoment I beïnvloeden t e r w i j l m 
c o n s t a n t b l i j f t ; op deze w i j z e kunnen de e i g e n f r e q u e n t i e s v a n de 
t o r s i e - en v a n de a x i a l e beweging d i c h t b i j e l k a a r g e b r a c h t 
worden. 

Wordt de v e e r u i t g e r e k t en d a a r n a de massa l o s g e l a t e n dan 
t r e e d t een a x i a l e t r i l l i n g op d i e langzaam o v e r g a a t i n een 
t o r s i e b e w e g i n g e n z . 
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Om te laten zien dat er inderdaad een zwakke koppeling optreedt 
beschouwen we het gedrag van een veerelement ds onder een hoek a 
met het horizontale vlak als er centraal op de veer een axiale 
kracht f; aangrijpt. De s t r a a l van de veerdraad i s r en van de 
spir a a l R (zie figuur 2.3). De buig- en t o r s i e s t i j f h e i d van de 
veerdraad z i j n resp. 

71 7t 1 
Sb = - Er'' ; St = - Gr'' = Sj, (2.13) 

4 2 l+i; 

Het koppel op de draad i s fR (zie figuur 2.4). 

Fig 2.4 

De incrementen van buig- en torsiehoek over ds z i j n 

fRsina fRcosa 
^'Pb = «is ; d^t = (1+v) ds (2.14) 

Sb Sb 

Het resulterende increment d^ i n figuur 2.4 heeft ook een 
v e r t i c a l e ontbondene zodat er inderdaad ook t o r s i e optreedt b i j 
axiale belasting van de veer. Met 

f = k f U + £ip 

T = £u + kt^^ (2.15) 

v o l g t voor de bewegingsvergelijkingen 

mü + k f U + £(A = 0 

I ^ ^ + £u 4- kt̂ A = O 

Z i j n nu de eigenfrequenties van de ontkoppelde systemen ^(kf/m) 
en • v j ( k t / l ) praktisch aan elkaar g e l i j k dan hebben we inderdaad 
weer een oplossing van het type (2.12) 

2.2 Gedwongen t r i l l i n g e n van een ongedempt systeem 

De bewegingsvergelijkingen voor een tweevoudig massa-
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veersysteem waarvan de massa m harmonisch geëxciteerd wordt of 
waarvan het ophangpunt harmonisch geëxciteerd wordt luiden 

m^üj + (ki+k2)Ui - kgUg = foCoswt resp k^aQCOsut 

mgüg - kgUj + kjUg = O 

De oplossing voor de e x c i t a t i e van het steunpunt i s dus de 
oplossing van het geval dat de massa m̂  geëxciteerd wordt met een 
amplitude fp = k^ag 

///Zz ÏZZZZZZZ^ 
© © 

"1 O 
a cos u t 

f cos wt 
O' • ^ k 

" i I — 1 

Fig 2.5 Twee-massaveersysteem harmonisch geëxciteerd 

De v r i j e t r i l l i n g e n , die zullen uitdempen mits de 
excitatiefrequentie n i e t g e l i j k i s aan een eigenfrequentie, laten 
we buiten beschouwing en we ki j k e n alleen naar de st a t i o n a i r e 
oplossing d.w.z naar de p a r t i c u l i e r e oplossing van de 
bewegingsvergelij kingen. 

Als verondersteld wordt dat de oplossing geschreven kan 
worden i n de vorm 

U j = Ajcosut ; U j = Ajcosot (2.18) 

Dan vinden we 

(l-(oVw2 ) fo 
Al = • — 

(l-wVw2^) ( l + k 2 / k i - ( o V " i ^ ) - k 2 / k i k i 
(2.19) 

A, = 
1 fo 

^ ( l - 0 3 V w 2 ^ ) ( l + ^ 2 / ^ i ~ " V w i ^ ) - k 2 / k i k i 

waarin 
2 V /-m . /.̂ 2 -

= k i / m i ; = k2/m2 (2.20) 
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Figuur 2.6 geeft de amplituden en Ag geschaald met de 
statische amplitude Iq/K^. 

Er z i j n zoals t e verwachten twee frequenties u'^' en w'̂ » 
waar de amplituden w worden. Dit z i j n de eigenfrequenties van het 
systeem. De amplitude Â  i s b i j één frequentie n l . ü=u>2 = 4(^2M2) 
nul. B i j deze frequentie i s de veerkracht i n veer 2 g e l i j k en 
tegengesteld aan de excitatiekracht fncoscot zodat de resulterende 
kracht op m̂  nul i s en de massa n i e t t r i l t . Voor frequenties 
lager dan Wg z i j n de bewegingen i n fase en voor hogere 
frequenties i n tegenfase. 

Een machine of machine-onderdeel wordt soms geëxciteerd op 
één bepaalde constante frequentie; vooral als deze frequentie i n 
de buurt l i g t van een eigenfrequentie kan d i t ontoelaatbare 
t r i l l i n g e n veroorzaken. Kunnen we de t r i l l i n g e n n i e t voldoende 
reduceren door wijzigen van s t i j f h e i d of massa dan i s er de 
mogelijkheid een dynamische trillingsdemper toe t e passen. 

Wordt de betreffende machine geschematiseerd met het 
massaveersysteem k^jm^ en i s de e x c i t a t i e fpcoscot, dan weten we 
nu dat een hieraan bevestigd massaveersysteem kg,mg met een 
eigenfrequentie Wg = -xlCkg/mg) g e l i j k aan de excitatiefrequentie 
t o t gevolg heeft dat de hoofdmassa m̂  n i e t meer t r i l t . Op deze 
wijze hebben we dus inderdaad een dynamische trillingsdemper 
verkregen (Frahm 1909) . Een demper heeft n i e t veel zin als de 
e x c i t a t i e n i e t dicht i n de buurt van de resonantie i s , daarom 
beschouwen we speciaal het geval 

kg k i 

mg m̂  

De verhouding van de hulpmassa t o t de hoofdmassa geven we aan met 
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Voor d i t speciale geval wordt (2.19) 

(l-oVwa^) 
A l = 

Ag = 

(l-uVw2^) (l+M-wVw2^)-M ̂ 1 
(2.21) 

(l-oVwz'^) (l+M-"Vw2^)-M 

De eigenfrequenties z i j n bepaald door de v e r g e l i j k i n g 

1-
(0. 

^ co' 

1+M- -
(0. 

-M = O (2.22) 

met als oplossing 

\ 2 (O 

1(02; 
= 1+ -

2 
+ 

4 
(2.23) 

Voor een hulpmassa die een v i j f d e deel i s van de hoofdmassa 
(11=1/5) vinden we ( o ' ^ ' = 0 , 8 c O i en w'̂  > = i , 2 5 ( 0 i 

De resonantie voor (0=(0i i s door toevoeging van het hulpsysteem 
(kg,mg) vervangen door twee resonantie frequenties één lager en 
één hoger dan ( O i . U i t figuur 2.6 zal d u i d e l i j k z i j n dat de 
dynamische demper alleen bruikbaar i s als de excitatiefrequentie 
b i j n a constant i s . D i t i s het geval voor machines die d i r e c t 
gekoppeld z i j n met synchrone elektrische motoren en generatoren. 
Voor machines met variabele toerentallen i s deze demper n i e t 
zinvol omdat het systeem met één eigenfrequentie vervangen i s 
door een systeem met twee eigenfrequenties die resp. wat lager en 
wat hoger liggen. 

2.3 Gedwongen t r i l l i n g e n van een gedempt systeem 

We beschouwen een systeem met demping en brengen i n d i t geval 
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U, f = f COStüt 
1 O 

Fig 2.7 

alleen een demper aan tussen de twee massa's, zie figuur 2.7. De 
e x c i t a t i e i s een harmonische e x c i t a t i e van massa m̂  

De bewegingsvergelijkingen worden 

'mi 0̂  'Ui> 
+ 

'Cg -Cg f 
+ 

,0 mg; .Üg; t-Cg Cg, ^2' \ 

k^+kg -k, 'f (jCOSüt' 

/ Ug, 0 

(2.24) 

We z i j n alleen geïnteresseerd i n de gedwongen t r i l l i n g e n en laten 
de v r i j e t r i l l i n g e n t.g.v het inschakelverschijnsel buiten 
beschouwing. Omdat er faseverschuiving optreedt zoeken we een 
oplossing i n de vorm 

Ul = A i c o s w t + B i s i n u t 

Ug = AgCosut + B g s i n u t 

Na s u b s t i t u t i e i n de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o l g t : 

(2.25) 

CgW f (ki+kg)-mia)2 

-CgW ( k i + k 2 ) - m i u 2 

-k, 

CgW 

-CgW 

-k, 

-k, 

CgW 

kg-mgw^ 

-CgW 

-CgW 

-kg 

CgW 

12 ~™ 2' 

'Ai> 0̂ 

Bl 0 

Ag 0 

/ IBg j .0 ; 
(2.26) 

Dit z i j n de algebraïsche vergelijkingen voor de v i e r constanten 
Al,Bl,Ag en Bg. 

I n principe i s hiermee het probleem opgelost, maar we zullen 
nu als voorbeeld nog nagaan i n hoeverre een hulpmassa mg met veer 
kg en demper Cg geschikt i s om als trillingsdemper op t e treden. 
De toevoeging t.o.v het systeem i n de vorige paragraaf i s dus 
alleen de l i n e a i r e demper. 

We introduceren de volgende parameters: 
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jl = mg/itii ; = k i / i t i i ; = kg/nig ; 

g = w/Wi ; h = Og/Oi ; f = C2/(2m2(o^) ; = f p / k j 

en v i n d e n dan v o o r de v e r s t e r k i n g v a n de a m p l i t u d e v a n de 
hoofdmassa 

Ul = ^(Ai2+Bi2) 

t . o . v de s t a t i s c h e a m p l i t u d e : 

A 

u (2rg)2 + (g2-h2)2 

U s t ^ (2i-g)2(g2-l+;xg2)2 + [//h^g^-(g2-l) (gZ-h^ ) ] ̂  

Voor g e l i j k e eigenfrequenties (h=l) en een hulpmassa die 5% i s 
van de hoofdmassa geeft figuur 2.8 het verloop van de amplitude 
als f unctie van g=(o/(Oi. 
Als ^=0 geldt de oplossing als gegeven i n de vorige paragraaf. 

Voor i'=co i s het gedrag als voor een enkelvoudig massa-veersysteem 
met massa (m^+mj). De figuur geeft ook het amplitude verloop voor 
•̂=0,10 en i"=0,32. De maximale amplitude voor ^=0,32 i s 

aanzi e n l i j k hoger dan die voor i"=0,10 .Het i s opmerkelijk dat er 
twee punten z i j n (P en Q) die onafhankelijk z i j n van i " . De demper 
heeft nu de functie om de maximale amplitude die een functie i s 

Fig 2.8 Amplitude van de hoofdmassa als functie van w/Wi 

van h en zo laag mogelijk t e maken. Het optimum zal ongeveer 
bereikt worden als P en Q op hetzelfde niveau liggen en de 
r a a k l i j n aan de kromme horizontaal i s i n P of i n Q. Fig 2.9 geeft 
een dergelijke oplossing voor n=0,25 . Zowel de oplossing met 
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Fig 2.9 Resonantiecurve voor een optimale trillingsdemper 

horizontale r a a k l i j n i n P als die met horizontale r a a k l i j n i n Q 
i s gegeven. De optimale waarde voor de frequentie verhouding 

h = 
1+M 

= 0,8 

t e r w i j l de amplituden i n P en Q dan z i j n 
A 

u 

u s t 

2 
1+ - = 3 

De optimale dempingsfactor wordt 

r = h 
3 M 

2(1+//) 
= 0,22 

De det a i l u i t w e r k i n g van deze berekeningen laten we hier 
achterwege. Met deze trillingsdemper waarbij /x = 0,25 werd 
gekozen, kunnen we dus i n het gehele freguentiegebied de 
amplitude reduceren t o t driemaal de statische amplitude. 

Wordt de veerconstante k2=0 gesteld dan hebben we dus alleen 
een l i n e a i r e demper tussen de hulp- en hoofdmassa. Deze demper 
staat bekend als de Lanchester-demper. Het zal d u i d e l i j k z i j n dat 
W2=0 en h=0. De optimale demper geeft een maximale amplitude 
verhouding 

A 

— = 1 + - = 9 voor 11=0,25 

u s t 

en de daarbij behorende dempingsfactor 
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1 
S = = 0,42 voor /i=0,25 

4[2(2+il) (1+11) ] 

Fig 2.10 toont een constructieve uitvoering van een Lanchester-
demper. 

E E 3 
I IS 

Fig 2.10 Lanchester-demper. 

Het b l i j k t dat de amplitude van de rel a t i e v e beweging van de 
hulpmassa t.o.v de hoofdmassa en dus de veerkracht i n de veer 2, 
d r i e a viermaal zo groot i s als voor de hoofdbeweging. Met het 
oog op vermoeiing kan d i t een probleem z i j n , daarom wordt wel 
voor een Lanchester-demper gekozen hoewel deze, zoals u i t het 
voorbeeld b l i j k t , minder e f f e c t i e f i s . 
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3 DISCRETE SYSTEMEN MET VEEL VRIJHEIDSGRADEN 

3.1 Bewegingsvergelij kingen 

Als we denken aan werkelijke constructies zoals schepen, 
offshore constructies, auto's, treinen, kranen, gereedschapswerk
tuigen en a l l e r l e i apparaten i n de fijnmechanische i n d u s t r i e , dan 
z i j n deze constructies dermate gecompliceerd dat alleen met 
moderne numerieke methoden het i n wezen continue systeem geredu
ceerd kan worden t o t een voldoend nauwkeurig discreet systeem met 
veel vrijheidsgraden. Voor deze systemen zullen de lagere eigen
frequenties berekend moeten worden en de responsie op t e verwach
ten periodieke belasting en/of op kortdurende belastingpulsen. 
Het kennen van de responsie van de constructie op dynamische be
l a s t i n g kan belangrijk z i j n met het oog op sterkte (breuk, ver
moeiing) maar ook i n verband met comfort ( t r e i n , auto). 

Hoewel de behandeling hier beperkt wordt t o t l i n e a i r e 
systemen,hebben we i n werkelijkheid vaak met n i e t - l i n e a i r gedrag 
te maken. De responsie kan dan n i e t verkregen worden door super
p o s i t i e van de bijdragen aan een aantal trilvormen. Een directe 
numerieke i n t e g r a t i e van de bewegingsvergelijkingen i s dan de 
enige methode. Beide methoden zullen we i n d i t hoofdstuk bespre
ken. 

Het v e r s c h i l tussen de st a t i c a en de dynamica i s dat i n de 
dynamica de massakrachten i n rekening gebracht moeten worden. 
Volgens d'Alembert betekent d i t dat we aan de uitwendige belas
tingvector ( f ) , die i n het algemeen een funktie van de t i j d zal 
z i j n , een extra belastingvector -Mü moeten toevoegen en eventueel 
ook nog een vector van dempingskrachten die i n de l i n e a i r e 
theorie benaderd wordt met een snelheidsevenredige dempingsvector 
(-CÜ). Worden de massa's en de massatraagheden d i r e c t gekoppeld 
aan de vrijheidsgraden i n de knooppunten dan zal de massamatrix 
(M) een diagonaal matrix z i j n . I s er massa buiten de knooppunten 
aanwezig dan bevat M ook termen buiten de diagonaal. 

I n h e t c o l l e g e S t i j f h e i d e n S t e r k t e I I i s u i t v o e r i g 
stilgestaan b i j de d i s c r e t i s e r i n g van een constructie opgebouwd 
u i t staaf-, balk- en/of plaatelementen. We zullen daarom n i e t op
nieuw bespreken wat de elementmatrices z i j n voor diverse element
typen en de daaruit opgebouwde systeemmatrix K gedefinieerd door 

Ku = f 

waarin u de vector i s van knooppuntsverplaatsingen en/of ver
draaiingen en f de belastingvector i n c l u s i e f eventueel de massa-
en dempingskrachten. 

Wel zullen we de berekeningsprocedure voor de opbouw van de 
massa-matrix hier herhalen aan de hand van de bijdrage van een 
wi l l e k e u r i g balkelement u i t een vlakke balkconstructie die i n 
z i j n vlak belast i s . Voor andere elementtypen zoals plaat- en 
ringelementen i s de procedure identiek. 
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-mw 

-mu 

Ik 

Fig. 3.1. 

Is de massa per eenheid van lengte m dan i s de v i r t u e l e arbeid 
van de traagheidskrachten (Fig. 3.1) 

[mu8u + mrSWjdx (3.1) 

Met de lokale verplaatsingsvector voor element k: 

n^'^= I U j '^1^0 ^ 2 ^ 2 ^ 2 ^ o l 

en het verplaatsingsverloop voor de axiale en resp. de normale 
verplaatsing 

u = U l Ug 
x 

X 

w = Wi % i ^ o Wg Xg^o 1-3 
Cx ^ 2 ^3 

+ 2 

f x 1 'X 1 2 'X \ 

- +2 - - -

'X ] 
2 fx \ 

3 - -2 -l ^ k i »,<f k/ 

'X ' 

1 
CM 

'X 1 '1 k 

U k / u kJ 1 
i s een geschikt gekozen referentie lengte 
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wordt die v i r t u e l e arbeid 

- S [inÜ8u + inw-8w]dx = -8u'' ' ' ' M ' ^ U'' (3.2) 
O 

I s de massa per lengte-eenheid constant dan r e s u l t e e r t d i t i n de 
massamatrix 

Mk = 
mi,^ k« k 

420 
140 

156 

0 

22 — 

4 

70 

— O 54 

O -13 

13 

-3 

140 

156 22 

(sym.) 

de gegeven, benaderde De massamatrix i s gebaseerd op 
verplaatsingsfuncties u en w. Ze wordt daarom de consistente 
massamatrix genoemd. A l l e vrijheidsgraden, zowel verplaatsingen 
als r o t a t i e s , z i j n gekoppeld met massa. 

Met een transformatie 

_ i j i k ^ (3.3) 

kunnen we overgaan van lokale naar globale verplaatsingen en de 
bijdrage van elk element 

M* IJl k T|̂ ^ kiji k (3.4) 

aan de massamatrix van de hele constructie (M) bepalen. Naast de 
bijdragen van de verdeelde massa zullen er ook nog geconcentreer
de massa's en/of massatraagheden aan M moeten worden toegevoegd. 
De v i r t u e l e arbeidsvergelijking wordt dan 

8u'̂ Ku = 8u'̂ f (t)-8u^MÜ 

en h i e r u i t v o l g t het s t e l s e l bewegingsvergelijkingen 

MÜ+Ku = f ( t ) . 

(3.5) 

(3.6) 

Als aangenomen wordt dat de demping verwaarloosbaar i s , dan i s 
door het gegeven s t e l s e l van d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n en de 
bijbehorende beginvoorwaarden u(o) en ü(o) het dynamisch gedrag 
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van de constructie vastgelegd. 
I n principe z i j n er nu, zoals reeds opgemerkt, twee oplos

methoden, namelijk een direkte numerieke i n t e g r a t i e van het 
s t e l s e l (3.6) of een bepaling van eigenfrequenties met b i j b e 
horende trilvormen gevolgd door de bepaling van e x c i t a t i e en 
responsie van elke t r i l v o r m afzonderlijk. De t o t a l e responsie 
volgt danuitide superpositie van de afzonderlijke bijdragen. 

Hier wordt eerst de tweede procedure behandeld ; deze geeft meer 
i n z i c h t i n het dynamisch gedrag van elastische constructies dan 
de eerste methode. 

3.2 Modale analyse 

Voor het bepalen van de eigenfrequenties en trilvormen gaan we 
u i t van de homogene vergelijkingen 

MÜ+KU = 0 (3.7) 

Subs t i t u t i e van de harmonische oplossing 

A 

u = u sm wt (3.8) 

geeft 

[K-Ŵ M] ü = O (3.9) 

met een van nul verschillende oplossing voor ü als 

det| K - W ^ M I = O (3.10) 

Een systeem met n vrijheidsgraden gekoppeld met massa geeft n 
reële oplossingen voor (̂ .̂ B i j elke eigenfrequentie Wp kan een 
n i e t - t r i v i a l e oplossing u gegeven worden die slechts t o t op een 
vermenigvuldigingsfactor na bepaald i s . Door normering kan elke 
t r i l v o r m v o l l e d i g vastgelegd worden. De genormeerde t r i l v o r m b i j 
Wp wordt aangegeven met eP dus: 

KeP = ŵ  MeP. (3.11) 
P 

Ook geldt dan 

e<lTKeP = w2 ê T jŷ p̂ (3.12) 
P 

waarin e^ een willekeurige andere t r i l v o r m i s . 

Omdat eveneens geldt: 

v o l g t 

e^T^eP = ŵ  e^T MeP 
q 

(w2-w2) e^T jyieP ^ O 
p q 

d.w.z. dat voor Wp f ŵ, de volgende o r t h o g o n a l i t e i t moet gelden 
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e^T jyjeP = O (3.13) 

De n o r m e r i n g van de t r i l v o r m e n kan b i j v . zo gekozen worden d a t 

ePT MeP = 1. (3.14) 

A l s a l l e e i g e n f r e q u e n t i e s v e r s c h i l l e n d z i j n z o a l s h i e r w o r d t 
aangenomen dan kunnen we de e i g e n v e c t o r e n b i j e e n b r e n g e n i n een 
v i e r k a n t e m a t r i x E g e d e f i n i e e r d door 

E = I e^ e2 

U i t de v e r g e l i j k i n g e n ( 3 . 1 2 ) , (3.13) en (3.14) v o l g t 

E^ME = I , E^KE = 

w a a r i n I de e e n h e i d s m a t r i x i s en 

(3.15) 

(3.16) 

a = (Ol O 

O O 

O 

O 
* 

0), 

Een w i l l e k e u r i g e o p l o s s i n g u van 

MÜ + Ku = f ( t ) 

w o r d t nu gezocht i n de vorm 

u = Ea. 

S u b s t i t u t i e van deze o p l o s s i n g g e e f t 

MEa + KEa = f ( t ) 

o f 

E'̂ MEa + E'̂ KEa = E ' ^ f ( t ) 

en met (3.16) 

a + A^a = E'ff ( t ) . 

D i t i s een s t e l s e l o n t k o p p e l d e b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n . 
Met de s u b s t i t u t i e 

E^f = b 

w o r d t een w i l l e k e u r i g e b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g : 

ap+ (o^ap = b p ( t ) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

D i t z i j n dus v e r g e l i j k i n g e n a l s v o o r een e n k e l v o u d i g massa-veer-
systeem. De p a r t i c i p a t i e f a c t o r ap b e p a a l t de b i j d r a g e van de p-de 
t r i l v o r m (ep) aan de t o t a l e r e s p o n s i e van h e t systeem. T r e e d t e r 
een p e r i o d i e k e e x c i t a t i e op z o a l s b i j v e e l t o e p a s s i n g e n h e t g e v a l 
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i s , dan z a l ook bp een p e r i o d i e k e f u n c t i e z i j n d i e i s opgebouwd 
u i t een a a n t a l harmonische termen. De r e s p o n s i e op een 
harmonische e x c i t a t i e 

bp = bp s i n u t (3.21) 

w o r d t b e p a a l d door de p a r t i c u l i e r e o p l o s s i n g 

ap = ap s i n u t 

van de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g (3.20) w a a r i n 

(3.22) 

(U2-U2) P 
(3.23) 

De o p l o s s i n g e n van de homogene v e r g e l i j k i n g d i e h i e r a a n t o e g e 
voegd moeten worden z u l l e n weer s n e l uitdempen a l s g e v o l g van 
a l t i j d aanwezige g e r i n g e demping. Door deze demping z a l ook de 
a m p l i t u d e op de r e s o n a n t i e f r e q u e n t i e u = Up begrensd b l i j v e n , 
maar h i j kan wel zo g r o o t worden d a t e r gevaar o p t r e e d t v o o r 
b r e u k en v e r m o e i i n g , o f d a t h i j o n t o e l a a t b a a r i s met h e t oog op 
c o m f o r t . 

Voor l i c h t g e d e m p t e systemen d i e p e r i o d i e k worden geëxciteerd 
kan b i j goede b e n a d e r i n g worden aangenomen d a t e l k van de 
t r i l v o r m e n een s n e l h e i d s e v e n r e d i g e demping o n d e r v i n d t zodat v g l . 
(3.20) w o r d t 

ap+ 2i-p Up ap+ u^ap = bp (3.24) 

Z o a l s e e r d e r v e r m e l d i s de d i m e n s i e l o z e dempingscoëfficient ^p 
v o o r g r o t e c o n s t r u c t i e s z o a l s scheeps- en o f f s h o r e c o n s t r u c t i e s 
m e e s t a l 0,02 - 0,03. De r e s p o n s i e op de harmonische e x c i t a t i e 

A 
bp = bp s i n u t 

w o r d t i n d i t g e v a l (na uitdempen van i n s c h a k e l v e r s c h i j n s e l e n ) : 

1 -
vUp/ 

2n 2 u' 
+ 4i-2 — 

s i n ( ' u t - ^ ) (3.25a) 

met 

t a n ^ = 
2^pUpU 

(u^ - u^) 
P 

(3.25b) 
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We passen de zg. modale a n a l y s e t o e op een b u i g b a l k aan één z i j d e 
i ngeklemd en aan de andere z i j d e b e l a s t door een k r a c h t F ( t ) en 
een k o p p e l T ( t ) ( z i e f i g u u r 3.2). De massakrachten o n t s t a a n 

i F(t) 

F i g . 3.2. 

a l l e e n door een v e r d e e l d e massa p e r eenheid van l e n g t e m. Langs 
de b a l k w o r d t s l e c h t s één element gekozen en de l o n g i t u d i n a l e 
t r i l l i n g e n b l i j v e n b u i t e n beschouwing ( o n t k o p p e l d van de b u i g -
t r i l l i n g e n ) . 

De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n z i j n i n d i t g e v a l 

me 

210 
78 11 Wj 

E I 
+ — 

e^ 

12 6 Wg = F 

11 2 % 2 ̂  6 4 

en de e i g e n f r e q u e n t i e s en genormeerde t r i l v o r m e n 

0)2 = 12,48 — ; e^ = (m^) 

E I 

( e x a c t 12,36 — ) 
m̂ ^ 

2,815 

-21,454 

m^" 

2,020 , 

-2,782 

2 _ 
E I 

= 1211,52 — ; e^ = (m^) 

E I 
( e x a c t 485,5 — ) 
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/ 
/ 

F i g . 3.3. Twee t r i l v o r m e n v o o r de b u i g b a l k . 

De o n t k o p p e l d e b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n worden 

E I 1 T 
2,02 F - 2,78 -

e 

a i + 12,48 
m^^ 

a 1 (m^) 

E I 1 T 
2,81 F -21,45 -a 2 + 1211,52 a 2 (m^) 

De tweede t r i l v o r m kan met h e t gekozen v e r p l a a t s i n g s v e l d n i e t 
nauwkeurig beschreven worden; d a a r v o o r z i j n m i n s t e n s twee 
b a l k e l e m e n t e n n o d i g . Het i s dan ook n i e t t e verwonderen d a t de 
tweede e i g e n f r e q u e n t i e zeer onnauwkeurig i s . I n w e r k e l i j k h e i d 
z i j n e r o n e i n d i g v e e l e i g e n f r e q u e n t i e s v o o r de b a l k met v e r d e e l d e 
massa, z o a l s b l i j k t u i t de a n a l y t i s c h e o p l o s s i n g i n Dynamica 3-A 
Doordat we h i e r i n de d i s c r e t e b e s c h r i j v i n g s l e c h t s twee 
v r i j h e i d s g r a d e n hebben gekozen, v i n d e n we ook s l e c h t s twee 
e i g e n f r e q u e n t i e s . 

I n h e t algemeen kan g e s t e l d worden d a t b i j d i s c r e t i s e r i n g van 
s t a a f - en b a l k c o n s t r u c t i e s h e t a a n t a l e i g e n f r e q u e n t i e s en 
t r i l v o r m e n van h e t d i s c r e t e systeem d a t nauwkeurig beschreven 
w o r d t a a n z i e n l i j k k l e i n e r i s dan h e t t o t a l e a a n t a l 
v r i j h e i d s g r a d e n d a t gekozen i s ; ruwweg een derde t o t de h e l f t van 
de e i g e n f r e q u e n t i e s van h e t d i s c r e t e systeem z a l nauwkeurig z i j n . 

3.3 S t a t i s c h e c o n d e n s a t i e van de massamatrix 

Door na de modale a n a l y s e s l e c h t s een b e p e r k t a a n t a l t r i l v o r m e n 
mee t e nemen en de r e s t t e v e r w a a r l o z e n kunnen we een g r o o t 
systeem r e d u c e r e n t o t een v e e l k l e i n e r systeem. Deze zg. dyna
mische c o n d e n s a t i e i s wat n a u w k e u r i g h e i d b e t r e f t h e t b e s t e d a t t e 
b e r e i k e n i s , maar v e r e i s t h e t b epalen van een a a n t a l e i g e n f r e 
q u e n t i e s en t r i l v o r m e n v o o r een zeer g r o o t systeem en d a t k o s t 
r e l a t i e f v e e l c o m p u t e r t i j d . 

We kunnen e c h t e r ook op een andere w i j ze h e t systeem 
v e r k l e i n e n . I n h e t g e v a l van g ecompliceerde c o n s t r u c t i e s kan, 
v o o r h e t b e p a l e n van e n k e l e van de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e s en 
van de r e s p o n s i e op e x c i t a t i e s i n h e t g e b i e d van de l a g e e i g e n 
f r e q u e n t i e s , h e t a a n t a l v r i j h e i d s g r a d e n gekoppeld met massa aan
z i e n l i j k k l e i n e r z i j n dan h e t a a n t a l v r i j h e i d s g r a d e n n o d i g v o o r 
de b e r e k e n i n g van de s t i j f h e i d s m a t r i x . We noemen de r e d u c t i e van 
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v r i j h e i d s g r a d e n gekoppeld met massa c o n d e n s a t i e van de massa
m a t r i x . 
Deze c o n d e n s a t i e kan a l s v o l g t doorgevoerd worden. Het a a n t a l 
componenten i n v e c t o r u d a t met massa gekoppeld b l i j f t noemen we 

en h e t r e s t a n t w o r d t met aangegeven. Op b a s i s van h e t 
s t a t i s c h e probleem w o r d t v e r v o l g e n s u i t g e d r u k t i n u^ en de 
b e l a s t i n g v e c t o r . Het s t e l s e l v e r g e l i j k i n g e n v o o r h e t s t a t i s c h e 
probleem i s 

( 3 . 2 6 ) 

U ^ = f l 

1 2 U2 f 2 

H i e r u i t v o l g t 

U2 = [ K 2 2 ] - 1 f 2 - [ K 2 2 ] - l K^^u' 

en na s u b s t i t u t i e 

u = u l = I u i + 0 

U2 - [ K 2 2 ] - 1 K 2 1 [ K 2 2 ] - 1 

f2=Qlul+Q°f2 

( 3 . 2 7 ) 

( 3 . 2 8 ) 

Voor de a f l e i d i n g van de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n beschouwen we nu 
a l l e e n v a r i a t i e s van u^. De v a r i a t i e s van u2 worden d a a r i n u i t g e 
d r u k t met h e t gegeven verband t u s s e n u^ en u 2 . De v i r t u e l e 
a r b e i d s v e r g e l i j k i n g 

5U ' ' ' ' M Ü + Su'^Ku = Su'̂ 'f 

w o r d t dan 

S U I ' ^ ' E Q I ' ^ M Q I Ü . I + Q I ' ^ K Q I U I ] = 8ui'''[Qi^f - Ql'''MQ°f2] 

en de d a a r u i t a f t e l e i d e n b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n 

Q I T M Q I Ü I + Q I ^ K Q I U I = Q l ^ [ f - M Q ° f 2 ] ( 3 . 2 9 ) 

Toepassing op de aan één z i j d e ingeklemde b a l k met g e l i j k m a t i g 
v e r d e e l d e massa ( F i g . 3 . 2 ) w a a r b i j de h o e k v e r d r a a i i n g n i e t 
d i r e c t g ekoppeld w o r d t met massa, g e e f t 

u= w-

Xo/ 

= Q 1U 1 + Q°f2= 

^3 

1 Wo+ 0 
2 E I 

3 1 

2 4 

T/e 

De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g v o o r Wg w o r d t dan 

1 4 0 E I 

W2+ W2=(m^) 
1 1 m̂ ^ 

1 4 0 7 0 T 
F 

3 3 1 1 e 

m^" T 

9 9 E I 

en v o o r de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e w o r d t nu gevonden 
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E I 
0)2 = 1 2 , 7 3 — 

1 m̂ ^ 

I n h e t g e v a l b e i d e v r i j h e i d s g r a d e n gekoppeld z i j n met massa i s 
h e t r e s u l t a a t 

E I 
0)2 = 1 2 , 4 8 — ' 

1 m̂ ^ 

Voor d i t zeer eenvoudige g e v a l i s de b e n a d e r i n g zeer goed en h e t 
b l i j k t ook d a t v o o r gecompliceerde c o n s t r u c t i e s h e t a a n t a l v r i j 
h e i d s g r a d e n v o o r de b e s c h r i j v i n g van h e t dynamisch gedrag aan
z i e n l i j k g e r i n g e r kan z i j n dan h e t a a n t a l v r i j h e i d s g r a d e n n o d i g 
v o o r b e r e k e n i n g van de s t i j f h e i d s e i g e n s c h a p p e n . B i j b a l k c o n s t r u c 
t i e s kunnen we vaak de h o e k v e r d r a a i i n g e n e l i m i n e r e n zonder g r o o t 
v e r l i e s van n a u w k e u r i g h e i d . Omdat de c o n d e n s a t i e h i e r p l a a t s 
v i n d t op b a s i s van h e t s t a t i s c h e probleem spreken we van 
s t a t i s c h e c o n d e n s a t i e . 

Een andere methode van v e r e e n v o u d i g i n g w o r d t v e r k r e g e n door de 
v e r d e e l d e massa t e c o n c e n t r e r e n i n de gekozen knooppunten. Gezien 
h e t f e i t d a t m e e s t a l de v e r d e e l d e massa van de ( s t a a l ) c o n s t r u c t i e 
s l e c h t s een k l e i n d e e l i s van de t o t a l e massa,is h e t r e a l i s t i s c h 
i n z u l k e g e v a l l e n a f t e stappen van de c o n s i s t e n t e massamatrix en 
de massa t e c o n c e n t r e r e n i n de knooppunten. De massamatrix w o r d t 
dan e c h t e r s i n g u l i e r , immers de r o t a t i e s z i j n dan n i e t meer 
gekoppeld met massa. 

Op eenvoudige w i j z e kan e c h t e r weer een systeem met p o s i t i e f -
d e f i n i e t e m a t r i c e s v e r k r e g e n worden. U i t h e t s t e l s e l 
b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n 

1 0 
" 1 

U ^ + K i l K 1 2 u l = f l 

0 0 
» 2 

U ^ K2 1 K 2 2 u2 f 2 

v o l g t 

U2 = [ K 2 2 ] - 1 [ f 2 _ K 2 1 U 1 ] . ( 3 . 3 1 ) 

Na s u b s t i t u t i e w o r d t h e t s t e l s e l b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r de 
v r i j h e i d s g r a d e n gekoppeld met massa (u^) 

M 1 1 Ü 1 + [ K 1 1 - K 1 2 ( K 2 2 ) - 1 K 2 1 ] U 1 = f 1 - K 1 2 ( K 2 2 ) " 1 f 2 ( 3 . 3 2 ) 

3.4 O p l o s s i n g van h e t eigenwaardeprobleem 

3.4.1 C h o l e s k i - d e c o m p o s i t i e 

De meeste p r o c e d u r e s v o o r h e t o p l o s s e n van eigenwaarde 
problemen m.b.t. g r o t e systemen gaan n i e t u i t van de algemene 
f o r m u l e r i n g ( 3 . 9 ) 

[ K - C D2M ] U = O 
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maar van de standaardvorm 

[K* - o ^ i ] u* = O (3.33) 

Gaan we u i t van een symmetrische p o s i t i e f d e f i n i e t e m a t r i x M dan 
b e s t a a t e r a l t i j d een reële n i e t - s i n g u l i e r e o n d e r - d r i e h o e k s 
m a t r i x L waarvoor g e l d t 

L = M. (3.34) 

Deze d e c o m p o s i t i e van de m a t r i x M w o r d t de c h o l e s k i - d e c o m p o s i t i e 
genoemd. 

F i g . 3.4. 

De elementen van L kunnen r i j v o o r r i j o f kolom v o o r kolom worden 
be p a a l d . I n de r i j - v o o r - r i j - b e p a l i n g v i n d e n we v o o r r i j i 

E L i k = M 
k= 1 i j (3.35) 

D i t b e t e k e n t v o o r j = 1, .... i - 1 : 

L i j = 

en v o o r 3 = 1 : 

L ü = 

M i j - Ljfc 
k= 1 

i - 1 2 
M i i - E L i k 

/ L j j (3.36) 

Voor de e e r s t e d r i e r i j e n v i n d e n we dan 
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L l l = ^ 

L 2 1 = M 2 1 / L 1 1 ; L 2 2 = ^ [ M 2 2 - L 2 1 ] 

L3 1 ~ M 3 1 / L 1 J ; L 3 2 - ( M 3 2— L 3 i L 2 i ) / L 2 2' L 3 3 - •>] [M33— L 3 1 — L 3 2 ] . 

Het algemene eigenwaarde probleem kan dus ook geschreven worden 
a l s 

[ K - W ^ L L ^ ] U = O 

o f 

L " l [ K ( L " l ) ' ^ - tó^L] L ' ^ ' U = O . 

Met de s u b s t i t u t i e s 

L ' ^ U = u*; L " 1 K ( L " 1 ) ^ = K * (3.37) 

o n t s t a a t i n d e r d a a d de standaardvorm (3.33) 

[ K * - co^l] u* = 0. 

De eigenwaarden van de standaardvorm z i j n d e z e l f d e a l s de 
eigenwaarden van de g e g e n e r a l i s e e r d e v e r g e l i j k i n g e n (3.9) en de 
r e l a t i e t u s s e n de e i g e n v e c t o r e n g e e f t ( 3 . 3 7 a ) . 

Voor h e t op l o s s e n van h e t s t a n d a a r d eigenwaarde probleem z i j n 
een a a n t a l k l a s s i e k e en algemeen t o e p a s b a r e procedures 
b e s c h i k b a a r . We noemen de methode van J a c o b i , d i e van Givens en 
de QR-methode van Householder. Van deze methoden w o r d t de 
Householder-QR-methode a l s h e t meest efficiënt beschouwd. 

Naast deze oplosmethoden d i e a l l e eigenwaarden, U j ^ , geven 
z i j n e r ook een a a n t a l i t e r a t i e v e methoden d i e één o f e n k e l e van 
de hoogste dan w e l de l a a g s t e eigenwaarden bepalen. We z u l l e n nu 
i n h e t k o r t de QR-methode t o e l i c h t e n . 

3.4.2 Householder-QR-methode 

A l l e r e e r s t w o r d t i n h e t s t a n d a a r d eigenwaardeprobleem 

Ku - Xu = O 

de symmetrische m a t r i x K t e r u g g e b r a c h t t o t een symmetrische, t r i -
d i a g o n a l e m a t r i x . D.w.z. a l l e e n de h o o f d d i a g o n a a l en de nevendiago
n a l e n d a a r n a a s t b e v a t t e n van n u l v e r s c h i l l e n d e termen. Deze zgn. 
H o u s e h o l d e r - r e d u c t i e w o r d t v o o r een n x n m a t r i x v e r k r e g e n door 
(n-2) t r a n s f o r m a t i e s van h e t t y p e 

Kfc+i = Pfc I^k Pfc k = 1, ... n-2 (3.38) 

w a a r i n K ^ = K . B i j e l k e t r a n s f o r m a t i e w o r d t t e l k e n s één r i j en 
dus ook één kolom i n de t r i d i a g o n a l e vorm g e b r a c h t . Hoe de 
eenvoudige t r a n s f o r m a t i e - m a t r i c e s gekozen moeten worden g e e f t 
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o.a. [ 2 , h o o f s t u k 1 1 ] . 
V e r v o l g e n s w o r d t de zgn. Q R - i t e r a t i e p r o c e d u r e u i t g e v o e r d op 

de t r i d i a g o n a l e m a t r i x K^.^. Deze proce d u r e kan ook d i r e c t op K 
w o r d e n t o e g e p a s t maar de H o u s e h o l d e r - r e d u c t i e maakt de b e r e k e n i n g 
efficiënter. Voor de t o e l i c h t i n g van de QR-decompositie gaan we 
u i t van K i n de o o r s p r o n k e l i j k e vorm. De b a s i s s t a p i n h e t 
i t e r a t i e p r o c e s i s de d e c o m p o s i t i e van K i n de vorm 

K = QR (3.39) 

w a a r i n Q een o r t h o g o n a l e en R een b o v e n d r i e h o e k s m a t r i x i s . Een 
m a t r i x Q i s p e r d e f i n i t i e een o r t h o g o n a l e m a t r i x a l s g e l d t 

Q̂ Q = QQ̂  = I . (3.40) 

De c o n s e q u e n t i e h i e r v a n i s d a t = q"^ . U i t Q en R vormen we 
v e r v o l g e n s 

RQ = Q^KQ. (3.41) 

Door t o e p a s s i n g van zgn. J a c o b i - r o t a t i e m a t r i c e s w o r d t K omgezet 
i n een b o v e n d r i e h o e k s m a t r i x R. D i t g a a t a l s v o l g t 

PÜ,n-l ••• P3,2 P3,l ^1,1 K = R (3.42) 

T 

H i e r m moet de r o t a t i e m a t r i x P i ^ j zo gekozen worden d a t h e t 
element ( j , i ) n u l w o r d t . U i t (3'.39) en (3.42) v o l g t v o o r de 
o r t h o g o n a l e m a t r i x 

Q = ^2,1 P3,l P3,2 Pn,n-1- (3-43) 

Het Q R - i t e r a t i e p r o c e s w o r d t nu v e r k r e g e n door (3.39) en (3.41) t e 
h e r h a l e n . Met de d e f i n i t i e = K w o r d t h e t proces 

Kk = QfcRfc (3.44) 

en 

Kk+l = RfcQk- (3.45) 

Het kan aangetoond worden d a t 

^ k + l ^' Ql ••• Qk-l Qk~~^ ^ v o o r k —> co, (3.46) 

d.w.z. na een a a n t a l i t e r a t i e s n a d e r t K t + j t o t een 
d i a g o n a a l m a t r i x met de eigenwaarden a l s d i a g o n a a l t e r m e n . 
Bovendien naderen de kolommen van de p r o d u k t m a t r i x 

Ql ••• Qk-i Qk 

t o t de e i g e n v e c t o r e n . 
Door een v e r s c h u i v i n g t o e t e passen w a a r b i j i n p l a a t s van 

(3.44) en (3.45) de volgende d e c o m p o s i t i e w o r d t u i t g e v o e r d 

Kk - Mkl = QkRk (3.47) 
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Kk+ 1 - I^kQk + Mk^ (3.48) 

w a a r i n /i^ een g e s c h i k t gekozen s c a l a i r e g r o o t h e i d i s , kan h e t 
c o n v e r g e n t i e p r o c e s nog v e r s n e l d worden. Ook nu b l i j f t g e l d e n 

^ k + i ~^ ^' Ql ••• Qk-i Qk ~^ ^ v o o r k —» O». 

De v e r k r e g e n e i g e n v e c t o r e n moeten t e r u g g e b r a c h t worden t o t 
e i g e n v e c t o r e n behorend b i j de o o r s p r o n k e l i j k e m a t r i x K. Een 
b e l a n g r i j k e b e s p a r i n g op r e k e n k o s t e n kan h i e r v e r k r e g e n worden 
door a l l e e n de e i g e n v e c t o r e n t e b e p a l e n d i e v e r e i s t z i j n . 

Een meer g e d e t a i l l e e r d e b e s c h r i j v i n g met v o o r b e e l d e n v o o r deze 
en andere oplosmethoden g e e f t [ 2 ] ; d a a r i n i s ook opgenomen een 
F o r t r a n programma v o o r de Jacobi-methode. Een zeer u i t g e b r e i d e 
b e h a n d e l i n g van h e t eigenwaardeprobleem' g e e f t W i l k i n s o n [ 9 ] . 

3.4.3 •Power» methode 

De l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e en de b i j b e h o r e n d e t r i l l i n g s v o r m e^ 
kunnen zeer eenvoudig i t e r a t i e f b epaald worden. D i t z e l f d e g e l d t 
v o o r de hoogste e i g e n f r e q u e n t i e maar deze i s m e e s t a l n i e t van 
b e l a n g . 

We gaan v o o r de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e n i e t u i t van de 
standaardvorm 

[K - w ^ i ] u = O 

omdat de t e bespreken p r o c e d u r e dan de hoogste e i g e n f r e q u e n t i e 
o p l e v e r t , maar van 

K - l - u = O 

o f 

A I 
0)2 

U = O (3.49) 

E e r s t moet nu een b e g i n v e c t o r u'°' aangenomen worden d i e n i e t een 
b e n a d e r i n g h o e f t t e z i j n van de e e r s t e t r i l l i n g s v o r m . Het 
i t e r a t i e p r o c e s i s dan a l s v o l g t 

u ( i > = A u'°» (3.50) 

u'2> = A u'i> 

We z u l l e n aantonen d a t u'"* n a d e r t t o t de e e r s t e t r i l l i n g s v o r m en 
d a t g e l d t 
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U i ' " ' 1 
l i m = — (3.51) 

N ^ co U l ' 0)2 
'• 1 

o n a f h a n k e l i j k van de i n d e x i . 
Om d i t t e b e w i j z e n drukken we de v e c t o r e n u'^* u i t i n de, nog 

onbekende, genormeerde e i g e n v e c t o r e n e''. De u i t g a n g s v e c t o r w o r d t 
a l s v o l g t geschreven 

( O ) k 

U i = S bk e j . (3.52) 

I n v u l l e n i n (3.50) g e e f t 

Ook g e l d t v o o r een e i g e n f r e q u e n t i e en een t r i l l i n g s v o r m e'': 

E a i j ê ^ = — e i . (3.54) 

k 

Na s u b s t i t u t i e i n (3.53) v i n d e n we 

( 1 ) ^k k 

k = i „ 2 

en na N i t e r a t i e s t a p p e n 

( N ) ^ 1 1 ^ 2 2 ^ 3 3 
Uj = e, + es + Oj + ... . (3.56) 

(O^N o)2N ' M 2 N 1 

A l s de e i g e n f r e q u e n t i e s zo g e r a n g s c h i k t z i j n d a t 

< (Og . . . < Wn 

z a l v o o r v o l d o e n d g r o t e waarde van N de e e r s t e t e r m overheersen. 
D i t b e t e k e n t d a t u' ' e v e n r e d i g w o r d t met de genormeerde 
e i g e n v e c t o r e^ en d a t 

( N > 

U i 1 
l i m = — . 

^ „ ( N- 1 ) ,,2 V — ' co U 0) 
" i 1 

I n de Engelse l i t e r a t u u r s t a a t deze i t e r a t i e m e t h o d e bekend a l s de 
'power'-methode. W i l men enkele van de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e s 
b e p a l e n dan kan d i t i t e r a t i e f met een m u l t i v e c t o r - i t e r a t i e . 
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H i e r v o o r w o r d t verwezen naar de l i t e r a t u u r [ 9 ] . 

3.4.4 Methode van R a y l e i g h 

Een andere v e e l t o e g e p a s t e methode v o o r h e t bepa l e n van de l a a g 
s t e e i g e n f r e q u e n t i e van een ongedempt systeem i s de methoc^e van 
R a y l e i g h . H i e r b i j w o r d t u i t g e g a a n van een a m p l i t u d e v e c t o r u, d i e 
een b e n a d e r i n g i s van de t r i l l i n g s v o r m b i j de l a a g s t e e i g e n f r e 
q u e n t i e . De g e s c h a t t e v e r p l a a t s i n g s v e c t o r b i j een harmonische 
t r i l l i n g met f r e q u e n t i e (o w o r d t 

A 
u = u cos u t 

en 

u =-u u s i n u t , 

Door t e s t e l l e n d a t de maximale potentiële e n e r g i e en de maximale 
k i n e t i s c h e e n e r g i e aan e l k a a r g e l i j k z i j n v o l g t 

1 - ^T 
U' K U = I U'' u' M U (3.57) 

en dus 

u2 = 
I U^KU 

A - A 
u'Mu 

(3.58) 

De gekozen a m p l i t u d e v e c t o r kunnen we u i t d r u k k e n i n de genormeerde 
t r i l v o r m e n met 

u = E c 

h i e r u i t v o l g t 

(3.59) 

u2 = 

2 2 2 2 
I C'^'E'^'K E C I C ' ^ ' A ^ C C^Ui + CgUg + 

I C ' ^ E ' ^ M E C I Ĉ C Ĉ  + Ĉ  + ... 

o f 

u^ = u. 

1 + 
i c , u,; 

+ 

(c. 

1 + + 

(3.60) 

A l s de gekozen a m p l i t u d e v e c t o r goed de t r i l l i n g s v o r m van de 
l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e b e n a d e r t dan z u l l e n Cg, Cg ... k l e i n z i j n 
t . o . v . c^ en b e n a d e r t h e t quotiënt 

A ™ A Am A 
I u^ K u / I u^ M u 
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h e t kwadraat van de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e . Tevens z i e n we d a t 

(0^ > Wl (3.61) 

zodat we een bovengrens v o o r de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e v i n d e n . 

3.5 Modale demping 

I n h e t g e v a l een mechanisch systeem gedempt i s z a l een modale 
a n a l y s e w a a r b i j h e t systeem t e r u g g e b r a c h t w o r d t t o t o n t k o p p e l d e 
e n k e l v o u d i g e massa-veer systemen n i e t meer m o g e l i j k z i j n . Het 
s t e l s e l b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r s n e l h e i d s e v e n r e d i g e demping 
w o r d t 

MÜ + Cu + Ku = f ( t ) (3.62) 

w a a r i n C de dempingsmatrix w o r d t genoemd. 
I n h e t b i j z o n d e r e g e v a l d a t we zgn. Rayleigh-demping v e r o n d e r 
s t e l l e n d.w.z. d a t 

C = «iM + agK (3.63) 

i s e c h t e r de modale a n a l y s e w e l door t e voe r e n . 
S u b s t i t u e r e n we i n (3.62) 

u = Ea (3.64) 

dan v o l g t na v o o r v e r m e n i g v u l d i g i n g met E'' ' 

o f 

E'̂ MEa + aiE'^'MEa + a2E'''KEa + E'̂ 'KEa = E'''f(t) 

a + «ia + ajA^a + A^a = b ( t ) 

D i t z i j n nu weer o n t k o p p e l d e b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n d i e ook a l s 
v o l g t geschreven kunnen worden 

I I 2 

ap + 2rpUpap + (Opap = bp ( t ) (p = 1, ... n) (3.65) 

w a a r i n de d i m e n s i e l o z e d e m p i n g s f a c t o r 

t = i 
A p 2 

agWp (3.66) 

V o l d o e t de demping aan (3.65) w a a r b i j nog a l l e dempingsconstanten 
i'p v r i j t e k i e z e n z i j n dan s p r e e k t men van modale dempincf. I n h e t 
s p e c i a l e g e v a l van Rayleigh-demping z i j n e r s l e c h t s 2 v r i j e 
p a rameters en z i j n a l l e dempingsconstanten d a a r i n u i t t e drukken 
met ( 3 . 6 6 ) . 

B i j v o o r k e u r z u l l e n we vanwege de eenvoud de demping w i l l e n 
benaderen door modale demping. De c o n s t a n t e n i'p d i e van b e l a n g 
z i j n kunnen e x p e r i m e n t e e l bepaald worden door b i j v o o r b e e l d de 
a m p l i t u d e n t e bepalen op de b i j b e h o r e n d e r e s o n a n t i e f r e q u e n t i e s . 
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Dan z i j n e r twee m o g e l i j k h e d e n v o o r de hand l i g g e n d . Ten 
e e r s t e kunnen we en ag zo k i e z e n d a t de dempingsparameters 
zo goed m o g e l i j k benaderd worden. Deze methode i s i n f i g . 3.5 
aangegeven. De tweede m o g e l i j k h e i d i s d a t de m a t r i x C bepaald 
w o r d t d i e h o o r t b i j (3.65) met de o n a f h a n k e l i j k e p arameters 
^2 ... f p . Het b l i j k t d a t C dan moet v o l d o e n aan [ 2 ] : 

C = M a^+i [M-^K] (3.67) 

C o n s t r u c t i e d e m p i n g b l i j k t met modale demping o f z e l f s R a y l e i g h -
demping me e s t a l goed benaderd t e kunnen worden. A l l e e n a l s 
c o n s t r u c t i e s zwaar gedempt worden door l o k a l e dempers kan h e t wel 
n o d i g z i j n t e rekenen met n i e t - m o d a l e demping. 

co, CO2 

F i g . 3.5 Demping a l s f u n c t i e van de f r e q u e n t i e . 

3.6 Numerieke i n t e g r a t i e van de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n 

3.6.1 C e n t r a l e differentiemethode 

I n p r i n c i p e kunnen we h e t s t e l s e l d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n 

MÜ + CÜ + Ku = f ( t ) 

omzetten i n een s t e l s e l d i f f e r e n t i e v e r g e l i j k i n g e n door de v e c t o r 
van v e r s n e l l i n g e n en de v e c t o r van de snelheden om t e z e t t e n i n 
v e r p l a a t s i n g e n . Er s t a a n een g r o o t a a n t a l m o g e l i j k h e d e n t e r 
b e s c h i k k i n g w a a r b i j f o u t e n orde ( A t ) ^ o f f o u t e n van hogere macht 
i n de s t a p g r o o t t e ( A t ) worden t o e g e s t a a n . 

Een goede methode v o o r r e l a t i e f k l e i n e systemen i s de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e aan de hand waarvan we de methodiek w i l l e n 
i l l u s t r e r e n . De v e r s n e l l i n g op h e t t i j d s t i p t„ = t o + nAt w o r d t 
benaderd door 

1 
a„ = [u„+i - 2u„ + u„_i] (3.68) 

(A t ) 2 
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en de s n e l h e i d door 

2At 
(3.69) 

S u b s t i t u t i e i n de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n g e e f t 

1 1 
M + C 

(At ) 2 At 
U n + 1 = f n (3.70) 

w a a r i n 

f n = f n + 
( A t ) 

M-K ^n -

1 1 
M C 

( A t ) 2 At 
u„_.. (3.71) 

I n wezen w o r d t v o o r de b e p a l i n g van u„̂ .i h e t e v e n w i c h t beschouwd 
op h e t t i j d s t i p t„. D i t b e t e k e n t d a t de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e een e x p l i c i e t e numerieke i n t e g r a t i e m e t h o d e i s . 
Voor i m p l i c i e t e methoden w o r d t h e t evenwicht v o o r de b e p a l i n g van 
Uf,,^! beschouwd i n t ^ ^ ^ j . 

We z i e n d a t een d e c o m p o s i t i e van de s t i j f h e i d s m a t r i x h i e r n i e t 
n o d i g i s . A l s bovendien de massamatrix een d i a g o n a a l m a t r i x i s en 
de dempingsmatrix o n t b r e e k t o f ook een d i a g o n a a l m a t r i x i s , i s de 
p r o c e d u r e zeer s n e l . Het i s z e l f s n i e t n o d i g de s t i j f h e i d s m a t r i x 
op t e bouwen. A l l e e n bewerkingen op e l e m e n t n i v e a u z i j n n o d i g en 
deze b i j d r a g e n kunnen d i r e k t v e r w e r k t worden i n de ' b e l a s t i n g 
v e c t o r f * n ' Z i j n de massamatrix en/of de dempingsmatrix n i e t t e 
benaderen door d i a g o n a a l m a t r i c e s dan v e r l i e s t de p r o c e d u r e aan 
a a n t r e k k e l i j k h e i d . Voor p r a k t i s c h e problemen i s een b e n a d e r i n g 
van de massamatrix door een d i a g o n a a l m a t r i x d i k w i j l s t o e l a a t b a a r . 

Het b e l a n g r i j k e nadeel van deze en andere e x p l i c i e t e methoden 
i s d a t de t i j d s t a p At beneden een bepaalde k r i t i e k e waarde moet 
b l i j v e n . Een g e d e t a i l l e e r d e beschouwing l e e r t d a t ( p a r a g r a a f 
3.6.3) 

Ter 
At < 

71 

w a a r i n T^j, de t r i l l i n g s t i j d i s van de hoogste e i g e n f r e q u e n t i e i n 
h e t systeem. Voor g r o t e c o n s t r u c t i e s z i j n de hoogste e i g e n f r e 
q u e n t i e s u i t een e.e.m.-berekening zeker n i e t n auwkeurig en zeer 
hoog. Bovendien zou met h e t oog op de n a u w k e u r i g h e i d van de g l o 
b a l e r e s p o n s i e een v e e l g r o t e r e t i j d s t a p m o g e l i j k z i j n dan b i j 
deze e x p l i c i e t e methode de s t a b i l i t e i t van de oplosmethode t o e 
l a a t . Voor de bekende Runge-Kutta methoden w a a r b i j h e t systeem 
van tweede orde d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n w o r d t omgezet i n een 
tweemaal zo g r o o t s t e l s e l e e r s t e orde v e r g e l i j k i n g e n en daarna 
met een e x p l i c i e t e methode w o r d t geïntegreerd i s de k r i t i s c h e 
s t a p g r o o t t e van d e z e l f d e orde. 

We z u l l e n daarom nu ook een methode bespreken d i e a l t i j d 
s t a b i e l i s en w a a r b i j de s t a p g r o o t t e b e p a a l d w o r d t door de 
n a u w k e u r i g h e i d van de r e s p o n s i e en dus door de f r e q u e n t i e - i n h o u d 
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van de opgelegde b e l a s t i n g . D i t i s e c h t e r een i m p l i c i e t e methode 
en v e r e i s t daarom d e c o m p o s i t i e van de s t i j f h e i d s m a t r i x o f een 
e f f e c t i e v e s t i j f h e i d s m a t r i x . 

3.6.2 Newmark-methode 

D r i e gangbare i m p l i c i e t e i n t e g r a t i e m e t h o d e n v o o r s t e l s e l s 
b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n z i j n de Houbolt-methode, de W i l s o n - 9 -
methode en de Newmark-methode. A l l e e n de l a a t s t e z u l l e n we h i e r 
bespreken omdat d i e t o c h zekere v o o r d e l e n b i e d t t . o . v . de twee 
andere methoden. 

I n de v e r g e l i j k i n g van de n a u w k e u r i g h e i d z u l l e n we e c h t e r ook 
de andere methoden b e t r e k k e n . Een g e d e t a i l l e e r d e b e s c h r i j v i n g van 
a l l e d r i e methoden w o r d t gegeven i n [ 2 ] . 

Het essentiële van de Newmark-methode i s d a t een bepaald 
v e r l o o p v o o r de v e r s n e l l i n g w o r d t v e r o n d e r s t e l d i n h e t g e b i e d t„ 
^ J - ^ J-. ±. I l J - T T _ J J . X. ' _ 1_ _ J _ ' l _ . 1 • -i < t < t n+ 1 
dan v o o r v^^.^ en u^^.^: 

= t„ + A t . Na i n t e g r a t i e over h e t i n t e r v a l v i n d e n we 

V n + i = v„+ At [(1-7) a„+ 7 a^ + J 

U n + i = Un+ At v„+ | ( A t ) 2 [(i-2/3)a„+ 2/5 a ^ + j ] 
(3.72) 

De c o n s t a n t e n y en fi z i j n a f h a n k e l i j k van h e t gekozen 
v e r s n e l l i n g s v e r l o o p en z u l l e n o p t i m a a l gekozen worden met h e t oog 
op s t a b i l i t e i t . Nemen we de v e r s n e l l i n g c o n s t a n t v o o r t„ < t < 
t„̂ .i en g e l i j k aan 1 a„^i) dan w o r d t ( 3 . 7 2 ) : 

V n + i = I At [an+ a„+i] 

^ n + l = At v„+ ^ ( A t ) 2 [a„+ a^,,] 
(3.73) 

D i t c o r r e s p o n d e e r t met Ji = 1/4 en 7 = 1/2. Het z a l b l i j k e n d a t 
v o o r deze c o m b i n a t i e h e t i n t e g r a t i e p r o c e s a l t i j d s t a b i e l i s . Deze 
c o m b i n a t i e w o r d t dan ook m e e s t a l t o e g e p a s t v o o r ' t r a n s i e n t 
response' b e r e k e n i n g e n . 

Met (3.73) w o r d t h e t s t e l s e l v e r g e l i j k i n g e n v o o r t ^ ^ ^ : 

M 

- I At l ^ 

C 

I 

- - ( A t ) 2 i O 
4 

K 1 = f n + 1 

0 V n + l Vn+ 1 At a^ (3.74) 

I u„+ At Vn+ - ( A t ) ^ a ^ 

Na e n i g e b e w e r k i n g v o l g t 

(3.75) 

w a a r i n 

4 2 
K* = M + — C + K 

( A t ) 2 At 
(3.76) 
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en 

( A t ) At 
+ C 

2 

At 
(3.77) 

H i e r i s dus een d e c o m p o s i t i e van de e f f e c t i e v e s t i j f h e i d s m a t r i x 
K* n o d i g . I s de v e r p l a a t s i n g s v e c t o r u^^^ b e p a a l d dan v o l g t v o o r 
de v e r s n e l l i n g s - en s n e l h e i d s v e c t o r : 

1 ( ^ n + l - Un) a^ 

( A t ) 2 At 

V n + i = I A t ( a n + i + a^) 
(3.78) 

Met een e x a c t e methode (modale a n a l y s e ) , de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e en de d r i e genoemde i m p l i c i e t e methoden werd 
h e t v olgende s t e l s e l b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n geïntegreerd 

2 0 Ül + 6 - 2 ^ 1 
= 0 

0 1 Ü2 - 2 4 Ug 10 

A l s beginvoorwaarden werden gekozen U i ( 0 ) = U 2 ( 0 ) = 0; üi(0) = 
üg(0) = 0 . 

De t r i l l i n g s t i j d e n van de twee e i g e n f r e q u e n t i e s z i j n 

T l = 4,45; Tg = 2,8. 

De s t a p g r o o t t e werd v o o r a l l e numerieke i n t e g r a t i e s A t = Tg/lO 
gekozen. Deze s t a p g r o o t t e i s v r i j g r o o t maar beneden de k r i t i e k e 
waarde v o o r s t a b i l i t e i t van de e x p l i c i e t e i n t e g r a t i e . Het 
r e s u l t a a t i s gegeven i n f i g . 3.6. 
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F i g . 3.6 Responsie v o o r v e r s c h i l l e n d e numerieke i n t e g r a t i e 
methoden. 

Voor h e t beginwaarde probleem 

ü + u^u = O 

met 
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u ( 0 ) = 1 ; ü(0) = O 

werd de n a u w k e u r i g h e i d o n d e r z o c h t a l s f u n c t i e van de s t a p g r o o t t e 
A t , z i e f i g . 3.7. A l l e d r i e de i m p l i c i e t e i n t e g r a t i e m e t h o d e n z i j n 
v o o r de gekozen parameters o n v o o r w a a r d e l i j k s t a b i e l . Voor de 
Newmark-methode t r e e d t geen a m p l i t u d e v a r i a t i e op en i s de 
p e r i o d e v e r l e n g i n g minder dan v o o r de andere methoden. 

0.02 0.06 0.10 0.14 0.18 0.02 0.06 0.10 0.14 0.18 

At/r MIT 

F i g . 3.7 P e r i o d e v e r l e n g i n g en a m p l i t u d e v e r a n d e r i n g b i j 
i m p l i c i e t e i n t e g r a t i e m e t h o d e n 

3.6.3 S t a b i l i t e i t van h e t numerieke i n t e g r a t i e p r o c e s 

A l s we t e maken hebben met een l i n e a i r mechanisch systeem d a t 
e v e n t u e e l modaal gedempt i s , dan kan de s t a b i l i t e i t van h e t 
numerieke i n t e g r a t i e p r o c e s eenvoudig o n d e r z o c h t worden na 
t o e p a s s i n g van modale a n a l y s e . De r e s p o n s i e w o r d t dan v e r k r e g e n 
door s u p e r p o s i t i e van de r e s p o n s i e s van e n k e l v o u d i g e massa-veer 
systemen. De pr o c e d u r e v o o r h e t s t a b i l i t e i t s o n d e r z o e k w o r d t 
daarom t o e g e l i c h t v o o r een e n k e l v o u d i g massa-veer systeem en a l s 
numerieke i n t e g r a t i e p r o c e d u r e s worden de Newmark- en de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e gekozen. Het i s eenvoudig na t e gaan met 
(3.72) d a t de e x p l i c i e t e c e n t r a l e d i f f e r e n t i e m e t h o d e beschouwd 
kan worden a l s h e t l i m i e t g e v a l /5 = O; 7 = | van de i m p l i c i e t e 
Newmark-methode. 

E l i T i i n a t i e van de v e r s n e l l i n g e n op h e t t i j d s t i p t ^ ^ . ^ u i t de 

bew< l j k i n g e n (3.74) g e e f t 

Yn+l = A yn+ g (3.79) 

w a a r i n 

Yn = u J 
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z i j n Xi en Xg de eigenwaarden van h e t eigenwaardeprobleem 

[A - X I ] y„ = O, (3.80) 

dan kunnen we, v o l g e n s d e z e l f d e p r o c e d u r e a l s t o e g e p a s t b i j de 
modale a n a l y s e , h e t s t e l s e l t e r u g b r e n g e n t o t 

, n + 1 = Xi q i , n 

^2 , n + 1 Xg 

+ g' (3.81) 

H i e r u i t v o l g t d a t de s t a b i l i t e i t s g r e n s i s b e r e i k t a l s 

X i max = 1, (3.82) 

immers v o o r > 1 o f I Xg| > 1 z a l na m stappen een a m p l i t u d e 
a a n g e g r o e i d zijn met een f a c t o r | X j ^ ' ^ a x ®^ ^ a l deze na v e r l o o p 
van t i j d boven a l l e grenzen s t i j g e n . 

U i t w e r k i n g van de voorwaarde (3.82) v o o r de Newmark-methode 
g e e f t 

At 
(3.83) 

c r 271 

w a a r i n T ^ p de t r i l l i n g s t i j d i n de e i g e n f r e q u e n t i e i s . 
Voor een w i l l e k e u r i g systeem z a l dus de t r i l l i n g s t i j d van de 

hoogste e i g e n f r e q u e n t i e maatgevend z i j n v o o r de s t a b i l i t e i t . U i t 
(3.82) v o l g t d a t a l l e e n v o o r /J = 1/4 en 7 = 1/2 de s t a p g r o o t t e 
n i e t begrensd w o r d t door de s t a b i l i t e i t . Voor de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e (/5 = 0; y = 1/2) g e l d t 

At 1 
< — 

T e r 

z o a l s reeds e e r d e r v e r m e l d . 

V o o r b e e l d 1 

m, EI 

F i g . 3.8. 

Voor een p r i s m a t i s c h e b u i g b a l k aan één z i j d e ingeklemd en aan de 
andere z i j d e v r i j , i s de massa p e r l e n g t e - e e n h e i d m. Wordt l a n g s 
de b a l k één element gekozen dan v i n d e n we v o o r h e t d i s c r e t e 
systeem twee e i g e n f r e q u e n t i e s 
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= 12,5 
E I 

1211,5 
E I 

me' 
(Ug n i e t n a u w k e u r i g ! ) . 

D i t b e t e k e n t d a t de maximale t i j d s t a p v o o r de c e n t r a l e 
d i f f e r e n t i e m e t h o d e met h e t oog op s t a b i l i t e i t g e l i j k i s aan 

At 
max 

1 
= - = 0,0575 

Tt ^ 

m̂ ' 

E I 

Wordt door s t a t i s c h e c o n d e n s a t i e van de massamatrix de r o t a t i e 
n i e t meer gekoppeld met massa dan v i n d e n we a l s en i g e 
e i g e n f r e q u e n t i e 

= 12,7 
E I 

m̂ ' 

en 

At 
max 

Tt 
0,561 

m̂ ' 

E I 

D i t b e t e k e n t d a t de t i j d s t a p ongeveer 10 maal zo g r o o t gekozen 
kan worden a l s de r o t a t i e n i e t gekoppeld w o r d t met massa. 

I n h e t algemeen kan g e s t e l d worden d a t i n een e i n d i g e 
elementen b e r e k e n i n g v o o r g r o t e c o n s t r u c t i e s a l t i j d zeer hoge 
e i g e n f r e q u e n t i e s aanwezig z i j n d i e op z i c h n i e t nauwkeurig z i j n , 
maar waardoor de s t a p g r o o t t e van e x p l i c i e t e methoden zeer s t e r k 
w o r d t v e r k l e i n d . 

V o o r b e e l d 2 S t a p g r o o t t e b i j a x i a l e t r i l l i n g e n 

F i g . 3.9. 

We nemen aan d a t de s o o r t e l i j k e massa van h e t s t a a f m a t e r i a a l p 
i s . Wordt de massa zodanig ruw v e r d e e l d d a t aan e l k e i n d de h e l f t 
g e p l a a t s t w o r d t dan i s de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g v o o r de a x i a l e 
v r i j e t r i l l i n g e n 

EA E 
I p A ^ ü + 2 — u = 0 - ^ ü + 4 u = 0. 

e 

De g o l f v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d i n de s t a a f i s (zieDynamica3A) 
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E 
c = 

^ p 

en de e i g e n f r e q u e n t i e u i t g e d r u k t i n de g o l f v o o r t p l a n t i n g s s n e l h e i d 
i s 

Wl = 2 -
c 

De s t a b i l i t e i t s g r e n s i s v o o r de c e n t r a l e d i f f e r e n t i e m e t h o d e 
b e r e i k t a l s 

At 
T l ( 

71 C 

D i t i s j u i s t de t i j d d i e een s p a n n i n g s g o l f n o d i g h e e f t om z i c h 
van h e t ene naar h e t andere e i n d van de s t a a f v o o r t t e p l a n t e n . 
Wordt een c o n s i s t e n t e massamatrix gekozen dan i s de maximale 
t i j d s t a p 

e 
At = . 

3 C 

De c o n s i s t e n t e massamatrix g e e f t i n h e t algemeen een k l e i n e r e 
k r i t i e k e t i j d s t a p . 

D i t v o o r b e e l d i s b i j z o n d e r i l l u s t r a t i e f omdat ook v o o r 
c o n s t r u c t i e s de orde van g r o o t t e van de maximale t i j d s t a p v o o r 
e x p l i c i e t e i n t e g r a t i e m e t h o d e n b e p a a l d w o r d t door de l o o p t i j d van 
een s p a n n i n g s g o l f t u s s e n de knooppunten. 
Om een dynamisch probleem op t e l o s s e n i s de keuze van de t i j d s -
i n t e g r a t i e m e t h o d e e r g b e l a n g r i j k . H i e r b i j moet ook v e r d i s c o n t e e r d 
worden d a t b i j p r a k t i s c h e problemen m e e s t a l s l e c h t s een a a n t a l 
van de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e s door de b e l a s t i n g geëxciteerd 
w o r d t . D i t b e t e k e n t d a t , e v e n t u e e l met een F o u r i e r - a n a l y s e , de 
f r e q u e n t i e i n h o u d van de b e l a s t i n g v a s t g e s t e l d moet worden. Bevat 
de b e l a s t i n g s l e c h t s f r e q u e n t i e s w < Wu dan moet h e t e i n d i g e 
elementenmodel van h e t w e r k e l i j k e systeem nauwkeurig de e i g e n f r e 
q u e n t i e s t o t ongeveer = 4 Wy b e v a t t e n . 

V e r v o l g e n s moet de d i r e k t e i n t e g r a t i e worden u i t g e v o e r d met 
een t i j d s t a p At d i e vanwege de n a u w k e u r i g h e i d ongeveer 1/20 T . ^ 
i s ( w a a r i n T^g de t r i l l i n g s t i j d i s b i j w^o) maar m o g e l i j k 
k l e i n e r moet z i j n met h e t oog op de s t a b i l i t e i t . I n v e e l g e v a l l e n 
z a l h e t vanwege de hoge e i g e n f r e q u e n t i e s i n h e t systeem 
efficiënter z i j n een i m p l i c i e t e i n t e g r a t i e m e t h o d e t o e t e passen 
met At 1/20 T ^ q . 

I n h e t algemeen kan g e s t e l d worden d a t een e i n d i g e - e l e m e n t e n 
model van een c o n s t r u c t i e a l t i j d zeer hoge e i g e n f r e q u e n t i e s 
b e v a t , t e n z i j door c o n d e n s a t i e h e t systeem zover i s gereduceerd 
d a t a l l e e n de v o o r de r e s p o n s i e essentiële t r i l l i n g s v o r m e n z i j n 
meegenomen (dynamische c o n d e n s a t i e ) . I n h e t l a a t s t e g e v a l hebben 
e x p l i c i e t e methoden de v o o r k e u r . De a l g o r i t m e n z i j n e envoudiger 
en zeer betrouwbaar a l s ze s t a b i e l z i j n . 
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4. ROTORDYNAMICA 

4.1 Ronddraaiende as i n st a r r e lagers 

We beschouwen e e r s t een s c h i j f met massa m op een e l a s t i s c h e 
en massaloos gedachte as d i e met een c o n s t a n t e h o e k s n e l h e i d w i n 
twee l a g e r s r o n d d r a a i t . I n deze p a r a g r a a f w o r d t aangenomen d a t de 
l a g e r s v e r g e l e k e n met de as s t a r z i j n en d a t demping v e r w a a r l o o s d 
mag worden. Deze v e r o n d e r s t e l l i n g e n z i j n i n v e e l g e v a l l e n 
nauwkeurig a l s we n i e t t e maken hebben met g l i j l a g e r s . 

Voor de b e s c h r i j v i n g w o r d t een v a s t coördinatensysteem, x-y-z 

Fig. 4.1 P o s i t i e van m i d d e l p u n t en zwaartepunt van de s c h i j f 

gekozen, w a a r b i j de x-as l a n g s de onvervormde s t a a f a s v a l t , 
t e r w i j l de y- en z-as i n h e t middenvlak van de s c h i j f l i g g e n ( F i g 
4.1!). Het m i d d e l p u n t van de s c h i j f ( p u n t M) h e e f t de coördinaten 
y en z. Het zwaartepunt (Z) van de s c h i j f l i g t op een v a s t e 
a f s t a n d van M en_deze e x c e n t r i c i t e i t w o r d t aangeduid met e. Zowel 
de coördinaten y en z a l s e z i j n a l t i j d zeer k l e i n t . o . v de 
a f m e t i n g e n van de s c h i j f . 

Wordt h e t n u l p u n t van de t i j d zo gekozen d a t de hoek van MZ 
met de y-as u t i s , dan z i j n de coördinaten van h e t zwaarte p u n t : 

y = y + ecosu t ; z= z + e s i n u t (4.1) 

De s c h i j f h e e f t v o o r beweging i n h e t y - z - v l a k d r i e 
v r i j h e i d s g r a d e n n a m e l i j k de t r a n s l a t i e s van h e t zw a a r t e p u n t en de 
r o t a t i e om h e t zw a a r t e p u n t . I n h e t m i d d e l p u n t _ van de s c h i j f 
g r i j p t de t e r u g s t e l k r a c h t aan met componenten -ky en -kz, w a a r i n 
k de v e e r k o n s t a n t e van de as i s . We v e r o n d e r s t e l l e n h i e r d a t de 
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b u i g s t i j f h e i d van de as i n a l l e r i c h t i n g e n h e t z e l f d e i s . 
De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r de t r a n s l a t i e van h e t 

zwaartepunt z i j n 

itiy = -k[y-ecoscot] 

mz = - k [ z - e s i n ( o t ] 

o f 

y+ÜQ^y = euQ^coswt 

" 2 2 • . (4.2) 
z+Uq z = ewQ^sxnut 

w a a r i n 

(O O 2 = k/m (4.3) 

A l s h e t massatraagheidsmoment van de s c h i j f om h e t zwaar t e p u n t 
i s , dan g e l d t v o o r r o t a t i e met c o n s t a n t e h o e k s n e l h e i d u: 

IgU = T - k(y-ecoso)t) e s i n u t + k ( z - e s i n u t ) e c o s u t = O (4.4) 

w a a r i n T h e t torsiemoment i s d a t door de as op de s c h i j f w o r d t 
u i t g e o e f e n d . D i t g e e f t 

T = k e [ y s i n u t - z c o s u t ] (4.5) 

De algemene o p l o s s i n g van ( 4.2 ) i s 

euo^ 
y = Acosupt + BsinUpt + c o s u t 

° (4.6) 

euo^ 
z = CcosUot + D s i n u g t + s i n u t 

(Uo^-u^) 

De o p l o s s i n g e n van de homogene v e r g e l i j k i n g e n s t e l l e n de v r i j e 
t r i l l i n g e n v o o r van de (door de as) v e r e n d opgehangen massa m. We 
nemen aan d a t door a l t i j d aanwezige demping deze v r i j e t r i l l i n g e n 
u i t g e s t o r v e n z i j n . Voor uj^Uq w o r d t dan de s t a t i o n a i r e o p l o s s i n g 

euo^ eup^ 
y = c o s u t ; z = s i n u t (4.7) 

(uo^-u^) ( ( 0 o ^ - " 2 ) 

en de b i j b e h o r e n d e coördinaten van M z i j n 

2 2 
eu eu -cosut ; z = s i n u t (4.8) 

("o'-w') (coo^-w^) 

A l s Uï^Uq z u l l e n z o a l s u i t 4,7 t en 4.8 ' b l i j k t de punten 0,M en 
Z op een r e c h t e l i j n l i g g e n . A l s u 4 Uq dan ga a t de a m p l i t u d e 
naar o n e i n d i g en z a l de l i n e a i r e t h e o r i e n i e t meer nauwkeurig 
z i j n . Hoewel de a m p l i t u d e n b i n n e n een n i e t - l i n e a i r e t h e o r i e 
m o g e l i j k e i n d i g b l i j v e n kan t o c h i n de omgeving van u=Uo een zeer 
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g e v a a r l i j k e t o e s t a n d o n t s t a a n . We noemen (o=(«)q h e t k r i t i s c h e 
t o e r e n t a l . 

I n h e t g e b i e d oXWq d r a a i t de r o t o r o n d e r k r i t i s c h en l i g t h e t 
zwaart e p u n t Z v e r d e r naar b u i t e n dan h e t s c h i j f m i d d e l p u n t M. D i t 
i s g e h e e l i n overeenstemming met de v e r w a c h t i n g e n . I n h e t 
b o v e n k r i t i s c h e g e b i e d («>Uo) i s (Uq^-w^) n e g a t i e f en komt h e t 
zwa a r t e p u n t Z t u s s e n M en O t e l i g g e n ( z i e Fig. 4.2 •) 

Fig. 4.2 L i g g i n g van h e t zwaartepunt v o o r 
ü<Uq , (oxoq en 0}>>(0o 

Voor zeer hoge t o e r e n t a l l e n v a l t Z p r a k t i s c h samen met O; de 
r o t o r d r a a i t dan weer zeer r u s t i g en men noemt d i t 
z e l f c e n t r e r i n g . Hoewel h e t zwaartepunt dan g e c e n t r e e r d i s , b l i j f t 
de as u i t g e b o g e n met de a m p l i t u d e e en t r e d e n e r dus wel 
l a g e r k r a c h t e n op. 

I n v u l l e n van (4.7) i n (4.5) g e e f t T=0, d.w.z h e t c o n s t a n t e 
t o e r e n t a l i n de s t a t i o n a i r e t o e s t a n d w o r d t gehandhaafd zonder 
t o r s i e m o m e n t . 

Het g e v a a r l i j k e g e b i e d waarbinnen n i e t s t a t i o n a i r g e d r a a i d 
mag worden w o r d t b e p a a l d door de maximaal t o e l a a t b a r e 
b u i g b e l a s t i n g van de as, de maximaal t o e l a a t b a r e l a g e r b e l a s t i n g 
e n/of door de s p e l i n g t u s s e n r o t o r en h u i s . I s op b a s i s h i e r v a n 
de maximaal t o e l a a t b a r e d o o r b u i g i n g r^ ^ ^ ^ , dan v o l g t h i e r u i t v o o r 
h e t g e v a a r l i j k e g e b i e d 

^max , , ^max , 
< 0)2 < 0)0 2 (4.9) 

(^max+e) (^max-e) 

A l s o)=0)q dan w o r d t (4.2) geëxciteerd i n de e i g e n f r e q u e n t i e en 
i s de algemene o p l o s s i n g n i e t t e s c h r i j v e n a l s (4.6) . Een 
p a r t i c u l i e r e o p l o s s i n g i s dan 

y = 5ea)otsino)ot ; z = -ieo)Qtcoso)ot (4.10) 
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De u i t w i j k i n g g r o e i t dan l i n e a i r met de t i j d en de p u n t e n 0,M en 
Z l i g g e n n i e t meer op een r e c h t e l i j n . De l i j n s t u k k e n OZ en MZ 
s l u i t e n een r e c h t e hoek i n . Moet de h o e k s n e l h e i d weer c o n s t a n t 
b l i j v e n dan w o r d t met h e t wrin g e n d k o p p e l 

T = I k e ^ U p t (4.11) 

I s h e t toegevoerde k o p p e l g r o t e r dan kan h e t k r i t i e k e t o e r e n t a l 
gepasseerd worden, anders b l i j f t de r o t o r i n de r e s o n a n t i e 
s t e k e n . Voor h e t berekenen van de maximale a m p l i t u d e ̂  a l s h e t 
r e s o n a n t i e g e b i e d d o o r l o p e n w o r d t , v e r w i j z e n we naar de l i t e r a t u u r 

. . . Z i j n we n i e t geïnteresseerd i n de v o l l e d i g e o p l o s s i n g van de 
b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r w i l l e k e u r i g e e x c i t a t i e f r e q u e n t i e s , 
maar a l l e e n i n h e t k r i t i e k e t o e r e n t a l dan kan de b e h a n d e l i n g 
v e r e e n v o u d i g d worden. De e x c e n t r i c i t e i t van h e t zwaar t e p u n t e 
w o r d t n u l g e s t e l d ( d i t kan omdat h e t k r i t i e k e t o e r e n t a l h i e r d o o r 
n i e t beïnvloed w o r d t ) . V e r t o o n t de massa m een u i t w i j k i n g y dan 
werken daarop de c e n t r i f u g a a l k r a c h t mu^y en de t e r u g s t e l k r a c h t 
-ky. Er i s a l l e e n e v e n w i c h t met yfO v o o r h e t k r i t i e k e t o e r e n t a l 

k 

•\| m 

en d i t c o r r e s p o n d e e r t geheel met h e t voorgaande. 

mtü̂ y i 

Fig. 4.3 K r a c h t e n op een massa t . p . v h e t a s m i d d e l p u n t 

Het s t i j f h e i d s g e t a l k v o l g t u i t de e l e m e n t a i r e f o r m u l e s voor 
b u i g i n g van b a l k e n en i s n a t u u r l i j k a f h a n k e l i j k van de p l a a t s van 
de massa l a n g s de r o t e r e n d e b a l k en van de w i j z e van 
o n d e r s t e u n i n g . Op overeenkomstige w i j z e kunnen we de _ k r i t i e k e 
t o e r e n t a l l e n bepalen v o o r een as met meerdere massa's d i e i n een 
a a n t a l (knoop)punten (n) c e n t r i s c h op de s t a a f a s z i j n 
a angebracht. Het verband t u s s e n k n o o p p u n t s v e r p l a a t s i n g e n (Yi) en 
k n o o p p u n t s k r a c h t e n ( f j ) geven we z o a l s g e b r u i k e l i j k aan met 

K i j Y j = f i ( i , j =1,2,...n) (4.12) 
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Ten gevolge van h e t c e n t r i f u g a a l v e l d z i j n de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n 

f i iti (4.13) 

w a a r i n M^j de componenten van de di a g o n a a l m a s s a m a t r i x z i j n . Er i s 
ev e n w i c h t a l s g e l d t 

(4.14) 

Een van n u l v e r s c h i l l e n d e o p l o s s i n g v o o r y i s a l l e e n m o g e l i j k 
v o o r 

d e t [ K i j - w ^ M j j ] = O (4.15) 

en d i t l e v e r t de n k r i t i e k e t o e r e n t a l l e n . 
I n h e t l i m i e t g e v a l d a t de b a l k een c o n t i n u v e r d e e l d e massa 

d r a a g t i s de v e r d e e l d e b e l a s t i n g t.g.v.de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n 

q = pAwV (4.16) 

De gewone d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g v o o r y ( x ) w o r d t dan 

d V 
EI-

dx' 
pAu^y = O (4.17) 

en deze v e r g e l i j k i n g v o o r h e t b e p a l e n van de k r i t i e k e 
t o e r e n t a l l e n i s h e t z e l f d e a l s d i e v o o r de t r i l l e n d e b u i g b a l k 

/ 

/ 

^ 3 3 

Fig. 4.4 Roterende as met n puntmassa' s 
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__J' 

X 
l - ^ — — — * J 

dx 

Fig. 4.5 Roterende as met c o n t i n u v e r d e e l d e massa 

4.2 E l a s t i s c h g e l a g e r d e as 

T o t nu t o e werd v e r o n d e r s t e l d d a t de as s t a r g e l a g e r d was, 
maar d a t i s n i e t a l t i j d h e t g e v a l . I s de o n d e r s t e u n i n g n i e t zeer 
s t i j f t . o . v de as , dan moet d i t i n r e k e n i n g worden g e b r a c h t en 
z a l d a a r d o o r h e t l a a g s t e k r i t i e k e t o e r e n t a l d a l e n . B i j de 
g e b r u i k e l i j k e c o n s t r u c t i e s z a l de h o r i z o n t a l e s t i j f h e i d n i e t 
g e l i j k z i j n aan de v e r t i c a l e s t i j f h e i d . De o n d e r s t e u n i n g g e d r a a g t 
z i c h dan a n i s o t r o o p . M e e s t a l i s de h o r i z o n t a l e s t i j f h e i d l a g e r 
dan de v e r t i c a l e s t i j f h e i d . Door de a n i s o t r o p i e v i n d e n we twee 
vaak d i c h t b i j e l k a a r gelegen k r i t i e k e t o e r e n t a l l e n b e i d e l a g e r 

dan voor de s t a r ondersteunde as.Het middelpunt van de s c h i j f dat b i j een 
s t a r r e o f i s o t r o o p - e l a s t i s c h e o n d e r s t e u n i n g een c i r k e l b a a n 
b e s c h r i j f t z a l b i j a n i s o t r o p e o n d e r s t e u n i n g een e l l i p s 
b e s c h r i j v e n . We z u l l e n z i e n d a t de e l l i p s d o o r l o p e n kan worden i n 
de d r a a i r i c h t i n g van de as o f i n t e g e n g e s t e l d e r i c h t i n g . 

B i j g l i j l a g e r s i s h e t m e e s t a l n o o d z a k e l i j k de s t i j f h e i d en 
e v e n t u e e l ook de demping i n r e k e n i n g t e brengen. De o l i e f i l m 
g e d r a a g t z i c h a l s een n i e t - l i n e a i r e v e e r maar v o o r k l e i n e 
t r i l l i n g e n om een e v e n w i c h t s s t a n d kan om deze s t a n d g e l i n e a r i s e e r d 
worden. 
De c o m p l i c a t i e d a t de v e r e n en dempers van de o l i e f i l m gekoppeld 
z i j n en bovendien a a n l e i d i n g geven t o t n i e t - s y m m e t r i s c h e 
s t i j f h e i d s - en dempingsmatrices l a t e n we h i e r b u i t e n beschouwing 
zodat de t h e o r i e i n deze p a r a g r a a f s l e c h t s b i j b e n a d e r i n g h e t 
e f f e c t van de s m e e r f i l m kan b e s c h r i j v e n . 

I n h o r i z o n t a l e r i c h t i n g v e r o n d e r s t e l l e n we nu 2 v e r e n met 
s t i j f h e i d Vi^ i n s e r i e met de v e e r s t i j f h e i d van de as k ( z i e f i g 
4.6 ) . I n v e r t i c a l e r i c h t i n g z i j n de s t i j f h e i d s g e t a l l e n van de 
l a g e r s en de as r e s p . 2k^ en k. De e f f e c t i e v e v e e r s t i j f heden ky 
en kg worden dan b e p a a l d u i t 

1 1 1 1 1 1 
— = + _ ; _ = + _ (4 18) 
ky 2kf, k kg 2k^ k 

en de t e r u g s t e l k r a c h t e n op M z i j n -kyy^ en -kgZj^. 
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Fig. 4.6 R o t o r opgelegd op e l a s t i s c h e l a g e r s 

k (v-ecosüjt) 
y - _ 

k ( z - e s i n c j t ) f 

Fig. 4.7 T e r u g s t e l k r a c h t e n v o o r e l a s t i s c h e l a g e r i n g 

De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r de t r a n s l a t i e van h e t zwaartepunt 
z i j n i n d i t g e v a l 

y + "v^Y eu„2coso)t 

z + Wg z = eWg'^sinwt 
(4.19) 

w a a r i n 
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ky kg 

"y^ = — ? = — (4.20) 
m m 

Laten we weer de u i t s t e r v e n d e oplossingen van de homogene 
v e r g e l i j k i n g e n b u i t e n beschouwing dan wordt de beweging van het 
zwaartepunt 

eüy2 eWg^ 

coswt ; z = sinwt (4.21) 
(Wy2-w2) (0)g2-(o2) 

en van het middelpunt van de s c h i j f (M): 

= Ymcosut ; z^ = è^sinwt (4.22) 

waarin 

Ym = , 3 e ; z^ = , e (4.23) 
((Oy2-a)2) (Uz ) 

u i t (4.22) v o l g t de v e r g e l i j k i n g voor de e l l i p s 

[ Y J 
2 

m 
2 

+ = 1 A A 

A A 

(4.24) 

met halve assen en z^. 
Om de omlooprichting t e onderzoeken voeren we de complexe 

coördinaat i" i n , g e d e f i n i e e r d door 

^ = Ym+iZm = YmCOSUt + i L s i n ( O t 

o f 

= | J ^ ( e i " t + e - i " t ) + l z ™ ( e ^ " * - e - i " t ) 

^ = HYm+ZT„)e i"* + | ( J ^ - z J e - i " t (4.25) 

De e e r s t e t e r m b e s c h r i j f t i n h e t complexe v l a k een c i r k e l d i e 
d o o r l o p e n w o r d t i n de d r a a i r i c h t i n g van de as. De tweede t e r m 
b e s c h r i j f t een c i r k e l i n t e g e n g e s t e l d e r i c h t i n g . 

A f h a n k e l i j k van de a m p l i t u d e n van de twee termen i n (4.25)i i s 
de r e s u l t e r e n d e beweging van M g e l i j k l o p e n d o f t e g e n l o p e n d . We 
z i e n i n Fig. 4.8 d a t v o o r 

A A A A 

(Ym+Zm) > (Ym-Zm) 

de e l l i p s b a a n g e l i j k l o p e n d i s en v o o r 
A A A A 

(Ym+Zm) < (Ym-Zm) 

te g e n l o p e n d . Deze grootheden kunnen e c h t e r ook n e g a t i e f z i j n . Op 
d e z e l f d e w i j z e a l s i n f i g u u r 48 aangegeven kunnen we aantonen 
d a t i n h e t algemeen g e l d t 
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A A 

A A 

A A 

Ym-Zm 
A A 

Ym+Zm I < I Ym-z 
A A 

Yyn+Zm 

tn "m 
A A 

Ym-Zm 

g e l i j k l o o p ( G l e i c h l a u f ) 

t e g e n l o o p (Gegenlauf) 

beweging l a n g s een r e c h t e l i j n 
(gedegenereerde e l l i p s ) 

Met (4.23) v o l g t : 

Ym+z™ = eco' 

Ym-Zm = e(0' 

((0/-(02)(0)^2-Ca2) 

(C0„2-o2) ((O 2_„2) 

(4.26) 

m m . 

Fig. 4.8 Baankromme van M 

G e l i j k l o p e n d e beweging t r e e d t dus op v o o r 

(4.27) 

V e r o n d e r s t e l l e n we d a t de h o r i z o n t a l e s t i j f h e i d l a g e r i s dan de 
v e r t i c a l e s t i j f h e 
v o l g ende gebieden 

(Oy 2 + 0)2 2_2(o2 > I 0)y2-0)2 2 

v e r t i c a l e s t i j f h e i d dan g e l d t o^^>0)^^ en onderscheiden we de 

0)<0), 

0)y<0)<0)2 

0)>0), 

: g e l i j k l o p e n d 

: t e g e n l o p e n d 

: g e l i j k l o p e n d 
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Gasch en Pfützner [ 7 ] geven h e t volgende v o o r b e e l d . S t e l d a t 
Wo=^(Vm) en d a t door de l a g e r i n g (Oy=0,85a)Q en (>)^=0 ,95ÜQ. Fig. 4.9 
g e e f t dan v o o r e n k e l e waarden i n h e t g e l i j k l o o p en t e g e n l o o p 
g e b i e d de baankromme van M. Voor de r e s o n a n t i e f r e q u e n t i e s w=(Oy en 
(0=0)2 o n t a a r d e n b i n n e n de l i n e a i r e t h e o r i e de e l l i p s e n i n een 
o n e i n d i g l a n g e h o r i z o n t a l e r e s p . v e r t i c a l e l i j n . B i j h e t 
d o o r l o p e n van de r e s o n a n t i e f r e q u e n t i e v e r a n d e r t de g e l i j k l o o p i n 
t e g e n l o o p o f omgekeerd. Voor o)»0)2 w o r d t de b a a n s t r a a l weer e en 
c e n t r e e r t h e t zwaartepunt z i c h weer op de r o t a t i e - a s . 

=̂0,7 

-^^ 
d r a a i r 

baan M 
^ d r a a i r i c h t i n g 

as 

gé l i j kïoöp O -= .W'-=cüy 

»?=0,87 r]= 0,9014 

tégenloop • «y-tü-coz 

r)-Q,% =̂1 

g e l i j k l o o p 

-47 

V-2 

Fig. 4.9 
Baan van h e t p u n t M i n g e l i j k l o o p en t e g e n l o o p 

gebieden (o)y=0,85o)o ; 0)2=0,95o)o ; i(i=o)/o)o) 

4.3 N i e t a x i a a l s y m m e t r i s c h e asdoorsnede 

T o t nu t o e hebben we assen met c i r k e l v o r m i g e doorsnede 
v e r o n d e r s t e l d . B i j t u r b i n e s i s d a t ook m e e s t a l j u i s t , maar b i j 
e l e c t r i s c h e machines kunnen ook doorsneden voorkomen w a a r b i j de 
b u i g s t i j f h e i d om twee o n d e r l i n g l o o d r e c h t e assen s t e r k 
v e r s c h i l l e n d i s , b i j v . b i j t w e e p o l i g e r e t o r e n van synchrone 
motoren. De v e r s c h i j n s e l e n d i e d a a r b i j o p t r e d e n onderzoeken we 
weer aan de hand van een as met één massa w a a r b i j v o o r de 
asdoorsnede symmetrie v e r o n d e r s t e l d w o r d t om twee o n d e r l i n g 
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l o o d r e c h t e assen. 
Men mag verwachten d a t e r door h e t v e r s c h i l i n b u i g s t i j f h e i d 

weer twee k r i t i s c h e t o e r e n t a l l e n z i j n w a a r b i j de a m p l i t u d e t.g.v. 
een k l e i n e onbalans b i n n e n de l i n e a i r e t h e o r i e o n e i n d i g w o r d t . 
Het z a l e c h t e r b l i j k e n d a t i n h e t ge b i e d d a a r t u s s e n de beweging 
i n s t a b i e l i s . 

Zouden we de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n f o r m u l e r e n i n een v a s t 
coördinatensysteem dan hebben we t e maken met een p e r i o d i e k 
veranderende b u i g s t i j f h e i d . I s de l a g e r i n g s t a r o f i s o t r o o p 
e l a s t i s c h dan v i n d e n we i n een meedraaiend coördinatensysteem 
b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n met c o n s t a n t e coëfficiënten; daarom gaan 
we nu u i t van een meedraaiend a s s e n s t e l s e l waarvan de 
a s r i c h t i n g e n e v e n w i j d i g z i j n met de hoofdassen van de doorsnede. 
We beschouwen de r e l a t i e v e beweging t . o . v , d a t systeem. 

I n de h o o f d r i c h t i n g e n van de as v e r o n d e r s t e l l e n we de 
s t i j f h e i d s g e t a l l e n ky en k^. 

De v a s t e coördinaten van een pu n t geven we aan met (yo,Zo) en 
de coördinaten i n h e t meedraaiende systeem met ( y / Z ) . We 
definiëren de complexe v a r i a b e l e n 

^0 = yo + i z o ; f = y + i z (4.28) 

Het verband h i e r t u s s e n i s 

fo = f = i"oe"^"* (4.29) 

H i e r u i t v o l g t 

l o = [i-+itói-]e'"t 

en 

?o = [ ? + 2 i u i - - ( o 2 n e i " t 

De complexe b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g v o o r de t r a n s l a t i e van z wo r d t 

m?o = m[?+2io|-w2i-]e^"* = fo (4.30) 

w a a r i n de t e r u g s t e l k r a c h t 

fo = f y o + if,O (4.31) 

U i t g e d r u k t i n h e t meedraaiende systeem v i n d e n we na s c h e i d i n g van 
h e t reële en h e t i m a g i n a i r e d e e l : 

my = 2mwz + mco^y + f 
(4-32) 

mz = -2moy + mu'̂ z + f ^ 

De s c h i j n k r a c h t t . g . v de s l e e p v e r s n e l l i n g u ^ r met componenten 
mw^y en mu^z i s i n f i g u u r 4.10 aangegeven. Ook z i j n d a a r i n de zg. 
C o r i o l i s - k r a c h t e n aangegeven met componenten 2mwz en -2mfc)y i n 
re s p y- en z - r i c h t i n g . 

De p o s i t i e van M t . o . v Z i s nu bepaald door e en 7 z i e F i g 
4.11 en de t e r u g s t e l k r a c h t e n z i j n dan 
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f y = -k (y-ecos7) 
^ ^ (4.33) 

f g = - k 2 ( z - e s i n 7 ) 

Met de d e f i n i t i e s 

— ; Wz = -
m m 

= ; Wz' = — (4-34) 

kunnen de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n (4.22) h e r s c h r e v e n worden i n de 
vorm 

y + (tóv^~w^)Y " 2uz = eUy^coS'Y 

2 2 • 2 . (4.35) 
z + ( U g ^ - u ^ j z + 2uy = e W g ^ s i n ^ 

Een p a r t i c u l i e r e o p l o s s i n g h i e r v a n i s : 

-ecos7 
Wy2 

y (4.36) 

z = e s m y 
( C 0 g 2 - ( 0 2 ) 

Voor de v r i j e t r i l l i n g e n d.w.z de o p l o s s i n g e n van de homogene 
v e r g e l i j k i n g e n w o r d t g e s t e l d 

y = Ae^t ; z = Be^* (4.37) 

Een van n u l v e r s c h i l l e n d e o p l o s s i n g i s dan m o g e l i j k v o o r 

+ ( ü / + « g 2 + 2 ( o 2 ) x 2 + (a)y2-a)2) ( 0 ) ^ 2 . ^ , 2 ) = O (4.38) 

o f 

^\,2 = 3 , [ - ( c 0 y 2 + y ^ 2 + 2 a ) 2 ) + ^ ( ( „ ^ 2 + j , ^ 2 + 2 a ) 2 ) 2 _ 4 ( u ^ 2 - „ 2 ) ( ( 0 ^ 2 _ „ 2 ) 

(4.39) 

Wordt g e s t e l d d a t ky<kg en dus Ü^^KÜ^^ dan i s i n h e t g e b i e d 

Uy < U < 6)g 

de t e r m 

- 4 ( U y 2 - u 2 ) ( (022-6 )2 ) > O 

en w o r d t één van de w o r t e l s x2 p o s i t i e f . D i t b e t e k e n t een met de 
t i j d e x p o n e n t i e e l aangroeiende u i t w i j k i n g . H i e r hebben we dus 
n i e t a l l e e n t e maken met de twee e i g e n f r e q u e n t i e s 0)y en Ug maar 
t r e e d t i n s t a b i l i t e i t op i n h e t g e b i e d e r t u s s e n . 
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Fig. 4.10 
T e r u g s t e l k r a c h t e n en s c h i j n k r a c h t e n i n h e t 

d r a a i e n d e a s s e n s t e l s e l 

Fig. 4.11 P o s i t i e van h e t zwaa r t e p u n t v o o r een n i e t 
a x i a a l s y m m e t r i s c h e doorsnede 

Het b l i j k t d a t b i j v o l d o e n d hoge u i t w e n d i g e demping h e t 
t u s s e n g e b i e d weer s t a b i e l t e k r i j g e n i s . H i e r v o o r w o r d t verwezen 
naar de l i t e r a t u u r [ 7 ] . 
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4.4 Balanceren 

Balanceren van een s t a r r e r o t o r 

L i g t h e t zwaartepunt van een s c h i j f op een a f s t a n d e van de 
h a r t l i j n van de as dan v e r o o r z a a k t d i t t r i l l i n g e n en r o t e r e n d e 
k r a c h t e n op de l a g e r s . Deze onbalans kan opgeheven worden door 
een k l e i n e massa aan t e brengen aan de ' l i c h t e z i j d e ' van de 
s c h i j f , zodat h e t zwaartepunt weer c e n t r a a l komt t e l i g g e n . I s de 
massa van de s c h i j f M, de e x c e n t r i c i t e i t e en de c o r r e c t i e m a s s a m 
op een a f s t a n d r van de h a r t l i j n van de as aangebracht, dan moet 
g e l d e n 

e 
mr = Me =^ m = - M (4.40) 

r 

Het b e p a l e n van de onbalans Me kan met een s t a t i s c h e p r o e f 
gebeuren. L a t e n we de r o t o r i n h e t z w a a r t e k r a c h t v e l d r o l l e n over 
twee h o r i z o n t a l e s t r i p p e n , dan komt h e t zwaar t e p u n t zo l a a g 
m o g e l i j k t e l i g g e n en moet de c o r r e c t i e aan de bovenkant van de 
s c h i j f aangebracht worden. De g r o o t t e van de c o r r e c t i e mr w o r d t 
zo gekozen d a t de r o t o r j u i s t i n i n d i f f e r e n t e v e n w i c h t i s . 

I s de r o t o r n i e t een s c h i j f maar een c i l i n d e r z o a l s b i j v . i n 
Fig. 4.12, dan z a l a l s e r op de i d e a l e c i l i n d e r een k l e i n e massa 

/7>2a(2/-2 

Fig. 4.12 Een dynamisch ongebalanceerde r o t o r 

m̂  op s t r a a l r ^ w o r d t aangebracht en 180" g e d r a a i d een massa 
m2=mi op s t r a a l ^2=^^ de c y l i n d e r i n ev e n w i c h t z i j n . 

R o t e e r t de as dan o n t s t a a t e r door de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n 
m^ü^r^ en mgU^rg een kop p e l en daardoor worden e r ook 
r e a c t x e k r a c h t e n i n de l a g e r s opgewekt d i e ev e n w i c h t maken. De 
r o t o r i s s t a t i s c h g e b a l a n c e e r d , maar dynamisch ongebalanceerd 
d.w.z de onbalans kunnen we a l l e e n met een dynamische t e s t 
c o n s t a t e r e n . 

We z u l l e n nu l a t e n z i e n d a t een s t a r r e r o t o r v o l l e d i g 
g e b a l a n c e e r d ( s t a t i s c h en dynamisch) kan worden door i n 2 v l a k k e n 
l o o d r e c h t op de as t e c o r r i g e r e n . M e e s t a l z u l l e n d a a r v o o r de 
e i n d v l a k k e n worden genomen. A l s v o o r b e e l d k i e z e n we ( Fig. 4.13 ) 
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Fig. 4.13 Onbalans i n een r o t o r g e c o r r i g e e r d i n de twee 
e i n d v l a k k e n I en I I . 

een r o t o r met onbalans mr=4 op een k w a r t van de l e n g t e en mr=3 
o v e r 90* g e d r a a i d midden t u s s e n de e i n d v l a k k e n . De onbalans mr=4 
w o r d t g e c o r r i g e e r d met 3 en 1 op de e i n d v l a k k e n I en r e s p . I I 
o v e r 180" g e d r a a i d . De onbalans mr=3 w o r d t g e c o r r i g e e r d met Ih i n 
b e i d e e i n d v l a k k e n . De t o t a l e c o r r e c t i e s worden nu b e p a a l d door de 
c o r r e c t i e s i n de e i n d v l a k k e n samen t e s t e l l e n a l s i n F i g 4.13 
aangegeven. I n v l a k I z i j n de r e s u l t e r e n d e onbalans en de p o s i r i e 

mr = -x|(l,52+32) = 3,35 ; a = a r c t a n 0,5 

en i n v l a k I I 

mr = ^(1+1,52) = 1,80 ; /i = a r c t a n 1,5 

H i e r i s aangenomen d a t we g r o o t t e en p o s i t i e van de bestaande 
onbalans kennen, maar i n h e t algemeen z u l l e n d i e b e p a a l d moeten 
worden op een balanceermachine. Z i e v o o r de b e s c h r i j v i n g van 
d e r g e l i j k e metingen b i j v o o r b e e l d [ 1 ] . 

Balanceren van f l e x i b e l e r e t o r e n 
T o t nu t o e v e r o n d e r s t e l d e n we d a t de r o t o r s t a r was en d a t i s 

een goede b e n a d e r i n g a l s we d r a a i e n op een t o e r e n t a l v e r beneden 
h e t e e r s t e k r i t i e k e t o e r e n t a l . E c h t e r b i j t o e r e n t a l l e n hoger dan 
ongeveer de h e l f t van h e t e e r s t e k r i t i e k e t o e r e n t a l w o r d t de 
u i t b u i g i n g van de r o t o r zodanig d a t de daardoor v e r o o r z a a k t e 
e x t r a c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n n i e t meer v e r w a a r l o o s d kunnen worden. 

De machine kan a l t i j d g e balanceerd worden door d i r e c t 
t e g e n o v e r de onbalans (Me) een c o r r e c t i e aan t e brengen, maar a l s 
we w i l l e n b a l a n c e r e n i n twee v l a k k e n l o o d r e c h t op de as dan w o r d t 
de s i t u a t i e wat g e c o m p l i c e e r d e r . V e r o n d e r s t e l nu d a t de r o t o r een 
u n i f o r m e as i s en d a t we w i l l e n b a l a n c e r e n i n de v l a k k e n op V e 
van de t o t a l e l e n g t e v a n a f de e i n d e n . Een eenheid van onbalans 
(Me=l) e i s t b i j een s t a r r e as de waarden ïar=h t e r p l a a t s e van e l k 
van de 2 v l a k k e n . 

A l s de as d r a a i t o e z i j n e e r s t e k r i t i e k e t o e r e n t a l dan i s de 
d o o r b u i g i n g s i n u s v o r m i g en moeten we een onbalans aanbrengen van 
Me t e r p l a a t s e van b e i d e v l a k k e n ( z i e Fig. 4.14 -b) . D i t kan 
aangetoond worden door de a r b e i d van de onbalans k r a c h t e n t e 
beschouwen v o o r een v i r t u e l e u i t w i j k i n g ( v a n u i t de r e c h t e 
t o e s t a n d ) i n de e e r s t e t r i l v o r m . De v i r t u e l e a m p l i t u d e t e r 
p l a a t s e van de onbalans w o r d t 8y g e s t e l d . Z i j n e r geen onbalans 
k r a c h t e n dan i s e l k e u i t g e b o g e n t o e s t a n d i n de t r i l v o r m een 
e v e n w i c h t s t o e s t a n d . I s nu de v i r t u e l e a r b e i d van de e x t r a 
o n b a l a n s k r a c h t e n n u l dan hebben we de as weer g e b a l a n c e e r d . I s de 
onbalans i n de v l a k k e n I en I I g e s t e l d op aMe dan i s de v i r t u e l e 
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a r b e i d van de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n 

[-ajMeWj^ + M e U i ^ j g y = Q (4.41) 

en i s dus i n d e r d a a d a^=l. 
Op h e t tweede k r i t i e k e t o e r e n t a l i s de v i r t u e l e a r b e i d van 

onbalans Me n u l omdat de tweede t r i l v o r m een knoop h e e f t t e r 
p l a a t s e van de onbalans. Op h e t derde k r i t i e k e t o e r e n t a l moet de 
c o r r e c t i e onbalans i n h e t v l a k I en ook i n h e t v l a k I I aan 
d e z e l f d e z i j d e z i j n aangebracht a l s de o o r s p r o n k e l i j k e onbalans. 
De v i r t u e l e a r b e i d s v e r g e l i j k i n g met v i r t u e l e v e r p l a a t s i n g e n i n de 
derde t r i l v o r m g e e f t 

en h i e r u i t v o l g t a2=h ( z i e F i g 4.14 -d) 

I n 

Fig. 4.14 C o r r e c t i e onbalans i n de v l a k k e n I en I I 
v o o r de s t a r r e b a l k en v o o r r o t a t i e op 
h e t 1 % 2 ^ o f 3^ k r i t i e k e t o e r e n t a l . 

We kunnen nu de b e l a n g r i j k e c o n c l u s i e t r e k k e n d a t de f l e x i b e l e 
r o t o r s l e c h t s v o o r één t o e r e n t a l g e b a l a n c e e r d kan worden door 
onbalansen i n twee v l a k k e n aan t e brengen. 
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1. Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.1 

A B 

kFo cosat 

C 

k c 

Een r e c h t e onvervormbare b a l k AC, met homogeen v e r d e e l d e massa m, 
i s i n h e t u i t e i n d e A s c h a r n i e r e n d aan een v a s t s t e u n p u n t 
verbonden. 

Het midden B i s door een l i n e a i r e demper (dempings-constante c) 
aan een s t e u n p u n t verbonden en h e t u i t e i n d e C i s v e r e n d 
o n d e r s t e u n d ( l i n e a i r e v e e r , v e e r s t i j f h e i d k ) . 

I n C w e r k t een u i t w e n d i g e harmonische k r a c h t F cos u t . 
De optredende ^ o e k v e r d r a a i i n g van de b a l k :̂ s v o o r t e s t e l l e n met 
een a m p l i t u d e ^ en een fasehoek a door V> = 9 cos ( u t — a) . 

Gegeven i s d a t b i j een f r e q u e n t i e 

k 
U = 

m 

de fasehoek a 30° bed r a a g t . 

We s t e l l e n de dempingsconstante c v o o r door o ^ \L ̂  mk. 

BEREKEN: 

De getallencoëfficiënt \i. 

Oefenvraagstukken 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.2 

Een vierkante plaat met een uniforme massaverdeling en een totale massa m is in 5 en C 
bevestigd aan de bladveren BA en resp. CD. De buigstijfheid van de veren is EI voor AB en 
2EI voor CD. De normaalkrachtstijfheid mag oneindig groot gesteld worden. In het hoekpunt 
C is de kracht f{t) aangebracht. 

GEVRAAGD: 

a) Toon aan dat het massatraagheidsmoment (/) van de schijf t.o.v. het zwaartepunt 

1 2 

gelijk is aan :^ml . 

b) Stel de bewegingsvergelijkingen op. 

c) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen van kleine trillingen in het vlak van tekening. 

d) Bepaal de responsie op een eenheidsimpuls ƒ = 5 (?) . 
e) Bepaal de stationaire responsie op een harmonische excitatie ƒ = /QsinQ?. 

Oefenvraagstukken 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.3 

Op een r e c h t e as, aan één u i t e i n d e ingeklemd, z i j n twee s c h i j v e n 
gemonteerd. 

De l e n g t e van h e t asd e e l t u s s e n de inklemming en de e e r s t e s c h i j f 
b e d r a a g t de h e l f t van d i e van h e t as d e e l t u s s e n de e e r s t e en de 
tweede s c h i j f . De as h e e f t o v e r a l d e z e l f d e d i k t e . 

Het m a t e r i a a l i s homogeen en e l a s t i s c h met o v e r a l d e z e l f d e 
g l i j d i n g s m o d u l u s . 
De massa mag worden v e r w a a r l o o s d t e n o p z i c h t e van de massa van de 
s c h i j v e n . 
Deze mogen e c h t e r w el a l s onvervormbaar worden beschouwd. Het 
z i j n b e i d e c i l i n d r i s c h e s c h i j v e n met d e z e l f d e doorsnede, e c h t e r 
i s van de e e r s t e s c h i j f de d i k t e tweemaal d i e van de tweede. 

We beschouwen t o r s i e t r i l l i n g e n , en wel de v r i j e t r i l l i n g e n d i e 
h e t systeem kan u i t v o e r e n . 
We d u i d e n de h o e k v e r d r a a i i n g e n van de s c h i j v e n aan met a, 
r e s p . y3. 

GEVRAAGD: 

De eigenfrequenties en de bijbehorende eigenvectoren. 

Oefenvraagstukken 7 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.4 

Op een v e r r i j d b a r e o n d e r s t e u n i n g d i e i n h o r i z o n t a l e r i c h t i n g heen 
en weer bewogen w o r d t , en b i j g e v o l g een v e r p l a a t s i n g f = a cos u t 
v e r t o o n t , i s een c o n s t r u c t i e ingeklemd d i e b e s t a a t u i t een onver
vormbare b a l k CD ( l e n g t e 2(, massa m homogeen v e r d e e l d ) en een 
r e c h t e a l s massaloos t e beschouwen b a l k AB ( b u i g s t i j f h e i d E I ) . 

Het u i t e i n d e A i s ingeklemd i n de genoemde o n d e r s t e u n i n g , z o d a n i g 
d a t a l d a a r de r a a k l i j n aan de e v e n t u e e l vervormde b a l k AB 
v e r t i k a a l b l i j f t (A ondergaat dus de harmonische heen en weer 
gaande beweging met a m p l i t u d e a ) . 

Het u i t e i n d e B i s ingeklemd i n h e t midden van de b a l k CD. 

GEVRAAGD: 

- de optredende v e r v o r m i n g van de c o n s t r u c t i e t e b e s t u d e r e n , een 
onderzoek d a t v e r g e l i j k b a a r i s met h e t nagaan van h e t e f f e c t 
van een a a r d b e v i n g op een c o n s t r u c t i e . 

- I n h e t b i j z o n d e r w o r d t gevraagd: 
B i j welke u ( o f u's) i s de v e r p l a a t s i n g van B g e l i j k aan O, 
en wat i s de b i j d i e f r e q u e n t i e optredende h o e k v e r d r a a i i n g van 
CD? 

8 Oefenvraagstukken 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.5 

l 

m 
7 

5k 

Een r e c h t e homogene onvervormbare b a l k ( l e n g t e 2^, massa m) i s i n 
z i j n u i t e i n d e ondersteund door v e r e n met s t i j f h e d e n t e r a r o o t t e 
van r e s p e c t i e v e l i j k 5 k en 8k. yi."oute 

We beschouwen bewegingen w a a r b i j de v e r e n a l l e e n k r a c h t e n -L b a l k 
u i t o e f e n e n ( a l l e s i n h e t v l a k van t e k e n i n g , geen omkantelen naar 
r e c h t s o f l i n k s ) . 

BEPAAL: 

a) E i g e n f r e q u e n t i e s en e i g e n v e c t o r e n , 

b) Een s t e l s e l modale coördinaten en een s t e l s e l bewegings
v e r g e l i j k i n g e n i n deze modale coördinaten. 

Oefenvraagstukken 9 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.6 

I , H 

^"2 

U T ] mj=m2=m3=m 

H e t i n de f i g u u r a a n g e g e v e n s y s t e e m b e w e e g t a a n v a n k e l i j k m e t 
c o n s t a n t e s n e l h e i d . Op h e t t i j d s t i p t = O w o r d t mg z o d a n i g a f g e 
r e m d d a t de s n e l h e i d b i j b e n a d e r i n g d i r e c t n u l w o r d t e n b l i j f t . 

De a n d e r e m a s s a ' s h e b b e n op d a t moment n o g de a a n v a n k e l i j k e s n e l 
h e i d U ( j . 

GEVRAAGD: 

a ) S t e l de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n op v o o r de b e w e g i n g v a n d e 
m a s s a ' s m j en m j v o o r t > O. 

b ) B e p a a l de o p l o s s i n g v a n d e z e v e r g e l i j k i n g e n m e t de g e g e v e n 
b e g i n v o o r w a a r d e n . 
De d e m p i n g v a n h e t s y s t e e m w o r d t v e r w a a r l o o s d . 

c ) G e e f aan h o e de m a x i m a l e a m p l i t u d e n en de m a x i m a l e v e e r 
k r a c h t e n w i j z i g e n a l s m e e n f a c t o r 9 v e r g r o o t w o r d t e n o o k 
v o o r h e t g e v a l de v e e r s t i j f h e i d K e e n z e l f d e f a c t o r v e r g r o o t 
w o r d t . 

Aangenomen k a n w o r d e n d a t de m a x i m a l e a m p l i t u d e g e l i j k i s a a n 
d e som v a n de a b s o l u t e w a a r d e n v a n de a m p l i t u d e n i n d e e i g e n 
f r e q u e n t i e s . 

10 Oefenvraagstukken 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.7 

B o v e n s t a a n d t w e e v o u d i g m a s s a - v e e r s y s t e e m g e e f t e e n s t e r k g e s c h e 
m a t i s e e r d v o e r t u i g a a n d a t me t e e n s n e l h e i d V o v e r e e n h o b b e l i 
h e t w e g d e k b e w e e g t . V o o r de e e n v o u d i s h i e r d e d e m p i n g v e r w a a r -

GEVRAAGD: 

a ) B e p a a l d e e i g e n f r e q u e n t i e s en t r i l v o r m e n v o o r h e t t w e e v o u d i a 
m a s s a - v e e r s y s t e e m a l s m^/m^ = 1/20 en k ^ / k ^ = 5 . 

Oefenvraagstukken 11 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

b ) V o o r de h o o g f r e q u e n t e a a n s t o t i n g z a l h e t s y s t e e m i n e e r s t e 
i n s t a n t i e b e n a d e r d k u n n e n w o r d e n d o o r h e t o n d e r s t a a n d e e n k e l 
v o u d i g e m a s s a - v e e r s y s t e e m . 

Wat i s d e e i g e n f r e q u e n t i e v a n d i t e n k e l v o u d i g m a s s a -
v e e r s y s t e e m en v e r g e l i j k d i e m e t de h o o g s t e e i g e n f r e q u e n t i e 
v a n h e t t w e e v o u d i g m a s s a - v e e r s y s t e e m . 

c ) Neem a a n d a t v o o r t = O j u i s t de h o b b e l b e r e i k t w o r d t e n d a t 
de s n e l h e i d V e n de l e n g t e i z o d a n i g z i j n d a t v o o r 

rt 
O < t < T = : 

* 

d e o p g e l e g d e v e r p l a a t s i n g 

a = a^ s i n U j t . 

* 
Wat i s d a n h e t v e r b a n d t u s s e n V e n (1 

d) B e p a a l de r e s p o n s i e U j en de k r a c h t op h e t w e g d e k v o o r 

* 
O < t < rt/cjg. 

e ) G e e f a a n w a a r de o p l o s s i n g v o o r d i t m o d e l e v e n t u e e l o n g e l d i g 
w o r d t d o o r d a t e r een t r e k k r a c h t o n t s t a a t t u s s e n v o e r t u i g e n 
w e g d e k . 

( N . B . : I n w e r k e l i j k h e i d l i g t de s i t u a t i e a n d e r s d o o r d a t we de 
s t a t i s c h e a a n d r u k k r a c h t en o o k de d e m p i n g b u i t e n b e s c h o u w i n g 
h e b b e n g e l a t e n . ) 

12 Oefenvraagstukken 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.8 

3m B 
m 

Een a l s m a s s a l o o s t e b e s c h o u w e n r e c h t e b a l k m e t b u i g s t i j f h e i d E I 
e n l e n g t e 2 ^ i s i n h e t u i t e i n d e A i n g e k l e m d , d r a a g t i n h e t m i d d e n 
B e e n p u n t m a s s a 3m, en i n h e t u i t e i n d e C e e n p u n t m a s s a m . 

GEVRAAGD: 

E i g e n f r e q u e n t i e s en t r i l l i n g s v o r m e n v a n de v r i j e t r i l l i n g e n d i e 
h e t s y s t e e m k a n u i t v o e r e n ( m e t een e i n d i g e e l e m e n t e n 
b e h a n d e l i n g ) . 

Opgave 1.9 

Gegeven i s e e n i n o n v e r v o r m d e t o e s t a n d r e c h t e , h o m o g e n e , p r i s m a 
t i s c h e b a l k ( l e n g t e b u i g s t i j f h e i d E I , s o o r t , massa p = O, 
o p p . d o o r s n e d e A ) . 

I n e e n d e r u i t e i n d e n d r a a g t d e z e b a l k e e n a l s s t o f f e l i j k p u n t op 
t e v a t t e n massa m ^ . D i t u i t e i n d e i s o n d e r s t e u n d d o o r e e n v e e r m e t 
s t i j f h e i d K . 

H e t a n d e r e u i t e i n d e i s s t a r v e r b o n d e n m e t een o n v e r v o r m b a r e b a l k 
( l e n g t e 2 f , t o t a l e mas sa , homogeen v e r d e e l d , m j . De h a r t l i j n v a n 
d i e b a l k l i g t a l d a a r i n h e t v e r l e n g d e v a n de e e r s t e b a l k . 
De o n v e r v o r m b a r e b a l k i s i n h e t m i d d e n s c h a r n i e r e n d b e v e s t i g d a a n 
e e n v a s t s t e u n p u n t . 

Oefenvraagstukken 13 



Systemen met enkele graden van vrijheid 

De g e o m e t r i e v a n h e t g e h e e l i s z o d a n i g d a t b i j k l e i n e u i t w i j k i n 
g e n de v e e r e e n k r a c h t u i t o e f e n t w a a r v a n de w e r k l i j n l o o d r e c h t 
s t a a t op de h a r t l i j n v a n de b a l k e n i n o n v e r v o r m d e t o e s t a n d . 
H e t v l a k g a a n d e d o o r d e z e w e r k l i j n en de h a r t l i j n v a n d e b a l k e n 
i s t e v e n s h e t v l a k w a a r i n de o n v e r v o r m b a r e b a l k z i j n r o t e r e n d e 
b e w e g i n g u i t o e f e n t . 

B 

K = 
EI 

— 

D i t s y s t e e m k a n v r i j e t r i l l i n g e n u i t v o e r e n . 

GEVRAAGD: 

E i g e n f r e q u e n t i e s i n t r i l v o r m e n t e b e p a l e n m e t een e i n d i g e 
e l e m e n t e n - m e t h o d e . 

K i e s l a n g s AB s l e c h t s é é n e l e m e n t en k i e s m j = 3 m^ 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave I.IO 

G e g e v e n i s e e n homogene v i e r k a n t e p l a a t ABCD m e t massa m. 
Deze p l a a t k a n i n z i j n v l a k b e w e g e n , m a a r i s i n e l k d e r 
h o e k p u n t e n d o o r e e n v e e r v e r b o n d e n m e t e e n v a s t p u n t . 
De v e r e n i n C e n D h e b b e n e e n s t i j f h e i d 2 K e n z i j n g e r i c h t 
v o l g e n s de r i b b e CD. 
De v e r e n i n A e n B h e b b e n een s t i j f h e i d K e n z i j n g e r i c h t v o l g e n s 
r e s p e c t i e v e l i j k DA e n CB. D i t g e l d t d a n , om p r e c i e s t e z i j n , i n 
d e g e t e k e n d e s t a n d w a a r b i j e l k e v e e r j u i s t o n t s p a n n e n i s . 

We b e s c h o u w e n t r i l l i n g e n d i e de p l a a t u i t v o e r t om d e z e e v e n 
w i c h t s s t a n d ( e r b e h o e f t g e e n z w a a r t e k r a c h t i n r e k e n i n g g e b r a c h t 
t e w o r d e n ) w a a r b i j d e u i t w i j k i n g e n k l e i n b l i j v e n , z o d a n i g d a t mag 
w o r d e n aangenomen d a t de r i c h t i n g e n w a a r i n d e v e r e n k r a c h t e n u i t 
o e f e n e n o n g e w i j z i g d b l i j v e n . 

GEVRAAGD: 

A l l e f r e q u e n t i e s , m e t b i j b e h o r e n d e t r i l l i n g s v o r m e n ( z g n . e i g e n 
v e c t o r e n ) . 

O p m . : Men noeme de l e n g t e v a n e l k d e r z i j d e n v a n h e t v i e r k a n t 
ABCD •.2e. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgâ 'e 1.11 

G e g e v e n z i j n 3 m a s s a ' s t e r g r o o t t e m d i e l a n g s e e n r e c h t e l i j n 
k u n n e n bewegen ( i n de f i g u u r w e e r g e g e v e n a l s w a g e n t j e s ) . Ze z i j n 
o n d e r l i n g v e r b o n d e n d o o r l i n e a i r e v e r e n m e t s t i j f h e i d K , d . w . z . 
b i j u i t r e k k i n g i s de v e e r k r a c h t e e n t r e k k r a c h t g e l i j k a a n K x d e 
v e r l e n g i n g en b i j i n d r u k k i n g een d r u k k r a c h t K x de v e r k o r t i n g 
( d e v e e r k n i k t d a n n i e t u i t ) . 

A l d u s i s de e e r s t e massa w a a r v a n we de v e r p l a a t s i n g m e t x a a n d u i 
d e n v e r b o n d e n m e t de t w e e d e ( v e r p l a a t s i n g y ) e n d e z e m e t d e d e r d e 
( v e r p l a a t s i n g z ) . 

B o v e n d i e n z i j n d e e e r s t e en d e r d e e l k m e t . e e n z e l f d e v e e r m e t 
s t i j f h e i d K v e r b o n d e n a a n v a s t e s t e u n p u n t e n . Deze b e v i n d e n z i c h 
o p d e r e e d s genoemde r e c h t e l i j n . 

We b e s c h o u w e n de v r i j e t r i l l i n g e n d i e h e t s y s t e e m k a n u i t v o e r e n . 

BEREKEN: 

De e i g e n f r e q u e n t i e s a l s m e d e de b i j b e h o r e n d e t r i l l i n g s v o r m e n 
( d e e i g e n v e c t o r e n ) . 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.12 

a) - Stel de bewegingsvergelijkingen op voor de gekoppelde slingers in bovenstaande figuur. 

b) - Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen. 
c) - Bepaal de responsie voor de beginvoorwaarden 

6^(0) =eo;62(0) = ê , ( 0 ) =62(0) =0 

d) - Geef ook de oplossing voor 

^ m 1 

en de frequentie van de zwevingen. 

N.B. 

1 1 
cosa+cosP = 2cos — (a + P)cos — (a-P) 

cosa-cosP=~2sin—(a+P)sin—(a-P) 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Een voertuig wordt geschematiseerd door een massa m, een massatraagheid om het 
zwaartepunt I en twee veren met stijfheid k (zie figuur). De statische indrukking t.g.v. de 
zwaartekracht bedraagt U3,=0,05m. Neem g=10m/s'. Het voertuig heeft een snelheid van 
20m/s. Vanaf het tijdsdp t=0 is de weg zodanig dat het punt B een versnelling omlaag kri jgt 
van 2g. 

G E V R A A G D : 

a) Bepaal het verloop van de weg Uu(s) waarin s de afgelegde weg is vanaf t=0. 

b) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor het geschematiseerde voertuig waarbij 
verondersteld wordt dat B niet loslaat van de weg. (A beweegt horizontaal) Kies als 
vrijheidsgraad voor de venicale verplaatsing, de verplaatsing vanuit de positie dat er geen 
krachten (dus,ook geen zwaanekracht) op het lichaam werken. 

c) Bepaal de oplossing voor t>0 (t<0 beweging op horizontale weg). 

d) Geeft de vergelijking voor het loslaten van B. Wat is dan bij benadering de afgelegde weg 
(s) en de verticale verplaatsing Uy. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.14 

T(t) 

3 
k 1 k 2 k 

I I 

De schijven in 1 en 2 hebben een rotatietraagheid I . 
De stijfheid van de torsieveren 3-1, 1-2 en 2-4 is k. 
Schijf 1 is belast door een koppel T( t ) . 

GEVRAAGD: 

a) Wat is de stationaire oplossing voor de rotatie in punt 2 als T( t ) een 
harmonische excitatie is. 

b) Wat is de responsie in punt 2 t.g.v. een stap belasting in punt 1 (t>0: 
T ( t )=To) aangenomen dat het systeem in rust is voor t<0. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.15 

Bovenstaand enkelvoudig massa-veersysteem wordt belast door de kracht f ( t ) . 
Deze kracht verloopt lineair tussen t = O en t = t^ en is daarna constant en 
gelijk aan f^. Op het tijdstip t = O is het systeem in rust. 

GEVRAAGD: 

a. Bepaal de responsie u(t) voor O < t < t j . 

b. Bepaal de responsie u(t) voor t > t^. 

c. Gedurende het inschakelverschijnsel zal de amplitude van u(t) ergens 
voor t > t^ maximaal zijn. 
Geef de vergelijking voor de t i jd , t^, waarop dit maximum optreedt. 

d. Als T de periodetijd is van de eigenfrequentie 
bepaal dan de maximale amplitude van de responsie in het gebied t > t i 
voor t i / T = O en tJT = 1. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.16 

f=fo sin(üt 

I n b o v e n s t a a n d e f i g u u r i s een m a c h i n e s c h e m a t i s c h v o o r g e s t e l d 
d o o r h e t m a s s a - v e e r s y s t e e m K , M . 
Een h a r m o n i s c h e k r a c h t f = f ^ s i n c o t m e t c o n s t a n t e f r e q u e n t i e o) 
v e r o o r z a a k t t r i l l i n g e n . 

De t r i l l i n g s h i n d e r w i l l e n we e l i m i n e r e n d o o r h e t a a n b r e n g e n v a n 
e e n d y n a m i s c h e t r i l l i n g s d e m p e r i n de v o r m v a n e e n m a s s a -
v e e r s y s t e e m k , m. 

We k i e z e n k / m = K / M en g e v e n de v e r h o u d i n g v a n h u l p r a a s s a e n 
h o o f d m a s s a a a n m e t / i = m / M . 

GEVRAAGD: 

a) G e e f de s t a t i o n a i r e o p l o s s i n g v o o r u ^ / U i s ^ en U j / u ^ g ^ 
f u n c t i e v a n co. H i e r i n i s u ^ g ^ = f ^ / K . 

b ) V o o r w e l k e f r e q u e n t i e i s de a m p l i t u d e v a n n u l en w a t i s b i j 
d e z e f r e q u e n t i e de a m p l i t u d e v a n U j ? 

c ) Hoe l i g g e n a l s f u n c t i e v a n ji de t w e e e i g e n f r e q u e n t i e s v a n h e t 
s y s t e e m t . o . v . de e i g e n f r e q u e n t i e v a n h e t s y s t e e m z o n d e r d y n a 
m i s c h e t r i l l i n g s d e m p e r ? 

d ) G e e f n u m e r i e k e w a a r d e n v o o r de e i g e n f r e q u e n t i e s o n d e r 3) 
a l s II = 0 , 1 en ji = 0 , 2 . 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.17 

/sinco» 

Een k o o r d l o o p t o v e r e e n k a t r o l d i e i n p u n t A v a s t e n w r i j v i n g s 
l o o s i s o n d e r s t e u n d . Aan h e t e i n d i s e e n massa ra b e v e s t i g d . 
B e i d e d e l e n v a n h e t k o o r d mogen v e r v a n g e n w o r d e n d o o r v e r e n m e t 
v e e r s t i j f h e i d k . De s t r a a l v a n de k a t r o l i s R en de m a s s a t r a a g 
h e i d I = / i ra R^ . 

GEVRAAGD: 

a) B e p a a l de e i g e n f r e q u e n t i e s e n t r i l v o r r a e n v o o r k l e i n e t r i l l i n 
g e n om de e v e n w i c h t s s t a n d . H i e r b i j k a n aangenomen w o r d e n d a t 
de w r i j v i n g t u s s e n k o o r d en k a t r o l z o d a n i g g r o o t i s d a t g e e n 
g l i j d e n o p t r e e d t . 
G e e f h e t r e s u l t a a t s p e c i a a l v o o r ji = 0 , 1 . 

b ) B e p a a l o o k de s t a t i o n a i r e o p l o s s i n g a l s op de massa m e e n 
v e r t i c a l e k r a c h t f s i n u t w e r k t . 

c ) B e p a a l de h o r i z o n t a l e en v e r t i c a l e k r a c h t op h e t s t e u n p u n t 
a l s f u n c t i e v a n de e x c i t a t i e f r e q u e n t i e o). 

d ) Hoe g r o o t ^ i j n H / f en V / f v o o r u = 2 ^ k / ra en = 0 , 1 . 
H i e r i n i s de a m p l i t u d e v a n de h o r i z o n t a l e k r a c h t op s t e u n 
p u n t A en V de a m p l i t u d e v a n ^ d e v e r t i c a l e k r a c h t . 
V o o r w e l k e f r e q u e n t i e g e l d t V = O ? 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1,18 

Bovenstaande figuur geeft s terk geschematiseerd een voertuig op een oneffen 
weg. Het voertuig lieeft een constante snelheid v. 

GEVRAAGD: 

a) Geef in de stationaire toestand waarbij het contact met de weg behouden 
b l i j f t de responsie van het voertuig. 

s 

b) Öepaal de contactkracht tussen veer en weg. 

c) Als de snelheid zeer langzaam opgevoerd wordt bi j welke snelheid komt 
het voertuig dan los van de weg? 

d) Wat is die snelheid als L = 6m; A = 0,1 m; g = 10 m/s^, k/m = 100 s"̂ . 

e) Geef ook de responsie van het systeem met in achtname van het inschakel
verschijnsel als voor t = 0: u = - mg/k; ü= O, en op dat tijdstip juist 
de eerste hobbel bereikt wordt als in de figuur, aangegeven. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.19 

GEVRAAGD: 

a) A l s = S en het koord tussen de hoofdmassa M en de massa m a l s massaloos 
te beschouwen i s , bepaal dan voor het gegeven systeem de e igenf requen t ies 
en t r i l v o r m e n voor k l e ine t r i l l i n g e n om de evenwichtss tand u = O en 

6 = 0; voor het speciale geval ]vp = f 

b) Geef ook de laagste eigenfrequentie voor 

2k 
M 

2k 
« en voor | « ^ -

Indien de parametercombinatie geldt als onder punt a) en de massa M 
geëxciteerd wordt door een horizontale harmonische kracht f cos wt, bij 
welke frequentie is dan de amplitude van de hoofdmassa nul? 

24 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.20 

I2 =/xia&' 

mg 

Een blok valt in het zwaartekrachtveld van een hoogte h op een elastische ondersteuning ge

schematiseerd als aangegeven door discrete lineaire veren. 
2 

De massa van het blok is m en de massatraagheid om het zwaartepunt 7 = [ima met 
1 

\i = - . 
De positie van het zwaartepunt is i n de figuur aangegeven. 

GEVRAAGD: 

a) Op ï = O komt het blok in contact met de veren. Wat zijn dan de beginvoorwaarden voor de 

verdere beweging. 

b) Bepaal de eigenfrequenties en de trilvormen voor het blok op de veren. 

c) Bepaal op een willekeurig tijdsüp de beweging van het blok aangenomen dat het in contact 

b l i j f t met de veren. 

d) Geef in formulevorm aan het geldigheidsgebied van de oplossing. 
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Opgave 1.21 

Systemen met enkele graden van vrijheid 

{ a=ag s i n C J t 

s t a r J 

i / E I 3M .El M 
i k £l ^ ^ 1, 

2 ' 3 

De elastische balk 1-3 met buigstijfheid E I is in 1 star verbonden met de verticale, starre baUc. 

De punten 2 en 3 bevatten de geconcentreerde massa's resp. 3 M en M . De constructie is verder 

als massaloos te beschouwen. 

GEVRAAGD: 

a) Geef de verplaatsingen in 2 en 3 t.g.v. de kracht F2 in 2 en de kracht F3 in 3. 

b) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor het systeem waarbij de verticale staaf harmonisch op 

en neer wordt bewogen met de frequentie co (a = aosincot). De axiale stijfheid van staaf 

1-3 kan oneindig gesteld worden. 

c) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen voor buigtrillingen in het vlak van tekening. 

d) Als de verticale staaf harmonisch op en neer wordt bewogen (a = aoSincot) voor welke frequen 

tie co is de ampUtude van punt 2 in de stationaire toestand dan gelijk aan nul en vormt 

de massa M in punt 3 dus een dynamische trillingsdemper voor de massa in punt 2. 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.22 

-m,I=3in^' 
B D 

-EI 

Bovenstaande constructie bestaat uit een balk CD met massa m en de massatraagheid om het zwaarte
punt B is -ml ; de balk is als star te beschouwen. De massa en massatraagheid van de buigbalk AB 
(buigstijfheid EI) en van het onderstel zijn klein t.o.v. de corresponderende grootheden voor CD. Het 
onderstel is ook als star te beschouwen.Op het tijdstip t = O heeft het voertuig de snelheid v en wordt 
het onderstel zodanig afgeremd dat aangenomen mag worden dat de snelheid daarvan voor t>0 gelijk 
aan nul is. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de bewegingsvergelijkingen van het systeem voor t>0. 

b) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen. 

c) Wat is de responsie van het systeem voor t>0. 
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Opgave 1.23 

Systemen met enkele graden van vrijheid 

k 

B 

k . 

M(t) 

Bovenstaand systeem kan torsietrillingen uitvoeren. De rotatietraagheden van de tandwielen A 

en B zijn resp. en l^. De schijf C heeft een rotatietraagheid I^. De overbrengverhouding 

van de tandwielen R^Rg = n . De assen kunnen geschematiseerd worden door torsieveren 

met stijfheden en belasting is een torsiemoment in punt C. 

GEVRAAGD: 

a) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor het gegeven systeem 

b) Bepaal de stationaire responsie op een harmonische excitatie in pimt C voor: n = 5 ; 

= = I • = 0 ,01 / •,k^=5k en = k. 

c) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen 

d) Bepaal de impulsresponsie waarvoor M (t) =5 (t) . 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Opgave 1.24 

m, l=5ma^ 

Een massaveersysteem (massa m, massatraagheid I = - m a ) beweegt over een sinusvormige baan 
met een constante snelheid V. De amplitude van de baan iŝ z en de golflengte /. De veerstijfheid van elke 
veer is k. 

Op het tijdstip t = O is de positie zodanig dat de verplaatsing = zsin COt en Z2 = ^sin CO ( t + 1 ) 

GEVRAAGD: 

a) Druk CO en X uit in a, lenV. 

b) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor het massa veersysteem (zwaartekracht niet 

aanwezig!). 

c) Bepaal de stationaire responsie van het systeem. 

d) Voor welke snelheden wordt de amplitude (van het lineaire systeem) oneindig. 

e) Voor welke parameter combinatie wordt de ampUtude van de rotatie van het lichaam nul? 
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Systemen met enkele graden van vrijheid 

Oefenvraagstukken 



2. Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave n. 1 

balkelement k: 

De b a l k ABCD i s i n A e n D i n g e k l e m d . 
De b a l k d r a a g t o v e r h e t d e e l AB e e n g e l i j k m a t i g v e r d e e l d e massa m 
p e r l e n g t e - e e n h e i d . I n h e t p u n t C i s e e n g e c o n c e n t r e e r d e m a s s a , 
3 2 / 1 0 5 m ^ , a a n g e b r a c h t . 

De b u i g s t i j f h e i d v a n AB i s 2 E I en v a n BCD i s d e z e E I . 

GEVRAAGD: 

a ) V e r d e e l d e b a l k i n 2 e l e m e n t e n AB en BCD, e n s t e l m e t e e n 
e i n d i g e e l e m e n t e n m e t h o d e de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n o p v o o r 
b u i g t r i l l i n g e n . 

b ) B e p a a l d e e i g e n f r e q u e n t i e s en de t r i l v o r m e n v a n d i t g e d i s c r e -
t i s e e r d m o d e l . 

c ) B e p a a l o o k de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e en de b i j b e h o r e n d e 
t r i l v o r m na c o n d e n s a t i e v a n de m a s s a - m a t r i x . 
De k n o o p p u n t s r o t a t i e s z i j n i n h e t g e c o n d e n s e e r d e s y s t e e m n i e t 
mee r g e k o p p e l d m e t m a s s a . 

Oefenvraagstukken 31 



Numerieke beliandeling van discrete systemen 

Opgave II.2 

El.m 

ml-
I 

De c o n s t r u c t i e 1 -2 -3 i s i n p u n t 1 i n g e k l e m d en i n p u n t 3 i s d e 
v e r t i c a l e v e r p l a a t s i n g en de h o e k v e r d r a a i i n g i n h e t 1 -2 -3 v l a k 
n u l . 

De massa l a n g s 1-2 en 2 -3 i s m p e r l e n g t e - e e n h e i d . 
B o v e n d i e n i s e r e e n g e c o n c e n t r e e r d e massa a a n g e b r a c h t i n p u n t 2 . 
De n o r m a a l k r a c h t v e r v o r m i n g k a n v e r w a a r l o o s d w o r d e n t . o . v . d e 
b u i g v e r v o r m i n g . 

GEVRAAGD: 

a ) S t e l de b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n op v o o r b u i g t r i l l i n g e n i n h e t 
v l a k v a n d e c o n s t r u c t i e . 
De b a l k e n 1-2 en 2-3 w o r d e n d a a r b i j e l k g e d i s c r e t i s e e r d m e t 
é é n b a l k e l e m e n t . 

b ) B e p a a l de e i g e n f r e q u e n t i e s en t r i l v o r m e n v a n h e t 
g e d i s c r e t i s e e r d e s y s t e e m . 

c ) B e p a a l de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e na s t a t i s c h e c o n d e n s a t i e 
w a a r b i j de r o t a t i e s g e ë l i m i n e e r d w o r d e n . 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave II . 3 

De c o n s t r u c t i e ABCDE i s i n A en E i n g e k l e m d . I n h e t p u n t C i s 
g e c o n c e n t r e e r d e massa 2m a a n g e b r a c h t en i n h e t m i d d e n v a n AE 
DE een massa m. 

De n o r m a a l k r a c h t v e r v o r m i n g mag v e r w a a r l o o s d w o r d e n t . o . v . 

b u i g v e r v o r m i n g . 

De massa v a n de c o n s t r u c t i e mag v e r w a a r l o o s d w o r d e n t . o . v . 
g e c o n c e n t r e e r d e m a s s a ' s . 

GEVRAAGD: 

a) De b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r k e e r s y m m e t r i s c h e b u i g t r i l l i n 
g e n i n h e t v l a k v a n de c o n s t r u c t i e . 

De b a l k e n AB en BC w o r d e n d a a r b i j e l k g e d i s c r e t i s e e r d m e t e e n 

b a l k e l e m e n t . 

b ) B e p a a l de e i g e n f r e q u e n t i e s en t r i l v o r m e n v a n h e t g e d i s c r e t i 

s e e r d e s y s t e e m . 
G e e f o o k e e n s c h e t s v a n de t r i l v o r m e n . 

c ) B e p a a l de l a a g s t e e i g e n f r e q u e n t i e v o o r de k e e r s y m m e t r i s c h e 
t r i l l i n g e n na s t a t i s c h e c o n d e n s a t i e , w a a r b i j d e r o t a t i e ( s ) 
g e ë l i m i n e e r d w o r d e n . 

G e e f o o k de b i j b e h o r e n d e t r i l v o r m en v e r g e l i j k d e r e s u l t a t e n 

me t b ) . 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave 11.4 

De constructie 1-2-3 is opgebouwd uit staven tussen wrijvingsloze scharnieren. 
Voor de drie staven is de lengte en de normaalkracht stijfheid hetzelfde; de 
staven zijn als massaloos te beschouwen. In de punten 1 en 2 is een massa m 
aangebracht. Het punt 1 kan alleen horizontaal bewegen en het punt 2 alleen 
verticaal. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de eigenfrequenties van deze constructie voor t r i l l ing in het vlak 
van tekening. 

b) Bepaal en schets de trilvormen. 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave II . 5 

Bovenstaande constructie bestaat uit een balk AB met buigstijfheid EI en 
lengte l en uit twee dwarsbalken DB en BE die als star te beschouwen zijn en 
star bevestigd zijn aan AB. In A is balk AB ingeklemd en de 
normaalkrachtvervorming van deze balk mag verwaarloosd worden. 

De staven CB en BF zijn tussen wrijvingsloze scharnieren geplaatst. De 
normaalkrachtstijfheid EA = 2 V 2 ~ T ; i / « l 

In de punten D en E zijn geconcentreerde massa's m^ aangebracht. De massa 
langs AB is m per lengte-eenheid. DE, CB en BF zijn als massaloos te 
beschouwen. 

GEVRAAGD: 

a. Stel met een eindige-elementen methode de bewegingsvergelijkingen op voor 
beweging in het vlak van tekening. Kies langs AB één element. 

b. Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen voor vri je trillingen in het 
vlak van tekening. (Schets ook de trilvormen.) 

c. Wat is de laagste eigenfrequentie na statische condensatie waarbij alleen 
verplaatsingen als onafhankelijke vrijheidsgraden zijn gekozen. 

O efenvraagstukken 
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Numerieke belinnileling van discrete systemen 

Opgave 11.6 

B a l k ABCDE i s i n h e t m i d d e n o n d e r s t e u n d i n e e n w r i j v i n g s l o o s 
s c h a r n i e r e n a a n de e i n d e n v e r e n d o n d e r s t e u n d . 

De b a l k e n AB en DE z i j n m a s s a l o o s en h e b b e n e e n b u i g s t i j f h e i d E I . 
D e e l BCD i s s t a r en d r a a g t een g e l i j k m a t i g v e r d e e l d e m a s s a . 
De t o t a l e massa v a n BCD i s 6m. 

De v e e r s t i j f h e i d b e d r a a g t c = 6 E I / ^ ^ . 
Aan de b e i d e e i n d e n A en E i s een g e c o n c e n t r e e r d e massa m 
a a n g e b r a c h t . 

GEVRAAGD: 

a) B e p a a l m e t e e n e i n d i g e - e l e m e n t e n - m e t h o d e de b e w e g i n g s v e r g e l i j 
k i n g e n v o o r de k e e r s y m m e t r i s c h e v r i j e t r i l l i n g e n i n h e t v l a k 
v a n t e k e n i n g . 

b ) B e p a a l de e i g e n f r e q u e n t i e s en t r i l v o r m e n ( s c h e t s o o k de t r i l 
v o r m e n ) v a n de v r i j e t r i l l i n g e n . 

c ) G e e f de o n t k o p p e l d e b e w e g i n g s v e r g e l i j k i n g e n v o o r h e t g e v a l e e n 
u i t w e n d i g k o p p e l T i n p u n t C i s a a n g e b r a c h t e n g e e f de g e d w o n 
g e n b e w e g i n g v o o r T = T^, c o s cot. 

d ) G e e f de o p l o s s i n g i n de o o r s p r o n k e l i j k e c o ö r d i n a t e n v o o r co = O 
en co = h (co^ + U 2 ) ' 
S c h e t s h e t a m p l i t u d e v e r l o o p v o o r d e z e t w e e g e v a l l e n . 

36 
Oefenvraagstukken 



Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave II . 7 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de ei g e n f r e q u e n t i e s en de trilvormen ( s c h e t s ook de 
tri l v o r m e n ) voor t r i l l i n g van de c o n s t r u c t i e ABC i n het v l a k 
van tekening. 
De massa i s geconcentreerd i n het midden van BC en i n A. 

Geef een eindige elementen behandeling met 2 elementen AB en 
BC. 

De n o r m a a l k r a c h t s t i j f h e i d mag oneindig groot v e r o n d e r s t e l d 
worden. 

b) Geef ook de l a a g s t e eigenfrequentie a l s door s t a t i s c h e 
condensatie de knooppuntsrotaties z i j n geëlimineerd. 

Oefenvraagstukken 
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Numerieke licliHiidcling van discrete systemen 

Opgave II.8 

Sta^af 1 en 2 : oppervlak doorsnede: A 
Staaf 3 : oppervlak doorsnede: i A VT" 

Massa in punt 1 : m 
Massa in punt 2 : 2m 

Staven massaloos en geplaatst tussen wrijvingsloze scharnieren. 

Bovenstaande constructie t r i l t in het vlak van tekening. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de bewegingsvergelijkingen met een eindige-elementenmethode. 

b) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen (schets ook de trilvormen!) 

c) Pas statische condensatie toe waarbij alleen de verticale vrijheidsgraad 
in punt 2 als onafhankelijke vrijheidsgraad overbli jf t en bepaal de 
eigenfrequentie en trilvorm voor dit geval. 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave II.9 

1/21 1/21 1/21 1/21 

Balk ABC is een buigbalk met buigstijfheid EI. De normaalkrachtvervorming van deze balk mag ver

waarloosd worden. De overige staven zijn geplaatst tussen wrijvingsloze scharnieren. 

De massa van de balken mag verwaarloosd worden t.o.v. de geconcentreerde massa's. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de massamatrix (M) en de systeemmatrix (K) voor symmetrische trillingen van de 

constructie. 

N.B. : Kies langs A B slechts één element. 

b) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen voor het systeem onder a). 
Schets ook de trilvormen. 

c) Geef de ontkoppelde bewegingsvergelijkingen 
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Numerieke behandeling van discrete sjfstemen 

Opgave 11.10 

/ 

B ml 

EI 

m 

l EI 

A 

De balk AB draagt een massa m per lengte-eenheid, terwijl BC als massaloos te 
beschouwen is. In de punten B en C zijn ook geconcentreerde massa's ml 
aangebracht. De buigstijfheid van AB en BC is EL Het punt C beweegt 
wrijvingsloos langs een helling onder 45°. De normaalkrachtvervorming mag 
verwaarloosd worden. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de bewegingsvergelijkingen voor de constructie ABC met een eindige 
elementen methode. Hierbij moet de massa-matrix kinematisch consistent 

b) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen (schets ook trilvormen). 

c) Bepaal de laagste eigenfrequentie na statische condensatie waarbij alleen 
knooppuntsverplaatsingen en geen rotaties als onafhankelijke 
vrijheidsgraden worden gekozen. 

zijn. 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave 11.11 

Elasticiteitsmodulus: E voor alle staven. 

Oppervlak dwarsdoorsnede: voor staven 1 t/m 4. 

Oppervlak dwarsdoorsnede: A voor staven 5 t/m 10. 

Geconcentreerde massa's: 2 M in 1 en 2. 

De staven zijn als massaloos te beschouwen 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal met een eindige-elementenmethode de bewegingsvergelijkingen voor 

keersymmetrische trillingen in het vlak van tekening. 

b) Bepaal de eigenfrequenties voor keersymmetrische trihingen. 

c) Bepaal ook de trilvormen en schets de trilvormen. 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave 11.12 

Bovenstaande constructie bestaat uit een balk ABC met buigstijfheid EI en massa per lengte eenheid 

m. De normaalkrachtstijfheid mag oneindig gesteld voorden. Voor de verstijving is onder de balk een 

vakwerk aangebracht. Voor de staaf DE is de normaalkrachtstijfheid EA = (EI) / l en voor de 4 

overige staven geldt EA = J l E I / f ' . De massaverdeling wordt kmematisch consistent in rekening 

gebracht. 

GEVRAAGD: 

a) De eigenfrequenties en trilvormen voor symmetrische trillingen in het vlak van tekening 

(Kies langs AB slechts één element). Schets de trilvormen. 

b) Geef ook de laagste eigenfrequentie na statische condensatie waarbij alleen verplaatsingen 

als onafhankelijke vrijheidsgraden worden gekozen. 

Oefenvmagstukken 
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Numerieke behandeling van discrete systemen 

Opgave 11.13 

e 

c T 

i 

m j m 
^ 

A 

T 

1 

1 w 

D 

F 
•mm-

Bovenstaande portaalconstructie ABCDEF heeft een buigstijheid EI. De normaalkrachtvervorming 

mag verwaarloosd worden. De massa is geconcentreerd in de middens van BC, CD, DE en BE. 

Bovendien is er een massa aangebracht 'm B en E. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal met een eindige elementenmethode de systeemmatrix K en de kinematisch consistente 

massamatrix M voor symmetrische trillingen m.b.t. de hartlijn van de constructie. 

BQes langs BC, CD, DE en BE slechts één balkelement. 

b) Bepaal de eigenfrequenties en bijbehorende trilvormen. Schets ook de trilvormen. 
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Opgave 11.14 

Numerieke behandeling van discrete systemen 

Bovenstaande constructie bestaat uit 3 buigbalken met buigstijfheid EI. De massa is geconcentreerd in 

de 3 punten, B, C en D. Beschouw trillingen in het vlak van de tekening. 

De normaalkrachtvervorming van de balken mag verwaarloosd worden. 

Langs ABC wordt slechts één balkelement gekozen. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de bewegmg van het pxmt D uitgedrukt in de gekozen vrijheidsgraden. 

b) Als de masskracht t.g.v. de massa in punt B kinematisch consistent in rekening wordt gebracht 

wat is dan de bijdrage van aan de massamatrix. 

c) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor de constructie. 

d) Bepaal de eigenfrequenties en trilvormen. Schets ook de trilvormen. 
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3. Rotordynamica en diversen 

Opgave I I I . 1 

EI EI 
B 

0) 

BEPAAL h e t k r i t i e k e t o e r e n t a l cô  v a n de as ABC me t p u n t m a s s a m ^ . 

I n A i s de a s z o d a n i g o n d e r s t e u n d d a t d a a r de h e l l i n g s h o e k n u l i s 
en i n C i s ze o p g e l e g d . 

De b a l k h e e f t e e n c o n s t a n t e d o o r s n e d e en de b u i g s t i j f h e i d i s om 
e l k e as v a n de d o o r s n e d e E I . 

Oefenvraagstukken 
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opgave III.2 

Rotordynamica en diversen 

/El r n r 
t 1 

n 

'd e* 

De as A B C D E draait met een toerental co. In de punten B , C en D zi jn massa's m aangebracht. 
De as is in A en E zodanig gelagerd dat ze daar voor buiging als ingeklemd mag worden 
beschouwd. De as is massaloos en heeft een buigstijfheid EI. 

GEVRAAGD: 

Bepaal de drie kritieke toerentallen en de bijbehorende verhoudingen van de amplituden in B , 

C e n D . 

N.B . Maak gebruik van symmetrie! 
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Rotordynainka cn diversen 

Opgave I I I . 3 

EI,1 

u 1 2 u 1/41 m 

Bovenstaande figuur geeft een roterend systeem met in de punten 1 en 2 een 
starre ondersteuning en in liet punt 3 een massa m (balk 1 - 2 - 3 massaloos 
te veronderstellen). 

GEVRAAGD: 

a) Wat is het kritieke toerental van dit systeem ais de as 1-2-3 een 
constante buigstijfheid EI heeft? 

b) Wat wordt in de rotordynamica verstaan onder gelijkloop en tegenloop? 

c) Waardoor wordt de maximale stapgrootte bepaald als een numeriek 
integratieproces voor een mechanisch systeem uitgevoerd wordt met een 
expliciete integratieprocedure? 

d) Geef de consistente massamatrix voor een staaf element dat axiale 
trillingen uitvoert, in het geval de massa per lengte-eenheid lineair 
verloopt tussen O en m. 
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Rotordynamica en diversen 

Opgave III.4 

De as A 5 C draait met een toerental CO. In de punten 5 en C zijn massa's m aangebracht. De as is in 

A zodanig gelagerd dat ze voor buiging als ingeklemd mag v/orden beschouwd. Verder is de as niet 

ondersteund, massaloos en heeft ze een buigstijfheid EI. 

GEVRAAGD: 

a) Bepaal de kritische toerentahen en de bijbehorende verhoudingen van de amplituden 

in B en C. 
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Antwoorden 

Vraagstuk 1.1 

8 

Vraagstuk 1.2 

b) m 

c) 

d) 

e) 

1 0 ü 
+ k 

3 - 1 u f { t ) 

0 1/3 /cp - 1 3 /cp 0 

= 2,758/5 ; 
/cp 

V ü , 
= 0,464 ; CD2 = 5,328 , 3 

/9 

. Ü y 
= -6,46 

/ 
u = J j ^ [ 0 , 5 8 6 s i n c o ^ r + 0,022sinc02?] ; 

cp/ = j ^ ^ [ 0 , 2 7 2 s i n c o ^ ? - 0 , 1 4 1 s i n c ö 2 ? ] 

u = 
( 9 - p ) fo m Q 

(p - 1 2 P + 24) 
TsinQ? ; cp/ = —5 Ts inQ? ; B = —r 

^ ^ (P^-12p + 2 4 ) ^ ^ ^ 

Vraagstuk 1.3 

1 d 1 
CD, = —ffif, ; ^ = ~ 

' 2 ° ' (3 2 

a 
© 2 = ® o ; 

2 t 

® o = — ' ^ t torsiestijfheid, I = massatraagheidsmoment onderste schijf 

Vraagstuk 1.4 

w = horizontale verplaatsing van B t.o.v, A 

(p = hoekverdraaiing CD ; rechtsom positief 

(Qr 
E I 

ml^ 

/ \2 
O 

U o J 
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Antwoorden 

P(l2-P) 
w = ^ , \ ^ ^ a c o s c o t ; (pi = o2 

18p 

- 2 4 P + 36 p ' - 2 4 p + 36 
acoscDt 

Eigenfrequenties ©i = ^ ( l 2 - 6 V 3 ) o o 

(O, = ^ ( l 2 + 6V3)cOo 

Verplaatsing B gelijk aan nul; CD = <pl = -2acoscDt. Schets trilvormen! 

Vraagstuk 1.5 

m 

Cö 12cô  ; 
u 

(D^=40o)^; 
u 

VlcpA 9 

u '3 - 1 " qi 

.19. _1 9 . A2-
; q , + 1 2 % , = 0 ; q , + 4 0 - ^ q , = 0 

Vraagstuk 1.6 

1 
b) 

c) 

1 ., 
"2 = 5 " 

6 1 . 
— s m c o j t - — smco2t 
co, 

— s i n c o , t + — s i n c o , t 
co, co. 

'1 k 
co, 

ui^-.-.yfm ; | F i | : : V m 

Ui|: :4= ;|Fi | ::>/K 
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Antwoorden 

Vraagstuk 1.7 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

co, = 0 , 9 1 2 j - ^ ; = 5,943 ; co, = 10,962 

(ol = 10,954 

, TtV 
co, = -

m, u . 

=7X^0 s incOj t - cOj tcosco* ! 

I r » , » 1 
= - — 7sma)-,t + 5 © , t c o s c o , t 

12^ 2 2 2 J 

C02t = 2,15 

u, 
= -0.00839 

Vraagstuk 1.8 

2 E I 6EI 
= - 1 

Vraagstuk 1.9 

cöi =0,888, 

CO2 =3,900, 

Vraagstuk I.IO 

2k 

E I 

m, 

E I 

m,l 3 > 

V W A ; 

r- 1^ 

Xb 

^0,535 ; 
r^ .^ 

A-A 

= -1,869 ; 

0,430 

= 5,237 

2K 

i l 
W V v | 
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Anhvoorden 

C 0 , = 

CO, 

03 = 

- = - - • ^ = 0 
m ' Icp 3 ' Icp 

; u = 0 ;lcp = 0 ( w 7 ^ 0 ) 

^ ^ m 'Icp 2 ' Icp 

Vraagstuk 1.11 

CO, 

CO

CO. 

= V 2 - V 2 , - ; x : y : z = l : V 2 : l 
V m 

= V 2 , - ; x ; y : z = l : 0 : - l 
V m 

= V2 + V 2 . - ; x : y : z = l : - V 2 ; l 
Vm 

Vraagstuk 1.12 Tentamen Augustus 1993 Opgave 2 

mgl + k l ' - kP 
a) 

b) 

c) 

d) 

'mP 0 " ë ," 
+ 

_ 0 A - - k i ' mgl + k l ' i e 

" A " 

.0_ 

CO, 

CO, f . 2 ^ ; K - A 

Gl =-eo[cosco,t + cosco2t] ; 9̂  = ^eo^oscOit-cosco^t 

e, = Bo co s^(co2 -co,) t cos^(co2 +co,) t ; % = Q^ s i n - ( c o 2 -co,) t s i n - ( c o 2 +co,) t 

1/ N 1 k r r 1 / \ fg 

2 ( ° ^ ^ - ^ > ) ^ 2 m ^ g ' i ( ^ ^ + » > ) ^ ^ T 

1 k 1 
Cirkelfrequentie van zwevingen • ®z 2 m V g 

Vraagstuk 1.13 Tentamen Mei 1993 Opgave 3 

a) U B = g 7 r 
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Antwoorden 

.2 2ë.2 2 6k 
- t , ©2 = 
1 m 

b) (p + CD̂(p = CO^f , (ül 

1 2k 
ü + c o f u = g + - ( D f g t ' , o f = — 

z m 

u ( t ) = -TCosco , t+-g t ' 
co, 2 

2k 6k 
c) ScosJ—t + c o s , — t - l = 0 

V m V m 
s = 1,41 m ; Ug = 0,05 m 

Vraagstuk 1.14 Tentamen Januari 1993 Opgave 2 

a) 

b) 

k(p2 

© 
1 — - 3 
Acoo . 

T = Tsinfflt ; (p2 = %sinG)t 

(Pa 
1 1 / ^ 1 —cos©ot+ •?cos^3(£>Qt + 

3J 

Vraagstuk 1.15 Tentamen Augustus 1992 Opgave 2 

a) 

b) 

c) 

d) 

u(t) = ^ 

u( t ) = f 

t sm©ot 

t, ©ot, j 

1 - -
sm©. t sin© 

©ot, 
- + -

o ( t - t , ) 

tan©ot„ = 
l - c o s © o t . 

= 0 

sm©ot. 

©ot. 

= 2 : ^ = 1: 
^uk^ 

©0 = 

Vraagstuk 1.16 

a) ^ 

1-
© 

Mst 
2 Y 2 \ 

© [ © 
1 - — + | I 1 - — 

-sin©t 

1̂  
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Anhvoorden 

b) 

c) 

d) 

1 

•2st 

sincot 

-1^ 

, k K 
© = — = — 

" m M 

'1st 

Voor |x = 0,1 : 

voor | i = 0,2 : 
^ © ^ 

= 0,854, 

= 0,801, 

^ © ^ 

^ © ^ 

1,171, 

= 1,248 

Vraagstuk 1.17 Tentamen Januari 1991 Opgave 1 

a) 
2 1 k 

2 m 
1 + -

11 
1+ 

© 0 2 = 
I J l 
2 m 

R % _ 1 

Üo 2 

R% 1 

üo 2 

1 — + J 1 + -

. 1̂  

u = o , i ©O, = 0,698, 

©02 =4,529. 

m 
RcPo 

R<Po 

0,5125 

= -19,512 

b) Rep: 
1 

m 2 I m 2 1 
1-—©^ 2 - | x — © ^ - 1 

V k A k 

sin©t 

2 

'1 a Y , m 2^ 1-—©^ 2 - | x - - © ^ 
k ; 

- 1 

smfflt 

c) H : / ^ Y ^ 
ra 2 ^ iTi 2 1 

1 - — © ' 2 - n — © ^ - 1 
V k A k 

sin©t 

V = f 

m 

, m 2 I „ I " 2 
1-—©^ 2 - ( i — © ^ - 1 

k A k 

sin©t 
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Antwoorden 

H V 
d) Y =-0,172 ; j =-0,103 

V = 0 - > CD = 3,16,— 
V m 

Vraagstuk 1.18 Tentamen Augustus 1991 Opgave 3 

a) 

b) 

c) 

CD' 
1 - — 

vsmcot 

F = k-
CÖ 

2 A AsincDt-

1 -
V (OU 

CD. 

kg 

CO 

27t 
1+^ 

A(ö 

g 
d) v=6,75 m/s = 24,3 km/h 

e) u = 

ACD 

l ® 0 J g 

« 0 = , / -
27cV 

CO : 

CD 
1 - -

V co-y 

s m c O g t - — + 
On 1-'°; 

smcot 

Vraagstuk 1.19 Tentamen Januari 1992 Opgave 2 

a) Voor 
2 k ^ g 

M 1 

03 1,2 LL 1 2 9 2k g 

U J 
1̂  

U J 

° M 1 

1̂  

2 ' 

r 1 

b) 
2k g 2k 

^ « 1 co, 

c) O = CD. 

Oefenvraagstukken 



Antwoorden 

Vraagstuk 1.20 Tentamen Augustus 1995 Opgave 2 

a) M ( 0 ) = O ; (p ( 0 ) = O ; (p ( 0 ) = O ; i i ( 0 ) = Jlïïg = üo 

b) 

c) 

d) 

co, 
= 1 , 2 3 6 , 

acp COo 

= - 0 , 9 4 4 ; - f = 3 , 2 3 6 , 

flCp k 

m 
= 1 6 , 9 4 4 ; COQ 

p r5 1 " O 
M = g - 0 , 6 4 8 cos co. f + 0 , 0 2 3 cos cOjï + — [0 , 766s incOj ï + O.OlósincOjr] 

co,,"-» J COQ 
O 

g 
flcp = — 

co„ 

1 1 "O 

2 + 0,612cosc0jr + 0 ,388 cos C02fJ + — [ - 0 , 7 2 3 sin cOj r + 0 ,276 sin C02r] 

3 1 

u + ̂ acp > O ; w - ^acp > O 

a) 

b) 

1 5 

3 6 

- EI 5 8 ^3 
6 3 

3 M O 

O M 

W2 

H'3 

+ 
6 E / 1 6 -5 

-5 2 Wo 

- 3 M f l 

- M a 

( N . B . Wo, Wa verplaatsingen t.o.v. punt 1 ) 

c) co 01 

2 lEI W2 _ 1 

, .,3 ' . - 3 ; ^02 
Ml W3 

d) co = / T T 

7 

6 ' | £ / 

= 76 £•ƒ W2 
— = - 1 

( M / W3 

EI 
1 1 1 3 = 0 , 7 4 — 

Vraagstuk 1.22 Tentamen Mei 1994 Opgave 1 

a) m 

1 O 

O l 

W 

9/ 

1 2 - 6 

- 6 4 

w 

cp/ 
O 

b) cô  = 1 , 2 6 8 ^ ~ = V3 = 1 , 7 3 2 

Vm/ W l 

CO2 = 4 , 7 3 2 — ; — = -73 = - 1 , 7 3 2 

A/m/ W2 
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Antwoorden 

V V 1 / - V 1 / - V 
c) wit) = 2^sinco^r+2^sinc02r ; /(p(0 ='2V3^sin(Djr-2V3—sinC02r 

Vraagstuk 1.23 Tentamen Juni 1995 Opgave 2 

a) 

O 

O I^ + nlg 

(pc 
+ 

1̂ + ^2 

9 c M(t) 

9A 0 

b) 9 ^ = 9 c c o s ( o r ; 9^ = (pACoscor; M = Acoscor 

r co V 
3 0 - 1 , 2 5 -9 c A 

~ kA 
9A 

W Q = / : / / 

, co Y r co V 
A = 1 . 2 5 ^ - ) - 3 1 , 2 5 [ - ) . 5 

c) 0)^ = 0,401 J , ( 9 C / 9 A ) I = -5,96 ; ca^ = 4,984 J , ( 9 C / 9 A ) 2 = 0,210 

d) 
<Pc 

9A 

-0,404 . 
smcOi? 7 ^ 

-5,96 

1 

0,0325 
+ — s i n c O o T 

0,210 

1 

Vraagstuk 1.24 Tentamen Augustus 1994 Opgave 2 

a) co = 2nV/l ; x = a/V 

b) 

m O 

O \m 

w 

cpa 

+ 

2k O 

1 
O -^k 

w 

9 a 

[sincor + sinco(r + T ) ] 

^kz [ sin cor - sin co (r + x) ] 

/fcz 1 
c) w = ~ 7 2 ^ ^ [ s incor+s ino ) ( r + T ) ] 

— - c o 
V m y 
ytz 1 

9 a = 2—-p^ \ [ s i n c o r - s i n c o ( r + T ) ] 
— - c o 

V m / 

^ = 2 i A f 

e) a = kl{k= 1,2,...) 

Oefenvraagstukken 
57 



Anhvoorden 

Vraagstuk I I . 1 

b) 

c) 

E I 
o, = 8,835 . 

E I 
C O , = 30.99 . 

E I 
« , = 8.887 . 

X B ! . 

-0,312 

-15,14 

= -0,5 

Schets ook trilvormen! 

Vraagstuk 11,2 

b) 

c) 

E I 
«., = 1.804 . 

E I 

CO, 

35 E I 
2 J — 1 

• " ' ^ ' 4 3 ^ m r 
Schets ook trilvormen! 

r- A 

U2 J, 

V Ü 2 j 

1,804 

-0,732 

-60,76 

E I 

Vraagstuk 11,3 

1 ml^ 80 - 4 Ü B 
+ 

12 - 6 U B 

64 E I . - 4 1 -Xfll-
+ 

--6 7 . - X B L 

CO, = 2,435^ 
E I 

mP ' "[1] = [ U B X B I Xcl 

= 0 

[ ] = U B [ 1 0,82 -0,41 

CO2 = 2 2 , 7 6 1 ^ - ^ ; ull = U B [ 1 24,10 -12,05 

Schets ook trilvormen! 

( ö , = 2 , 4 3 7 J ^ ; 0̂ ,-5 = 0 3 ( 1 0,86 -0,43 
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Anhvoorden 

Vraagstuk II .4 Tentamen Januari 1993 Opgave l 

EA 
a) 0,961,/— 

EA 

=-0,752 

; = 1,330 

Vraagstuk I I . 5 Tentamen Augustus 1992 Opgave 1 

a) 

b) 

ml '996 -22" Ü B E I ' l 4 -6 U B 

420 .-22 109 

E I 

- -6 4 _ - X B L 

O, = 1,324̂  
l E I 

/ m l " Ü B 

1,67 

O 

co, =4,317,, 
E I ^ 1 

X B I -6,10 

c) 

Vraagstuk I I . 6 

a) 

b) 

E I 

E I 9 -6 W A 1 0 W A 

+ m 
.-6 12_ - X B I -

+ m 
_0 1. - X B I -

= 0 

E I 
co: 

(0 

= 4 , 3 1 5 3 ; e'̂  = m^^f0,7882 0,6154 
ml •' 

E I 

= 16,6847—j ; e'^ = m'^[o,6154 -0,7882 

c) 

Geef ook schets! 

0,7882 0,6154 W A 1 

= m ' 
- a , 

, 1 , T , 1 . T 
a,+co,a, = - -m ^—0,6154 , 'i^+alsL^ = - - m ^—0,7882 

1 
a, =-0,6154m"^ 

Tg coscöt 

T(cof-co^) ' 

1 ^ _ i TQ coscöt 
--0,7882m ^ - ^ - ^ ^ 

2 1 (co^-o^j 

d) co = 0 : 
W A 1 0 ,0834 

X B I ~ 2 0 ,1250 
^ ; o ) = |(co,+a)J = 3,8010^ 

E I 

mP 

W A 1 - 0,1611 

X B I ~ 2 0 ,0131 E I 
cos cot 

(Geef ook schets) 

Vraagstuk I I .7 Tentamen Januari 1991 Opgave 2 

a) coi = 1, 307 ; 5^5/ : : = - 0 ,430 : 1 : -1,285 
Nml 

Oefenvraagstukken 
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Antwoorden 

CO2 = 2 1 , 1 9 6 ; X5/ : ÜA : X A ' = 148, 8 : 1 : -75 ,9 
Nml 

ÏËÏ 3 9 
b) co, = 1 , 3 0 7 —3 ; Xf l / : WA : )CA^ = -7 • 1 • 7 

Vraagstuk I I . 8 Tentamen Augustus 1991 Opgave 1 

a) 

b) 

c) 

1 O O 

d O 2 O 

0 0 2 

w, 1 0 0 W , 

EA 1 

^ 1 
0 5 

4 

1 
— 4 ^ 1 

.0 1 
4 

1 
4 - - W 2 . 

= 0 

Q, =0,309.̂  

ö), = 0,809 

E A 
, ; w, : ü , : w , = 0:0,236:1 

ml 

EA 

ml 
; W l : Ü2 : W2 = O : - 4 , 2 3 7 : 1 

(D3 = 
EA 

m l 
; W j : ü j : W2 = 1 :0 :0 

E A 
; Ü 2 : w 2 = 0 ,2 : l 

Vraagstuk I I . 9 Tentamen Oktober 1991 Opgave 1 

1 
a) 

b) 

c) 

6 4 

" 1 -4" E I '4 6' Z A I 

_-4 80. 

E I 

. 6 14. - W B . 

= 0 

E I 
a , , = l , 8 4 j ^ 

E I 
= - 1 , 5 7 ; CÜ2 = 19,458, , , 

V ml 

X A I 
= m ' 

- W B . 

-1,292 0,821 

8,855 0,572 

a, +co,a, = O a2 +C02a2 = O 

:^A1 
= 15,48 

Vraagstuk 11.10 Tentamen Januari 1992 Opgave 1 

a) 
' 2 -u X B I E I '7 -3" X B I X B I 

+ 210—T 
15. 

X B I 

. - 11 708. - Ü B - m ' .-3 15. - U B -

b) 

c) 

co, = 2,03, 
E I X B I 

0,40 © 2 = 2 8 , 1 7 , 
f E I 

ml" 

Xi 
= 69,0 

E I 
co, = 2 , 0 3 ^ ^ 

X B I 3 
- = 0,429 

6 0 Oefenvraagstukken 



VraagstukII.il Tentamen Januari 1994 Opgave 1 

Antwoorden 

a) 

4 M 0 0 ül 
EA 

2 0 - 1 
EA 

0 - 1 

0 4 M 0 V l + T 0 4 1 

0 0 0 
+ T 

- 1 1 3 
«4 

= O 

b) 

c) 

cOj = 0,635^ 
IEA 

^Ml ' «^2 = 0'964 

V l 

VMiycoi 
-0,162 , = 0,387 ; 

V l 
= 6,162 , 

co. 

^«_4^ 
= -1,721 

co. 

Vraagstuk 11.12 Tentamen Januari 1995 Opgave 1 

a) (ö, = 2,58 1^'^ = -1,58 ; — = 0,25 ; — = 0,50 
A/m/ WB \i>B 

^ = 9,14 ; — = 0,25 ; — = 0,50 
WB WB 

b) co = 2,59 

Vraagstuk 11.13 Tentamen Juni 1995 Opgave 3 

a) K\ + M 
XBI 

ïcl 

EI 28 4 m 3 - 1 

4 12 
; M = 32 

- 1 3 

b) coj = 9,96 , XBl/xd = -0,380 ; co^ = 20,32 , Xsl/xd = 1,580 
Nml Nml 
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Antwoorden 

Vraagstuk 11.14 Tentamen Augustus 1995 Opgave 3 

a) u = 

b) 

c) 

m 

64 

m 

64 

16 -4 O 

-4 1 O 

0 0 0 

180 -4 

-4 1 

üc 

ml 

lEI 291 -6 

-6 60 X ê 

= -0,00799 ; 

O 

co, = 22,929 , = 44,92 ; 

0,377 

•10,855 

Vraagstuk I I I . 1 

Im^l 

Vraagstuk III.2 Tentamen Augustus 1997 Opgave 3 

co, = 

COo = 

co. = 

^EI 
1,39 — (sym) w^/Wg 

Nml 

[EI 
3,70 ;—3 (keersym)W(^/Wg 

Nml 

\EI 
6,09 /—3 (sym) w^/w^ 

Nml 

1,84 ; Wj^/Wjj = 1 

O ; Wj^/wg = -1 

-1,09 ; Wj^/Wg = 1 

Oefenvraagstukken 



Vraagstuk III .3 Tentamen Augustus 1991 Opgave 

a) (0^, = 6, 197 

d) M = ml 

l_ J_ 

12 12 

J_ 1 

12 4 

Vraagstuk IIL4 Tentamen Januari 1995 Opgave 2 

EI VVn 

©1 = 0,584 — ; — = 0,320 
Nml Wc 

EI 
CO, = 3,884 — ; 

^ 4mr 

10963 Oefenvraagstukken 
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