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VOORWOORD

Van deze handleiding bij het college b81 - Dichtheidsstromen behoort slechts een deel tot de
tentamenstof . De betreffende onderdelen zijn:

de hoofdstukken 1,2, 3 en 4

de paragrafen 1, 3.1 en 3.2 van hoofdstuk 5
de paragrafen 1, 3 en 4 van hoofdstuk 6

de paragrafen 1, 1.1, 1.2, 2.2 en 3 van hoofdstuk 7

de bladzijden 7.21 t/m 7.24 (voorbeeld) van hoofdstuk 7

De gedeelten van de tekst die niet tot de tentamenstof behoren, zijn weergegeven in een
kleinere letter.

Voor het afleggen van het (mondelinge) tentamen en vragen kan men zich wenden tot de
docent, dr.ir. C. Kranenburg, Laboratorium voor Vloeistofmechanica, kamer 0.08, tel.
015.2781971. Het afleggen van een tentamen is niet aan een bepaalde periode gebonden.
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ERRATA
Handleiding college b81/wa5302, Dichtheidsstromen

April 1998

(r. = regel; v.o. = van onder; m.z. = moet zijn)

blz. 1.2,r. 5en4 v.o.: b70 m.z. me2100
b71 en b73 (Lange golven) m.z. wa3310 (Stroming in open waterlopen)
blz. 1.3, r. 14 v.0.: Aanvulling A m.z. par. 3 van dit hoofdstuk
blz. 1.4, r. 10: zout m.z. zeezout
blz. 1.5, Tabel: verwissel €(°C) en S (%o)
blz. 2.2, 1. 1: b71 m.z. me2100
b73 m.z. wa3310
blz. 3.1, r. 10: b73 m.z. wa3310
blz. 3.17, Figuur 3.11: de uitwijking van het grensvlak t.g.v. de externe lange golf is te groot
(ongeveer een factor 2) weergegeven.
blz. 3.24, Literatuur 1 wordt: J.A. Battjes, Stroming in waterlopen (handleiding college wa3310).
blz. 4.6, Vergelijking 4.15: egam.z. epg
blz. 4.12, r. 3: voorbeelden 1 en 2 m.z. de eerste twee voorbeelden
blz. 4.15, 1. 2 v.0.: stoming m.z. stroming
blz.4.17, Figuur 4.14: een aantal getrokken lijnen moet vervangen worden door streeplijnen
(overgang kanaal - zee, grensvlakken rechts boven en links onder de
interne sprong, horizontale lijn door het punt met kritische stroming).
blz. 4.18, Literatuur 3: b71)1989. m.z. me2100).
blz. 5.12, r. 7: stroomsnelheid m.z. stroomsnelheid u, (positief naar rechts)
Figuur 5.9: vervang ¢ - u, door ¢ + u, - u, (n =1 of 2).
De vervorming van het vrije oppervlak is in Figuur 5.9 overdreven weergegeven.
Vergelijkingen 5.24 en 5.25: vervang ¢ - u, door ¢ + y, - u,
blz. 5.14, eerste vergelijking: vervang u, - c door ¢ + u, - u,
blz. 5.16, Literatuur 1: b70 m.z. me2100
blz. 6.1, r. 16: b76 m.z. wa4320
blz. 6.9, r. 4 v.0.: subkritisch m.z. intern subkritisch
blz. 7.2, 1. 2: b82 m.z. b82/wa5312
blz. 7.8, Figuur 7.4: wandturbulentie m.z. bodemturbulentie
blz. 7.9, midden: massatransport m.z. turbulente massatransport
blz. 7.38, Literatuur 1: b82 m.z. b82/wa5312
Literatuur 3: b71 m.z. me2100

Deze lijst van errata kan onvolledig zijn; andere verbeteringen e.d. zijn welkom!
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Hoofdstuk 1 - INLEIDING

1 Inhoud van het college

In verschillende voor de civiele praktijk van belang zijnde gevallen wordt de stroming van
vloeistoffen beinvloed door verschillen in soortelijk gewicht. Het soortelijk gewicht ¥ van een
vloeistof is gedefiniéerd als

Y =P8 (1.1)

waarin o de dichtheid van de vloeistof en g de versnelling van de zwaartekracht voorstelt. Het
college b81 handelt over stromingen waarbij verschillen in soortelijk gewicht een rol spelen. De
versnelling van de zwaartekracht is nagenoeg constant nabij het aardoppervlak en over niet te
grote afstanden, zodat verschillen in soortelijk gewicht corresponderen met verschillen in
dichtheid. Het college beperkt zich tot die gevallen waarin de stroming ontstaat of in
belangrijke mate beinvloed wordt door de werking van de zwaartekracht op een vloeistof
waarin dichtheidsverschillen voorkomen. De samendrukbaarheid van een vloeistof is bij vele
toepassingen niet van belang. Als tweede beperking wordt daarom verondersteld dat de
vloeistof onsamendrukbaar is. Hierdoor kan de invloed van de druk op de dichtheid, die wel
een rol speelt bij b.v. waterslag en op grotere diepten in oceanen, buiten beschouwing blijven.
Het aldus beperkte gebied is nog zeer ruim, en omvat b.v. nog de interactie tussen lucht (wind)
en water. Een derde, minder ingrijpende, beperking is nu dat hoofdzakelijk aandacht besteed
zal worden aan gevallen, waarbij de dichtheidsverschillen relatief klein zijn, dus

pmax—pmin<<l

1.2

waaring,  en p, . de maximale resp. minimale dichtheid van de vloeistof voorstellen.

min
Dergelijke relatief kleine dichtheidsverschillen kunnen ontstaan door o.a. temperatuurver-
schillen in de vloeistof, variaties in hoeveelheid opgeloste stof (b.v. zout in water) en (geringe)
concentraties van gesuspendeerd materiaal zoals slib. Ook kunnen hieronder systemen vallen
bestaande uit verschillende vloeistoffen, b.v. water en olie.

Toepassingsgebieden van het aldus geselecteerde onderdeel van de vloeistofmechanica
betreffen in het algemeen gevallen waarbij vloeistoffen van verschillende herkomst en daardoor
verschillende dichtheid met elkaar in aanraking komen. Dichtheidsverschillen kunnen ook
ontstaan door plaatselijke verwarming of afkoeling van de vloeistof.

Voorbeelden uit de waterbouwkunde waarbij dichtheidsverschillen in de vloeistof{fen) een
rol kunnen spelen, zijn:

- Een estuarium waar zoet water uitstroomt in een zee met zout water. Bij geringe invloed
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van het getij ontstaat een z.g. zoutwig langs de bodem.

- Het openen van een zeesluis tussen een kanaalpand met zoet water en een zee met zout
water. Dit leidt in eerste instantie tot een z.g. uitwisselingsstroming waarbij een zoute laag
(bij de bodem) en een zoete laag (bij het vrije oppervlak) in tegengestelde richting stromen.

- De uitwisseling van zoet rivierwater en zeewater in een zechaven onder invioed van de
getijbeweging. Het uitwisselingsproces kan aanleiding geven tot sterke aanslibbing in de
haven.

- De stroming door een kanaal dat de verbinding vormt tussen twee bekkens met water van
verschillende dichtheid.

- De uitstroming van relatief warm water (b.v. koelwater) in kouder water.

- Het vrijkomen van olie bij oliewinning op zee.

- Het ontstaan van thermische gelaagdheid in een diep meer onder invloed van zoninstraling
door het vrije oppervlak en menging door wind.

- De onttrekking van koud water uit een bekken met thermische gelaagdheid .

- Het ontstaan van modderstromen aan de bodem van estuaria en kustwateren (fluid mud).

De dichtheidsgelaagdheid is in de hierboven genoemde gevallen (statisch) stabiel: de dichtheid
neemt toe met de diepte, of is constant over een deel van de diepte.

De vloeistoffen kunnen mengend zijn (zoet en zout water, warm en koud water, water en
alcohol) of niet-mengend (olie en water, benzine en alcohol). In het eerste geval vindt menging
plaats tot op moleculair niveau (verg. het oplossen van een vaste stof in een vloeistof). Het
mengproces is dan onomkeerbaar. In het geval van niet-mengende vloeistoffen is dat niet zo:
ook na intensief roeren van de vloeistoffen ontstaat slechts tijdelijk een gemengde toestand,
uiteindelijk scheiden de vloeistoffen zich weer.

Het is praktisch zinvol onderscheid te maken naar de aard van de gelaagdheid. De dichtheid
kan in verticale richting of geleidelijk verlopen, of meer sprongsgewijs ter plaatse van z.g.
grensvlakken. Een grensvlak vormt dan de overgang tussen twee lagen met bij benadering
constante dichtheid, zie fig. 1.1. In dit college zal veel aandacht besteed worden aan het
tweede type gelaagdheid (hoofdstukken 2, 3, 4 en 5). De reden hiervoor is dat een aantal
praktisch belangrijke gevallen redelijk goed beschreven kan worden door de stroming op te
vatten als een dergelijk lagensysteem, terwijl slechts een beperkte kennis van de turbulente
processen vereist is en de wiskundige (eventueel numerieke) behandeling ervan relatief
eenvoudig is.

De stroming in open leidingen zoals behandeld in de colleges b70, b71 (Vloeistofmechanica)
en b73 (Lange golven) is op te vatten als de stroming in een systeem bestaande uit een enkele
laag. De stroming in een meerlagensysteem vertoont hiermee verwantschap, maar is
gecompliceerder. De theorie voor een meerlagensysteem is een uitbreiding van die voor een
éénlaagsysteem. Golven in een meerlagensysteem kunnen worden onderverdeeld in interne en
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vrij opperviak
R i
grensviak | — — — | overgangslaag
verticale
codrdinaat I
laag 2
_ 1
grensviak |- — — — — — — = overgangslaag
laag 3 -1
bodem
——=dichtheid —= dichtheid
geleidelijk verlopende sprongsgewijze verlopende
gelaagdheid gelaagdheid, lagensysteem

Fig. 1.1 - Aard van de gelaagdheid.

externe golven. Bij interne golven is de vervorming van het grensvlak (of de grensvlakken)
groot t.0.v. die van het vrije oppervlak; bij externe golven is dit niet het geval. Dit type golven
wordt slechts in geringe mate beinvloed door dichtheidsverschillen. Evenals in een éénlaagsys-
teem kan in een meerlagensysteem onderscheid gemaakt worden tussen lange en korte golven.
(Quasi-)stationaire stromingen in een dergelijk systeem worden wel aangeduid als dichtheids-
stromen. Analoog aan de watersprong in een éénlaagsysteem kunnen in een meerlagensysteem
interne sprongen en fronten optreden.

Enkele aspecten van geleidelijk verlopende gelaagdheid komen in Aanvulling A aan de orde,
en aan het eind van het college in verband met de instabiliteit van gelaagde stroming en
turbulente menging in de verticaal.

2 De dichtheid van water

- De dichtheid van een als onsamendrukbaar opgevatte vloeistof hangt o.a. af van de aard van de
vloeistof - de dichtheid van b.v. olie is anders dan die van water. Beperken we ons tot water als
vloeistof, dan hangt de dichtheid nog af van

- de temperatuur &

- concentraties ¢, , ¢,, ... van stoffen in oplossing, en

- de concentraties @, @,,... van quasi-zwevende (gesuspendeerde) stoffen (quasi-zwevende
stof: stof waarvan de deeltjes zo klein zijn dat de val- of stijgsnelheden ten opzichte van de

omringende vloeistof gering zijn).
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Er geldt dan dus
p = p(6cc,,....0.a,...) (1.3)

Het verband tussen p enerzijds en &en c ,c,,... anderzijds moet empirisch worden vastgesteld
(zie het eind van deze paragraaf voor de invloed van een gesuspendeerde stof op de dichtheid).

Voor zeewater blijkt de samenstelling van het opgeloste zout vrij constant te zijn voor de
verschillende plaatsen op aarde (ongeveer drie-kwart bestaat uit NaCl). De totale concentratie
van het zeezout varieert wel. Er is een aantal grootheden waarin het zoutgehalte uitgedrukt
kan worden, zoals

- de saliniteit S, Het aantal kg zout per 1000 kg zeewater uitgedrukt in promillen,
- de chloriniteit C/, het aantal kg chloorionen per 1000 kg zeewater uitgedrukt in promillen,

en
- de geleidendheid.

De relatie tussen saliniteit en chloriniteit is

S = 0,03 + 1,805C! (1.4)

De saliniteit is verschillend voor oceanen en zeeén:

oceanen : S =34 2 36%o

Middellandse zee: S =38 4 39%o

Noordzee : S =312a33%o

Rode zee ; S = 40%o

Oostzee ; § < 31%o, tot 0%c in de uiterste punt van de Botnische golf (invioed
rivierafvoeren)

Zeearmen en

Nederlandse kust: S < 31%o

Een benaderingsformule voor de dichtheid van zeewater eventueel verdund met gedestilleerd
water is (0<S<40%o, 0<6<20°C, fout ca. 0,1 kg/m?)

p = 1000 + 0,8055 - 0,0166|8 - 4 + 0,2125|"*° (1.5)

waarin p is uitgedrukt in kg/m* en & in°C. Voor b.v. verontreinigd rivierwater gelden in het
algemeen andere relaties. Onderstaande tabel geeft een indruk van de dichtheidsvariaties van
(verdund) zeewater als gevolg van variaties in temperatuur en saliniteit.
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8(°C) S (%) 0 10 20

0 9998 9997 998.2
20 1016,1 1015,3 1013,4
40 1032,0 1030,7 1028,5

De invioed van saliniteit en temperatuur op de dichtheid van zeewater (in kg/m’). Lit. 1
geeft een meer nauwkeurige bepalingsmethode.

De relatieve dichtheidsverschillen door variaties in saliniteit (0 - 40 %o) liggen in de orde van
procenten, die door variaties in temperatuur (0 - 20 °C) in de orde van promillen. In estuaria
met bovenafvoer overheersen daardoor in het algemeen de dichtheidsverschillen ontstaan door
verschillen in saliniteit. Dichtheidsverschillen ten gevolge van temperatuurvariaties kunnen
echter wel van belang zijn als de saliniteit constant is of weinig varieert. Dit is b.v. het geval in
zoetwaterbekkens en oceanen, en bij koelwaterproblemen.

Vergelijking (1.5) geeft het anomale temperatuurgedrag van water weer: dit bereikt zijn
maximale dichtheid voor

6 =4 - 02125 (°C) (1.6)

Het anomale temperatuurgedrag heeft belangrijke gevolgen voor het thermisch gedrag van
bekkens en meren. Als in het najaar het water gaat afkoelen, daalt de temperatuur aan het
oppervlak het snelst. Zolang de temperatuur aldaar hoger is dan de waarde volgens (1.6), is het
soortelijk gewicht aan het oppervlak groter dan dat op grotere diepte. Deze gelaagdheid is
instabiel en de inhoud van het bekken "keert om": het oppervlaktewater zakt naar beneden en
water op grotere diepte stijgt op. Water afkomstig van verschillende diepten vermengt zich
hierbij. Dit proces zet zich voort totdat de temperatuur aan het opperviak daalt beneden de
waarde volgens (1.6). Bij verdere temperatuurdaling blijft het soortelijk gewicht aan het
opperviak kleiner dan dat op grotere diepte en wordt de gelaagdheid weer stabiel, zodat b.v.
ijsvorming aan het oppervlak optreedt.

De invloed van quasi-zwevend materiaal op de dichtheid is als volgt in rekening te brengen:
als 1 kg mengsel bestaat uit (1-2) kg water met dichtheid p,, en & kg gesuspendeerd
materiaal met dichtheid p, dan volgt de dichtheid p van het mengsel uit

1 _1-e «

* = 7
2 P, .7

Dit is als volgt in te zien: het rechter lid van (1.7) geeft het volume van 1 kg mengsel weer; de
dichtheid van het mengsel is de reciproke waarde hiervan. Quasi-zwevend materiaal kan
relatief grote dichtheidsverschillen veroorzaken, waardoor een zeer stabiele gelaagdheid kan
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ontstaan (b.v. sliblagen in havens en scheepvaartgeulen).

3 Basisvergelijkingen voor wrijvingloze gelaagde stromen

De beschouwde stroming is twee-dimensionaal in het verticale vlak. De vloeistof wordt
onsamendrukbaar, wrijvingloos en niet-diffusief verondersteld.
De massabalans luidt dan in cartesische codrdinaten

9P + O om) + Siow) =
e el (1.8)

Hierin is p de dichtheid, # de horizontale snelheidscomponent, w de verticale
snelheidscomponent, # de tijd, x de horizontale coordinaat en z de verticale coodrdinaat (de
positieve richting is omhoog), zie fig. 1.2. De grootheden p, # en w hangen in het algemeen af
vanx, zentf.

Z, w N

l g Az ] balansgebiedje voor
Ax  pehoudsvergelijkingen

XU M

Fig. 1.2 - Definitieschets.

Omdat de vloeistof onsamendrukbaar is, zal de dichtheid van een vloeistofelementje niet
veranderen als het elementje zich door de vloeistof verplaatst. Voor kleine willekeurige
verplaatsing dx en dz en tijdverschuiving d¢ wordt de verandering dp van de dichtheid
gegeven door

dp = %dz‘ » Py + Py, (1.9)

Ox oz

Volgen we nu een vloeistofelementje dan geldt

dx = udt
dz = wds

De tijdsafgeleide van een grootheid als wordt meebewogen met de vloeistof wordt aangeduid
met het symbool D/Dz. Uit (1.9) en (1.10) volgt als voorwaarde voor onsamendrukbaarheid

(1.10)
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van de vloeistof

Dp_9p

Dt o8t ox oz (1.11)

Als de dichtheidsverschillen b.v. veroorzaakt worden door verschillen in saliniteit , dan geldt

Dp _ dp DS
Dt dS Dt

dus, vanwege (1.11),

— +—=7=0 (1.12)

De impulsvergelijkingen voor x- en z-richting luiden

3 3 d op _

'é';(ﬂ”) + _6x(pu2) + E(Puw) * i (1.13)
9 9 3. 2. 0P _ _
at(w) + ax(qu) + az(fow ) + 3. 4 (1.14)

waarin p de druk is en g de versnelling van de zwaartekracht. Door gebruik te maken van (1.8)
leveren (1.13) en (1.14) de bewegingsvergelijkingen

Du 1 dp

—_— - 2 =0

DI p ox (1.15)
Dw 1 Jp

— ot — —t— = -

D¢ p oz (1.16)

Om de invloed van dichtheidsgelaagdheid op een stroming na te gaan, is het zinvol een
vergelijking voor de vorticiteit (werveling) £ op te stellen. De definitie van ¢ is (in twee
dimensies)

F=ow _ou

x oz (117)
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De vorticiteit is een maat voor de hoeksnelheid waarmee een vloeistof-elementje roteert, zie
fig. 1.3. Aangetoond kan b.v. worden dat voor starre rotatie met hoeksnelheid w de vorticiteit
gelijk is aan 2w.

Qu
azAz
hoeksnelheid -@——AP’
Oz
Az \ 1 8
\ —— hoeksnelheid £¥
Ox
. v ’Vﬂ-—— g—wa
l ' *
qu
Fig. 1.3 - De componenten %lv- en - % van de vorticiteit.
X 4

Door (1.15) te differentiéren naar z en (1.16) naar x en af te trekken ontstaat, gebruik makend
van (1.12), de vorticiteitsvergelijking

Do _ 193 _9pop
Dt p?\ ox oz dz ox

(1.18)

In een vloeistof in rust is de vorticiteit gelijk aan nul; (1.18) geeft aan dat door het inwendig
produkt van de vectoren

2% - (22
ox oz dz’  ox
vorticiteit gegenereerd kan worden bij een beweging die vanuit rust begint. In een homogene
vloeistof (dp/dx = 0pldoz = 0) is DE/Dt = 0, zodat geen vorticiteit opgewekt wordt: de
stroming is rotatievri. Er kan dan gewerkt worden met een snelheidspotentiaal
(potentiaalstroming). Het rechter lid van (1.18) is ook gelijk aan nul als de twee genoemde
vectoren loodrecht op elkaar staan. Omdat de vector (dp/oz, - dp/ox) loodrecht staat op de
vector Vp = (0p/dx, dp/oz), is het rechter lid van (1.18) dus gelijk aan nul als de vectoren Vp
en Vp dezelfde richting hebben. Dit is in gelaagde stroming in het algemeen niet het geval.
Beschouw nu het eenvoudige geval van een horizontale parallelstroming waarin w = 0, zie
fig. 1.4. In het ongelaagde geval geldt £ = 0 dus dw/dz = 0. Het snelheidsprofiel is dan
uniform. In het geval van gelaagde stroming zal in het algemeen gelden £ # 0 (b.v. doordat
onder invioed van de geometrie bovenstrooms daar geen parallelstroming optreedt). Als £ = 0
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dan is dus du/doz # 0 Er kan zo een snelheidsprofiel ontstaan dat sterk afwijkt van dat in
homogene (ongelaagde) stroming.

I

o

S

_._p

Fig. 1.4 - Snelheidsprofielen in horizontale parallelstroming. a. ongelaagd; b. gelaagd, er
zijn als voorbeeld drie mogelijke profielen geschetst.

In een stationaire stroming geldt /0 = 0,dus D/Dt = ud/ox + wd/dz. De bewegingsver-
gelijkingen (1.15) en (1.16) leveren dan na vermenigvuldiging met pu resp. pw en optellen

%+w£’y_)+@+pgw=0

u
Al Dt Dt Dt

Met (1.11) kan dit geschreven worden als

D .1
T)-l;[?o(u2 +w?) + p] + pgw

13
(=)

Integratie langs de baan van een vloeistofelementje (een stroomlijn) levert dan, omdat
w = dz/df (zie (1.10)),

—;-p(u2 +w?) + p + pgz = constant langs stroomlijn (1.19)

Dit is de vergelijking van Bernoulli voor een stationaire gelaagde stroming. De constante in het
rechter lid van (1.19) is in principe voor elke stroomlijn verschillend.

Volgens (1.19) varieert de druk langs een stroomlijn (waarlangs de dichtheid constant is) als
de snelheid varieert. De eerder genoemde vectoren Vp en Vp hebben dan verschillende
richtingen, zodat vorticiteit gegenereerd wordt.
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De Boussinesq-benadering voor kleine dichtheidsverschillen

Als de verschillen in dichtheid klein zijn ten opzichte van de dichtheid zelf, kunnen de
bewegingsvergelijkingen wat vereenvoudigd worden. Om dit te laten zien elimineren we de
druk uit (1.15) en (1.16),

d,Duy 0 Dw, _ dp
=07 w0 T
of
9pDu 0 Du, 0JpDw _ 9 Dw, _ dp
3z Dt +’05(1):) ox Dt péE(Dt) W (120)

Om de orden van grootte van de termen in (1.20) af te schatten, voeren we zg.

schaalgrootheden in:

Grootheid Schaalgrootheid
snelheid U

lengte L (b.v. een waterdiepte)
tijd LIU

dichtheid Po

dichtheidsverschil A4p

De orde van grootte van b.v. dp/dz is Ap/L. De orden van grootte van de termen in (1.20)
worden nu

2002 U ApU? PU Apg
L2 rr 7oz 7o’ L

Vermenigvuldiging van alle termen met L/(4pg) geeft voor de verhoudingen tussen de orden
van grootte van de termen

4p g2 ,F? Ap 2 ,F?2 .1
po 1 ! po H H

Hierin is F; een z.g. intern Froudegetal,

‘4o, (1.21)

Een zinvolle keuze van de schaalgrootheden blijkt overeen te komen met het geval dat F, van
de orde één is. Als nu de dichtheidsverschillen relatief klein zijn (dp/p, << 1), zijn dus de
eerste en derde term in (1.20) klein. Verwaarlozen van deze termen komt neer op het
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verwaarlozen van dichtheidsverschillen in de traagheidstermen in de bewegingsvergelijkingen.
De vergelijkingen (1.15) en (1.16) worden dan

Du dp
_ o= ()
Popr * ax (1.22)
en
Dw odp _ _
Po—'; * 3. Pg (1.23)
Dit is de Boussinesq benadering. p, is een constante referentiedichtheid (b.v. 1000 kg/m* voor

water). Dichtheidsverschillen spelen alleen nog een rol in de dynamica voor zover ze
voorkomen in combinatie met de versnelling van de zwaartekracht. Uit (1.21) blijkt nog dat als
F.~1 en 4dplp, << 1, het "gewone" Froude getal F, gegeven door

klein is. Dat betekent dat de vervorming van het vrij oppervlak dan relatief gering is.
Vervorming van deeltjesbanen kan nog wel voorkomen, maar deze vindt nu voornamelijk in
het inwendige van de vloeistof ("intern") plaats. Het vrije oppervlak gedraagt zich dan soms
min of meer als een wrijvingloos deksel ("rigid-lid benadering"), zie fig. 1.5.

Fig. 1.5 - Gelaagde stroming met F,=0,7 over bodemribbels in de Nieuwe Waterweg. De
bovenzijde van deze echoloodopname valt samen met het vrije opperviak. De
waterdiepte is 16,5 tot 18,5 m, de horizontale afstand tussen de verticale lijnen is
100 m en de stroming is van rechts naar links. De hier weergegeven z.g. inferne
golven werden gedurende ca. een half uur aan het einde van een vioedperiode

waargenomen.

Literatuur hoofdstuk 1

1. H.B. Fischer et al., Mixing in inland and coastal waters, Academic Press, 1979.
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Hoofdstuk 2 - HET LAGENMODEL

1 Inleiding

Als twee vloeistoffen van verschillende dichtheid met elkaar in aanraking komen en er niet te
veel vermenging van de vloeistoffen optreedt, zal de lichtere vloeistof onder invloed van de
werking van de zwaartekracht de neiging vertonen als een laag op de zwaardere te gaan
drijven. De aldus ontstane gelaagdheid is (binnen zekere grenzen) stabiel: als een pakketje
vloeistof uit b.v. de zwaardere onderlaag door een of andere oorzaak in de bovenlaag terecht
komt, zal dit weer terugzakken naar de onderlaag. Iets analoogs geldt voor een pakketje
vloeistof dat vanuit de bovenlaag de onderlaag binnendringt, zie fig. 2.1. In hoofdstuk 6 blijkt
dat deze redenering opgaat zolang de snelheidsverschillen tussen beide vloeistoffen niet te
groot zijn. Voorlopig zullen we aannemen dat dit het geval is en er van uitgaan dat de
vloeistoffen in lagen over elkaar bewegen. We spreken dan van een lagenmodel. In Nederland
leidde de zoet-zout problematiek tot het werken met lagenmodellen (1, 2). Een inleidende
beschouwing over het lagenmodel wordt gegeven in (3).

Fig. 2.1 - Statisch stabiele gelaagdheid.
We voeren nog de volgende vereenvoudigingen in:

- Het eventuele transport van vloeistof, warmte, zout enz. van de ene laag naar de andere
door het er tussen gelegen grensvlak wordt (voorlopig) buiten beschouwing gelaten.

- De dichtheid van een laag wordt constant in plaats en tijd verondersteld. Het grensvlak
wordt als volkomen scherp opgevat. In het geval van mengende vloeistoffen zal dat slechts
bij benadering opgaan en zal in werkelijkheid de dichtheid ter plaatse van het grensvlak een
meer geleidelijk verloop vertonen (overgangslaag, zie fig. 1.1).

- De drukverdeling in de verticaal wordt hydrostatisch verondersteld. Deze veronderstelling,
die inhoudt dat de golflengte groot moet zijn ten opzichte van de waterdiepte, is ook van
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toepassing bij b.v. verhanglijnen (b71) en lange golven (b73). De drukverdeling noemen we
nu quasi-hydrostatisch, omdat de drukgradient in horizontale richting in het algemeen niet
gelijk aan nul zal zijn. Een quasi-hydrostatische drukverdeling geldt niet voor plotselinge
veranderingen in stromingsrichting. Fig. 2.2 geeft als voorbeeld het verticale drukverloop in
een tweelagensysteem.

- De verdeling in de verticaal van de horizontale snelheidscomponent wordt per laag uniform
verondersteld, zie fig. 2.2. We werken dus met een per laag gemiddelde snelheid. De
motivering voor deze veronderstelling is gelegen in het feit dat nabij grensvliakken en bodem
de turbulentie onderdrukt wordt (zie voor grensvlakken de redenering bij fig. 2.1.). Bij
gelijkblijvende schuifspanning kunnen de snelheidsgradienten daardoor ter plaatse groot
worden, zie het werkelijke snelheidsverloop in fig. 2.2.

Een niet-essenti€le beperking is verder dat we alleen stroming in één horizontale dimensie

(codrdinaat: x) beschouwen. Uitbreiding naar twee horizontale dimensies is in principe

eenvoudig.

werkelijk verloop

Prga+Pagay

Fig. 2.2 - Druk- en snelheidsverdeling in een tweelagensysteem.

2 Vergelijkingen

Voor het meerlagenmodel voeren we een nomenclatuur in volgens fig. 2.3. De lagen worden
genummerd van boven naar beneden. Voor een willekeurige laag gebruiken we hiervoor de
index n(n=0,1,2, ..,N). Zo is p, de dichtheid, a, de dikte en u, de horizontale
component van de stroomsnelheid in de »* laag. De laatste twee variabelen hangen af van
plaats en tijd. Schuif- en normaalspanningen (drukken) in de grensvlakken duiden we aan met
s, resp. p, De index 0 heeft betrekking op de lucht boven het lagensysteem. We leiden de
vergelijkingen af voor N willekeurig. Bij verdere uitwerking zullen we ons beperken tot het
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tweelagensysteem (N = 2). De laaghellingen in fig. 2.3. zijn overdreven weergegeven. De
werkelijk optredende hellingen zijn in het algemeen aanzienlijk kleiner. Deze opmerking geldt
voor de meeste figuren in dit en de twee volgende hoofdstukken.

cht  “o vrij oppervlak

| [ Fn +1> Pn
' |
i

el Py I grensvlak
ay

777’ W 1 N hN"l P N — Uy
i 7777777
D A ™
X
\— horizontaal
vergelijkingsvlak

Fig. 2.3 - Nomenclatuur voor het lagenmodel.

Voor het afleiden van vergelijkingen voor het lagenmodel maken we gebruik van het
behoud van massa en impuls. We kiezen een balanégebied waarvan de zijvlakken verticaal en
vast in de ruimte zijn. Boven- en ondervlak laten we samenvallen met de twee grensvlakken ter
weerszijden van de n** laag. Deze behoeven niet vast in de ruimte te zijn, omdat een grensvlak
zich in verticale richting kan verplaatsen, zie fig. 2.4. Het balansgebied heeft dus een gemengd
Eulers - Lagrangiaans karakter.
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a, (x,f)

hy, (x,1)

Fig. 2.4 - Balansgebied.

Behoud van massa
Instroming door linker zijvlak in tijd 4z: p a u At

Instroming door rechter zijvlak in tl_]d At - [pau + -——(p a u )Ax]At

nnn nnn

nnnmn

Netto instroming van massa: - —a——(p a u )AxAt
Toename van massa in het balansgebied in tijd 4¢: —(p a )AtAx

De toename van massa moet gelijk zijn aan de netto mstrormng, dus

S@a) + Zoau) =0

Omdat de dichtheid constant verondersteld is, kan deze uitgedeeld worden. Zo vinden we de
continuiteitsvergelijking

e au) = 0 @

Behoud van impuls in horizontale richting
De horizontale component van de impuls van de vloeistof in het balansgebied bedraagt:
p,au,Ax. De toename van de impuls (in een tijdje A7) is

el
- Ax At
p”at(a”u") X

Deze toename wordt veroorzaakt door:
- Transport van impuls door de zijvlakken. De netto instroming bedraagt (vergelijk de
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overeenkomstige grootheid bij het behoud van massa)

.2
" ox

(au,?)AxAt

- Volumekrachten. We beschouwen hiervan alleen de zwaartekracht. Deze is echter verticaal
gericht en levert daardoor geen directe bijdrage tot de impulsbalans in horizontale richting.
Wel werkt de invloed ervan door in de druk (zie onder).

- Oppervlaktekrachten. Deze kunnen we ontbonden denken in een normale en een tangentiéle
component (druk en schuifspanning).

We beschouwen nu eerste de invloed van de druk. Uit de aanname van de quasi-hydrostatische
drukverdeling volgt dat in laag n

P _ _
zodat in deze laag geldt
p=pxzt) =p, (x0) + p,gh,_(x) -z1 (h,<z<h ) (2.2a)
I
hn 1 On
- N . p. 0P
P+ B Ax
] N
by z
- Ax X

Fig. 2.5 - Drukken op de begrenzingen van het balansgebied.

Uit (2.2a) volgt, omdat A, = h,_, - a,,
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Py = Py ¥ P89, (22b)

We splitsen het balansgebied nu in drie delen, zie‘ fig. 2.5. We bekijken eerst het gedeelte II. De
netto normaalkracht op de zijvlakken bedraagt

h

n-1 a
- [ Ldzax
ox

Met (2.2a) geeft dit als netto impulsoverdracht in een tijdje A¢

P,y oh,_,
o+ " NAxAt
> P, )

- an(
Vervolgens bekijken we gedeelte I, zie ook fig. 2.6.

Ax tan o

OPn-1
-t — Pn-l"‘%' 6; Ax

Fig. 2.6 - Drukken op de begrenzingen van het balansgebied.

De resulterende horizontale component van de kracht ten gevolge van de drukken is in dit
geval

. 1 apn-]
sma — + -
@51 2 ox

g
j. Ax)Axtane = - % I;"'Isztanaf

cosa X

Deze bijdrage is kwadratisch in Ax en is dus verwaarloosbaar ten opzichte van bijdragen die
evenredig zijn met Ax, als we Ax tot nul laten naderen. Iets dergelijks geldt voor de bijdrage

van gedeelte 1.
n z n Sy
n+l 1 n+1 S
s, x
door laag n+1 op laag n door laag n op laag n+1
uitgeoefende positieve uitgeoefende positieve
schuifspanning schuifspanning

Fig. 2.7 - Het teken van de schuifspanning in een grensviak.
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Vervolgens beschouwen we de schuifspanningen. Eventuele schuifspanningen op de
zijvlakken leveren geen bijdrage in horizontale richting. De lagen n-1 en m+1 oefenen
schuifkrachten op laag » uit via de respectieve grensvlakken. We noemen hier een
schuifspanning positief als laag #+1 op laag n een schuifspanning in positieve x-richting
uitoefent. Laag 7 oefent op laag n+1 een even grote maar tegengesteld gerichte schuifspanning
uit (actie is reactie).

Omdat we de impuls in horizontale richting beschouwen, moeten we de horizontale
componenten van de schuifkrachten in rekening brengen. De bijdrage van de schuifspanning
s,_,, die aan de bovenzijde van laag » werkt, is

Een dergelijke uitkomst vinden we voor de schuifspanning s,. De netto horizontale
impulsoverdracht naar het balansgebied door de schuifspanningen wordt dan

(s, - s, )AxAt

Samennemen van alle termen en delen door AxAt levert nu de impulsvergelijking

op 1 oh
“— + p ga
ax n n

n-1

ox

-5, +s,,=0 (2.3)

. 2au) + p2au) + a,
ox

ot

De combinatie [(2.3) - p,u, * (2.1)}/p,a,levert de kracht- of bewegingsvergelijking

d g h -
aun+uﬁ+ipn—1 +ga n-1 +sn-1 sn:0 (24)

ot "ox  p, ox ox P4,

Let op de sterke overeenkomst tussen deze vergelijkingen en die voor gewone lange golven.
Alleen de drukterm vormt een nieuw element.

Beschouwen we de laagdikten a, en de snelheden u, als afhankelijk variabelen (de drukken
P,, volgen uit (2.2b); op de grootte van de schuifspanningen gaan we hieronder in), dan zijn er
2N onbekenden. Per laag hebben we twee vergelijkingen. Er zijn dus ook 2N vergelijkingen,
zodat een oplossing in principe mogelijk is als voldoende begin- en randvoorwaarden gegeven
zijn.

Vergelijkingen voor het tweelagenmodel
Voor het praktisch belangrijke geval van de tweelagenstroming geven we de continuiteits- en
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bewegingsvergelijkingen (gebruikmakend van (2.2b)) expliciet. Ook zullen we ingaan op de
grootte van de verschillende schuifspanningen. De continuiteitsvergelijkingen zijn (zie ook fig.

2.8)
da
S g = 0
da
X

De bewegingsvergelijkingen zijn (de luchtdruk wordt constant genomen)

ou, du, a 54=5,

— tu— +g—(h, +a, +a,)=-

ot 'ox L ' 2) pa,
d du e -
_u_z + uz._....z. + ﬁg........l_ gi(hb az) = - 1 %
ot ox p, O o Pya,

SO‘_
i I y
al a —"'u] 1-“_“ .
—_—
-—-‘""—_ 1
s w
- - - - x

Fig. 2.8 - Tweelagensysteem.

(2:5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

In hoofdstuk 1 bleek dat in vele gevallen p, en p, weinig van elkaar verschillen. Toch mag in
(2.8) de verhouding p,/p, niet benaderd worden met één, omdat dan de invloed van

dichtheidsverschillen uit het model zou verdwijnen.

Over de grootte van de schuifspanningen het volgende. Het ligt voor de hand de
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schuifspanning te koppelen aan het snelheidsverschil tussen de lagen. Bij volledig ontwikkelde
turbulentie (b.v. Reynoldsgetal > 10*) denken we in eerste instantie aan een kwadratische
relatie (verg. de bodemschuifspanning bij een éénlaagsysteem):

S, = - k,,P,,'”,, - un+1|(un - un+1) (29)

waarin k, een coéfficiént is die experimenteel bepaald moet worden. We gaan nu de
verschillende mogelijkheden bij een tweelagensysteem na.

Vrij oppervlak - In het algemeen is de watersnelheid klein ten opzichte van de windsnelheid,
zodat de eerste verwaarloosd mag worden ten opzichte van de tweede. Dan ontstaat

Sp = = koPoluglu,

Uit metingen afgeleide waarden voor &, liggen tussen (%, is de windsnelheid op 10 m boven het

wateroppervlak)

k, =8.10* (zwakke wind)
en

k,=25.10" (zware storm)

De schuifspanning neemt in dit geval dus wat sterker dan kwadratisch toe met de windsnelheid.

Bodem - De snelheid van de boden is gelijk aan nul, dus (verg. éénlaagsysteem)
S, = - kyp; |uy|u,

met

k,=g/C*=30440.10*

Hierin is C de coéfficiént van Chézy.

Grensvlak - Beide lagen kunnen een snelheid ongelik aan nul hebben, dus
s = = ke - | - w)

De coéfficiént £, blijkt nog af te hangen van het type stroming (4):

k, =410*  (stromende bovenlaag, onderlaag in rust, geen wind)

k, = 7.10%  (snelheden in beide lagen gelijk maar tegengesteld, geen wind)

k, = 15.10* (stromende onderlaag, bovenlaag in rust, geen wind)

Deze variatie in de coéfficiénten wordt veroorzaakt door verschillen in turbulentie-intensiteit
bij het grensvlak. Als de onderlaag stroomt wordt bij de bodem turbulentie opgewekt. Deze
laat zijn invloed gelden bij het grensvlak, vergroot daar de turbulentie-intensiteit en daarmee de
schuifspanning (bij een zeker snelheidsverschil #, - #,) (4). Een formule die dit effect in reke-
ning brengt is
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s, = - pl‘/[k”(u] - w)* + Tkl (uy - u) (2.10)
De waarden van de coéfficiénten %;; en &, die corresponderen met de hierboven genoemde,
zijn
k, ~4.10"
ky, = 14.10%
3 Voorbeelden

In deze paragraaf behandelen we enkele eenvoudige gevallen van stationaire stroming
(d/0t = 0) in een tweelagensysteem.

Lange overlaat

De bovenlaag van een tweelagensysteem is in rust. De onderlaag stroomt over een lange
overlaat als geschetst in fig. 2.9. Voor het beschrijven van deze stroming over relatief korte
afstand verwaarlozen we de wrijving langs bodem en grensvlak. Vergelijkingen 2.5 t/m 2.8

leveren nu
au, =q, =0 (2.11)
a,u, = g, = constant (2.12)
Lh, +a +a)=0 2.13)
dx 1 2 .
du, p 1 d
U— + —g— +g—(h, +a,) =0
L plgdx gdx( » T ay) (2.14)

Hierin zijn g, en g, de debieten per eenheid van breedte in de lagen. Vergelijking 2.13 geeft aan
dat de waterspiegel horizontaal is. Elimineren van %, en a; uit (2.14) met behulp van (2.12)

en (2.13) geeft

a- 9’ \daz . dh, -0
Gpy e w
P

(2.15)

waarin 4p = p, - p, het dichtheidsverschil tussen de lagen is.Ter plaatse van de kruin van de

overlaat is dA,/dx = 0. Er moet daar dus gelden, dat of
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da
—2 =0 (2.16)
dx
of
q,’
=1
A 2.17
2, @17)
)
] @
h=0 a |q
_______ onvolkomen
—_—— overlaat
a
——=1 ’ 2N _—— Vaak menging
W%W volkomen
— T verlaat

Fig. 2.9 - Lange overlaat.

Vergelijking 2.16 is van toepassing in het geval van een onvolkomen overlaat (gestuwde
benedenafvoer, zie het gestreepte grensvlakverloop in fig. 2.9); vergelijking 2.17 geldt voor
een volkomen overlaat (ongestuwde afvoer, het getrokken grensvlakverloop in genoemde
figuur). Het linker lid van 2.17 wordt wel aangeduid als (het kwadraat van) een intern Froude
getal, F, (de index 2 heeft betrekking op de onderlaag), dus

Fz - u22 = q22
2
A A4 2.18
____egaz __ega23 (2.18)
P Py

Uit (2.17) volgt dat ter plaatse van de kruin van een volkomen overlaat geldt F, = 1. We
spreken in dat geval van (intern) kritische stroming. Voor de situatie als aangegeven in fig.
2.9 is de stroming bovenstrooms van de kruin dan (intern) subkritisch en die benedenstrooms
(intern) superkritisch.

Merk op dat als Ap/p, klein is, de intern kritische stroomsnelheid u, klein is t.0.v. die in een

éénlaagsysteem (= /g_a).
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Integratie van (2.15) naar x geeft een equivalent voor gelaagde stroming van de vergelijking
van Bernoulli,

2

=, a, + h, = constant
ZAP_gazz (219)

)

Bij een volkomen overlaat kunnen met (2.12), (2.17) en (2.19) en bovenstroomse
randvoorwaarden stroomsnelheid en laagdikten boven de kruin berekend worden. Bij een
onvolkomen overlaat is ook een benedenstroomse randvoorwaarde benodigd.

Selectieve onttrekking

Een prismatisch kanaal met horizontale bodem sluit aan de ene zijde aan op een als oneindig
groot te beschouwen bekken en 1s aan de andere zijde gedeeltelijk afgesloten door een verticale
wand. Tussen wand en bodem bevindt zich een spleet over de volle breedte van het kanaal. In
bekken en kanaal bevindt zich een tweelagensysteem. Zie fig. 2.10. Door de spleet wordt water
onttrokken aan de onderlaag.

Spleethoogte, hoogte van het grensvlak in het bekken en debiet zijn constant. De vraag is nu
wat het maximale debiet is dat door de spleet aan de onderlaag onttrokken kan worden zonder
dat water uit de bovenlaag aangezogen wordt (vandaar de benaming: selectieve onttrekking).
Deze vraag kan van belang zijn bij het onttrekken van relatief koud water uit een meer of het
verminderen van het zoutbezwaar in een kanaal dat door een sluis van de zee gescheiden is.

Om dit probleem in zijn eenvoudigste vorm op te lossen nemen we aan dat het kanaal van
fig. 2.10 betrekkelijk kort is, zodat wrijving weer verwaarloosd mag worden. Verder
verwaarlozen we verticale versnellingen en menging tussen de lagen. We kunnen dan dus
gebruik maken van het tweelagenmodel. We zullen de stroming als stationair beschouwen.

De gemiddelde snelheid in de bovenlaag zal gelijk aan nul zijn, omdat daaraan geen water
onttrokken wordt. Vergelijkingen 2.7 en 2.8 worden nu

d
a(a1 +a) =0

waarin 4p = p, - p, weer het dichtheidsverschil tussen de lagen is. Integratie levert (verg.
het eerste voorbeeld)
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> Lis bekken
kanaal bovenaanzicht

AN

1“1 la - verticale
e langsdoorsnede
9 200
/.
i
Fig. 2.10 - Selectieve onttrekking.
a, + a, = constant

-}-uz2 + -éegaz = constant (vergelijking van Bernoulli)
2

Aanpassing aan de randvoorwaarden in het bekken (de snelheden daarin zijn verwaarloosbaar)

geeft
a +a,=a (2.20)
1 Ap _ 4dp
'2‘”22 * '—28‘12 = ';2‘8" o (2.21)

Invoeren van het debiet ¢, (= a,u,) in (2.21) geeft
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4
q, = a, \szg(azw_ ) (2.22)
2

Omdat de stroming stationair is, is g, onafhankelijk van de plaats x. Dit geldt dus ook voor
a,.
We kunnen nu met behulp van (2.22) het maximum bepalen van g, als functie van a, (de
stroming is dan intern kritisch, verg. het eerste voorbeeld en de theorie van de stroming over

een overlaat zoals behandeld in het college b70). Dit geeft

2
ﬂz = -?;»azg
en als maximaal debiet
2 24
(FDmax = Eazm ;;fgazw (2.23)

De toestand met maximaal debiet kan echter niet altijd optreden. Duiden we de spleethoogte
aan met a,, dan kunnen we twee gevallen onderscheiden, n.l.

2 2
a, >a > —a en a < —a
o 5 32‘” 5 32W

In het eerste geval zou bij maximaal debiet (a, = 2/3a,_, dus kleiner dan @ ) het grensvlak
dalen tot beneden de bovenzijde van de spleet en zou ook water uit de bovenlaag worden
aangezogen. Dit is in tegenspraak met het uitgangspunt. In dit geval vinden we het grootste
debiet g, dat aan de onderlaag onttrokken kan worden door a, gelijk te stellen aan a,
(grensvlak in het kanaal samenvallend met de bovenzijde van de spleet), dus

(.4
Q2s = as ,Jzuﬁg(aboﬂ a:)
P

In het tweede geval bestaat het hierboven genoemde probleem niet en kan wel het maximale
debiet onttrokken worden, dus (zie (2.23))

9, = (95)ax

Door de eerder genoemde verwaarlozingen, vooral die wat betreft menging t.g.v. turbulentie,
geven de hier gevonden uitkomsten een bovengrens aan van de te onttrekken maximale
debieten. De werkelijke waarden kunnen 10 tot 20 procent lager liggen (5, 6).
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Wind op een gelaagd bekken

Een afgesloten bekken bevat een vaste hoeveelheid verontreinigd water met dichtheid ~-.
Daarboven bevindt zich een laag met een vaste hoeveelheid niet-verontreinigd water (dichtheid
P, < p,. De bodem van het bekken nemen we voor het gemak horizontaal (neem daar z = 0).
Er waait een wind met constante snelheid in de lengterichting van het bekken. Hierdoor zullen
zowel het vrije oppervlak als het grensvlak tussen de twee lagen een helling gaan vertonen. Eén
en ander is weergegeven in fig. 2.11.

Fig. 2.11 - Gelaagd bekken.

Men vraagt zich nu af of de helling van het grensvlak nadat zich een stationaire toestand
heeft ingesteld zo groot kan worden dat het verontreinigde water uit de onderlaag aan de
oppervlakte komt.

Het gaat hier om een tweelagenprobleem. De gemiddelde snelheden u, en %, in de lagen zijn
gelijk aan nul omdat een stationaire (eind-)toestand wordt beschouwd en in beide lagen geen
toevoer of afvoer van water plaats vindt. Aan de continuiteitsvergelijkingen (2.5) en (2.6) is
dan voldaan. De lokale snelheden zullen echter niet gelijk aan nul zijn. Zie hiervoor fig. 2.12.
De schuifspanningen in de lagen kunnen alleen optreden als er ook snelheidsgradienten du/dz
aanwezig zijn.

De turbulentie, opgewekt bij het vrije oppervlak door de wind, wordt sterk onderdrukt ter
plaatse van het grensvlak en de retoursnelheid is relatief klein. De schuifspanningen aldaar zijn
dan ook klein ten opzichte van s,, We verwaarlozen daarom de schuifspanningen in de
onderlaag en daarmee de snelheden daarin.

De schuifspanning s, langs het vrije oppervlak maakt evenwicht met een drukgradient en
een impulstransport in de bovenlaag (zie ook de impulsvergelijking). De versnellingen in het
beschouwde probleem zijn in het algemeen klein ten opzichte van de druktermen, zodat de
impulstransporten hier verwaarloosd mogen worden. De bewegingsvergelijkingen (2.7) en
(2.8) worden nu

d So
ggx-(al ta) + oa 0 (2.24)
171
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plgi‘il_+p2g-i‘ﬁ=0 of i(pa +pa)=0 (225)
dx dx dx 171 272 .
5o
-
pl £7 _aangenomen

5 verloop
z z
|~ |
0 s, 0
schuifspanning horizontale snelheids-
in horizontale vlakken component U

Fig. 2.12 - Verdeling van schuifspanning en stroomsnelheid.

Gemakkelijk is na te gaan dat (2.25) de hydrostatische drukverdeling in de onderlaag
weergeeft (waardoor daar dp/dx = 0). Dit is het gevolg van het verwaarlozen van snelheden en
schuifspanningen in deze laag. We kunnen deze vergelijking in een nog wat andere vorm
schrijven, n.1.:
da, _ b d
d  dpde !

Waarin 4p = p, - p, weer het dichtheidsverschil tussen de lagen is. We zien dat de helling van
het grensvlak tegengesteld gericht is aan die van het vrije oppervlak. De factor p,/4p is in het
algemeen veel groter dan één, dus in absolute zin zullen de hellingen van het grensvlak
aanzienlijk groter zijn dan die van het vrije oppervlak.

Integratie naar x van de twee bewegingsvergelijkingen geeft, zie fig. 2.13,

a, = |22 20 o
p4ap g

A 2
L= LAZP8% (uit de voorwaarde: a, = @, op x = 0) (2.26)

2 p, 5




Fig. 2.13 - Vorm van het grensviak.

De laatste uitdrukking levert nog (voor x = L)

waaraan weer te zien is dat het verval (over de lengte L) van het vrije oppervlak een factor
Ap/p, kleiner is dan dat van het grensvlak. Op x <0 en x> L is een éénlaagsysteem aanwezig.

Aan vergelijking 2.26 voor de lengte L waarover het grensvlak zich uitstrekt is te zien dat
deze kleiner wordt naarmate het dichtheidsverschil kieiner wordt. Een getallenvoorbeeld:

u, =-15m/s Ap=10kg/m® geeft L ~ 8500 m
k, = 2.10° Ap= 1kg/m’ geeftL ~ 850 m
a, = 10m

p, = 1000 kg/m®
Bij kleine dichtheidsverschillen zal de onderlaag dus eerder aan de oppervlakte komen dan by
grote dichtheidsverschillen.

Of het grensvlak zoals hier berekend in een feitelijke situatie in zijn geheel gerealiseerd zal
worden hangt af van de sterkte van de wind en de hoeveelheden water in onder- en bovenlaag,
zie fig. 2.14.
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1 — zwakke wind

1 /2 harde wind

L weinig vloeistof in bovenlaag

1 7 weinig vloeistof in onderlaag

Fig. 2.14 - Overzicht van de verschillende vormen van gelaagdheid.

Opmerkingen:

- De tijd nodig voor het bereiken van de stationaire toestand is gewoonlijk groot ten opzichte
van de tijd dat de wind (min of meer) constant is. Een stationaire eindtoestand wordt
daardoor meestal niet bereikt (verg. voorbeeld 2 van hoofdstuk 3).

- In het algemeen treedt behalve circulatie in het verticale vlak ook circulatie in het
horizontale vlak op (7).

- Door turbulente menging vertoont de bovenlaag de tendens om dikker te worden(zie
hoofdstuk 7). Op de plaats waar het grensvlak aan de oppervlakte komt treedt sterke

menging op.
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Hoofdstuk 3 - LANGE GOLVEN IN EEN TWEELAGENSYSTEEM

1 Inleiding

Instationaire stroming in aanwezigheid van een vrij oppervlak of grensvlak heeft in het
algemeen gesproken een golfkarakter. In het lagenmodel hebben we de verticale versnellingen
van de waterdeeltjes verwaarloosd. Als gevolg hiervan is dit model slechts geldig voor z.g.
lange golven, dus voor golven waarvan de golflengte (of een andere karakteristicke
lengtemaat) groot is ten opzichte van de laagdikten. Deze situatie is geheel analoog aan die bij
lange golven in een éénlaagsysteem (college b73).

We zullen zien, dat als het dichtheidsverschil tussen de lagen relatief klein is, we
onderscheid kunnen maken tussen twee typen lange golven, n.1.

- Externe (of oppervlakte-) lange golven. Hierbij gedragen de lagen zich in zekere zin als één
enkele laag. De voortplantingssnelheid van deze golven ligt dan ook dicht bij die in een
éénlaagsysteem van dezelfde diepte.

- Interne lange golven. Deze golven vervormen voornamelijk het grensvlak en in veel mindere
mate het vrije oppervlak. De voortplantingssnelheid ervan is aanzienlijk kleiner dan die van
de externe golven.

Voor het onderzoek van lange golven in een lagensysteem is de methode der
karakteristieken het meest geschikt. We maken in het onderstaande gebruik van deze methode
voor de analyse van lange golven in een tweelagensysteem. De theorie ervan wordt bekend
verondersteld (1), zie ook (2).

2 Toepassing van de methode der karakteristieken

De vergelijkingen (2.5) t/m (2.8) vormen een stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen, dat we
quasi-lineair noemen omdat de afgeleiden naar x en f tot de eerste macht voorkomen (de
vergelijkingen zijn lineair in de partiéle afgeleiden).

We onderzoeken nu het gedrag van deze afgeleiden. Daartoe beschouwen we de afhankelijk
variabelen a,, @,, u, enu, in een zekere richting in het (x,#)-vlak. Hieronder blijkt dat we door
deze richting geschikt te kiezen, de voortplantingseigenschappen van verstoringen kunnen
onderzoeken. Voor een differentiéerbare functie F van x en ¢ geldt, zie fig. 3.1,
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Fx + Ax, t + Af) = F(x,f) + Ax

oF (x f) aF a(:’t) + hogere orde termen

HAt f——m—— — — —
I
lp———— I

Fig. 3.1 - (x,1)-viak.

We stellen nu

zodat

ar (iE +c —Z—}i) + hogere orde termen

Na limietovergang, waarbij we ¢ constant houden, ontstaat

9F _ OF
( ) 3t “ox

In het linkerlid staat de afgeleide van de functie F naar de tijd in de richting dx/dz = c; vandaar
de index c. De grootheid ¢ heeft de dimensie van een snelheid en is vooralsnog willekeurig.
Bovenstaande relatie kunnen we opstellen voor de vier afthankelijk variabelen a,, a,, #; en u,.

In totaal hebben we dan acht vergelijkingen. Er zijn ook acht partiéle afgeleiden. We vatten
deze laatste op als onbekenden en krijgen dan het volgende stelsel lineaire vergelijkingen:
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raal-
1 0 O 0 u 0 a, 0 '3;- 0
da
0 1 0 0 0 u 0 a||3 0
du _
00 1 0 g g u 0|5 5
000 0 1 By g o0 4| - s,
Py at | = (3.1)
1 0 0 0 0 0 0 4 i
c dx —
dt ¢
da.
01 0 0 0 ¢ 0 0|5 da,
dt’c
du
o 0 1 0 0 0 ¢ O0]]|—=— du,
ox —C_E_c
o 0 01 0 0 0 c||%% du,
| dx | i c

waarin

: dx P q, dx p,a,

Als de hoofddeterminant van dit stelsel ongelijk aan nul is, kunnen de partiéle afgeleiden uit
(3.1) bepaald worden. Het uitzonderingsgeval dat de hoofddeterminant wel gelijk is aan nul is
echter het meest interessant, omdat de afgeleiden dan onbepaald zijn. We vinden zo de
richtingen dx/df = ¢ van de z.g. grondkarakteristicken in het (x,7)-vlak, waarlangs zich
discontinuiteiten in de partiéle afgeleiden kunnen voortplanten. De grootheid ¢ is dan de
voortplantingssnelheid daarvan (een discontinuiteit in de afgeleiden betekent een "knik" in het
verloop van de afhankelijk variabelen als functie van x en £). Nul stellen van de hoofddeter-

minant van (3.1) levert

[(C - u1)2 - gai][(c - u2)2 - gaz] - (1 - E)g2a1a2= 0 (3-2)

waarin
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6=pz"p1
P,

het relatieve dichtheidsverschil tussen de lagen is. Vergelijking (3.2) stelt een vierdegraads-
vergelijking in ¢ voor. Er zijn dus in principe ook vier voortplantingssnelheden. We zullen later
echter zien dat in bepaalde gevallen complexe wortels kunnen voorkomen.

De regel van Cramer zegt dat we een onbekende in een stelsel lineaire vergelijkingen
kunnen bepalen door in de hoofddeterminant een kolom te vervangen door de kolom in het
rechterlid en de uitkomst daarvan te delen door de waarde van de hoofddeterminant. Door het
nul stellen van de hoofddeterminant is het stelsel (3.1) athankelijk geworden. Dan moet, om
strijdigheid van het stelsel te vermijden, ook de eerstgenoemde determinant gelijk aan nul
gesteld worden, dus b.v.

eerste 7 kolommen van de 0

hoofddeterminant 0

_ 52
(dal) - 0
dt’

ah:z2
(_Jz—)c

a’u1

(Z-

(duz)
" |

Vervangen van andere kolommen door die van het rechterlid leidt niet tot nieuwe resultaten.
Uitwerken van bovenstaande determinant levert de z.g. compatibiliteitsrelatie
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A - 98l - 1) - 1) (), + gl(c - u) - da,
€ glc -u)(c - u, "c'lTC gl(c ”1) egal](?t-)c+

d d
+ (- Ogac - u) (—a’;—‘)c + (e - w)le - u) - gall(—;f)c . G

+ (C - uz)[{(c - u1)2__ gal}Sz * (1 - e)gaiSl] =0

Uit (3.3) blijkt dat het oorspronkelijke stelsel partiéle differentiaalvergelijkingen met behulp
van de methode der karakteristicken herleid kan worden tot een stelsel gewone differentiaal-

vergelijkingen.
Er zijn vier onbekende afgeleiden in deze relatie, n.1
da da du du
(o> (D), (), (D),
df dt dzs d¢

Er zijn ook vier karakteristieke richtingen dx/df = ¢, zodat we vier compatibiliteitsrelaties voor
de vier onbekenden kunnen opstellen. Evenals bij lange golven in een eenlaagsysteem kunnen
we op deze resultaten een rekenmethode baseren. Zie fig. 3.2. Stel dat de toestand op het
tijdstip # bekend is en dat we de toestand op een wat later tijdstip # + Af willen berekenen. Op
het tijdstip # kunnen voor een zekere x de vier voortplantingssnelheden ¢; t/m ¢, uit (3.2)
bepaald worden (zie onder). Voor een punt P in het (x,7)-vlak kunnen zo de vier grondkarak-
teristicken gevonden worden waarlangs de vier compatibiliteitsrelaties gelden. Discretiseren
van de differentiaalquotiénten in (3.3) volgens

da, - @)y - (a), da, - (@), - (@)

5 €nz.
dr @ At dt “ At

(

2

maakt het dan mogelijk de vier onbekende grootheden (a,),, (@,),, (#;), en (u,),in het punt

Fig. 3.2 - Grondkarakteristieken in het (x,t)-viak.
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P te bepalen. Deze berekening kan herhaald worden voor andere punten op de x- as en het
tijdstip # + At, en daarna voor latere tijdstippen.

Deze rekenmethode is voor praktische toepassingen in het algemeen te omslachtig. Men
maakt meestal gebruik van een eindigedifferentiemethode, zie b.v. (4) en (3).

We onderzoeken nu de oplossingen van (3.2) voor de verschillende voortplantingssnel-
heden.

Daartoe stellen we
c-u; =X

c-u, =Y
Het snelheidsverschil Au tussen de lagen wordt hiermee
Au =u -u, =Y -X (3.9
Vergelijking 3.2 wordt met deze substituties
(){2 - ga]) (Y2 - gag) -(1-9 g201a2 =0 (35)

Deze vergelijking stelt een hyperbool in het (X2Y?)-vlak voor, zie fig. 3.3. Omdat X2 en ¥? positief of nul zijn, is
alleen het eerste kwadrant van het (X2,Y2)-vlak van belang. In het (X,¥)-vlak levert dit de krommen van fig. 3.4.

YZ
1
1
ga,
- T T B -
___&ay 8
0 \ 189 Xx?
1 \ 1 )

Fig. 3.3 - Oplossing van vergelijking 3.2.

In deze figuur is ook (3.4) als een rechte weergegeven. De oplossingen van (3.2) vinden we nu als snijpunten van
deze rechte met de krommen. We kunnen daarbij de volgende gevallen onderscheiden voor wat betreft de absolute
waarde van het snelheidsverschil Au:

1. |Au| is zo klein dat er twee snijpunten met de centrale ovale kromme zijn en twee met de buitentakken.

2. |Au| is groter, zodat we alleeen twee snijpunten met de buitentakken vinden. Dit betekent dat de andere twee
wortels complex zijn. In hoofdstuk 6 wordt uiteengezet, dat oplossingen dan instabiel zijn.

3. |4u] is zo groot dat er vier snijpunten met de buitentakken zijn. Dit geval is niet van belang, omdat de
veronderstellingen waarop het lagenmodel gebaseerd is niet meer opgaan.

Van werkelijke betekenis is alleen het stabiele geval 1. Het snelheidsverschil Au = u, - u, is dan van de orde\/ega.
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Hierin is de a de totale diepte,

a=a +a,

De grootheden ¢; - u; en c; - u, behorend bij de snijpunten met de centrale kromme zijn dan ook van de orde
ve&ga (a, en a, zijn van de orde a). De groothedenc, - # en ¢, - 4, behorend bij de snijpunten met de buitentakken

zijn van de orde y/ga. Zie fig. 3.4.

L gaz

Fig. 3.4 - Oplossing van vergelijking 3.2.

Nu we de orden van grootte van 4u, ¢, - 4, en ¢, - u, kennen, kunnen we benaderingsoplos-
singen van (3.2) geven voor waarden van het relatieve dichtheidsverschil €, die klein zijn ten
opzichte van één. We gaan daarvoor als volgt te werk.

De voortplantingssnelheid ¢; Vermenigvuldig de termen in (3.2) uit en verwaarloos de
termen van de orde (€ga)® ten opzchte van de resterende (grotere) termen. Maak hierbij



3.8

gebruik van het feit dat ¢, - », en c; - , van de orde +/€ga en a, en a, van de orde a zjn.

Oplossen van de resulterende vierkantsvergelijking in c, :

2 2
au, +au u‘a, + u‘a a,a
c? - 14 21-"',-"*12 2 4 1%
a a a
geeft
au, + au aa
14, 2% 1%
¢, = - i\j p [ega - (u, - u,)*] (e<<1) (3.6)

De voortplantingssnelheid c,. Maak gebruik van het feit dat ¢, - », en ¢, - u, van de orde
yga, u, - u, vande orde y€ga, en a, en a, van de orde a zijn. Verwaarloos nu de termen

van de orde €(ga)®. De resulterende vergelijking is dan

et - 2¢3u, +u) - gac? + 2g(au, + au)c, = 0 (3.7)

De oplossing ¢, = 0 voldoet niet, want deze is niet van de orde y/ga. Een benaderingsoplossing
die wel voldoet is

a.u, + a,u
c = —L1 223+ [oq (e << 1) (3.8)
a

e

Bij het invullen van (3.8) in (3.7) blijkt de gemaakte fout van de orde &(ga)® te zijn, dus van
dezelfde orde als de eerder genoemde verwaarlozing.

Vergelijking (3.6) laat zien dat de voortplantingssnelheden ¢, complex worden als
(u, - u)* > ega (3.9

Er is dan dus geen snijpunt met de centrale kromme in fig. 3.4. In hoofdstuk 6 wordt aange-
toond dat complexe voortplantingssnelheden duiden op instabiliteit van het lagensysteem. Ook
wordt daar aangetoond dat bij een scherp grensvlak (afwezigheid van een overgangslaag)
instabiliteit al bij geringere snelheidsverschillen dan die gegeven door (3.9) optreedt. Als echter
voldaan is aan de eis

(u, - u,)* < ega (3.10)

en de interne Froudegetallen F, gedefinieerd door F ? = uf/(egan) , niet te groot ten opzichte

van één worden, dan is het lagenmodel toch vaak praktisch bruikbaar.
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Merk op dat de voortplantingssnelheid c, sterk afhangt van de verhouding tussen de
laagdikten a, en a, Dit is veel minder het geval met de voortplantingssnelheid c,. De eerste
term in het rechter lid van (3.8) stelt de over de verticaal gemiddelde stroomsnelheid (&) voor.

Vergelijk dit resultaat met dat voor de voortplantingssnelheid van lange golven in een één-
laagsysteem; ook daarvoor geldt ¢ = & + 4/ga.

In de hierna volgende paragraaf zullen we zien dat c; de voortplantingssnelheid van de
eerder genoemde interne golven voorstelt en ¢, die van externe golven.

3 Golven met kleine amplitude

Om inzicht te verkrijgen in de voortplanting van lange golven in een tweelagensysteem passen
we de methode der karakteristieken toe op een relatief eenvoudig geval, n.l. een tweelagen-
systeem waarin kleine verstoringen optreden. We veronderstellen hierbij dat

- de snelheden in ongestoorde toestand gelijk aan nul zijn,

- de verstoringen in grensvlak en vrij oppervlak klein zijn ten opzichte van de laagdik-
ten; de stroomsnelheden samenhangend met de verstoringen zullen dan ook klein zijn
ten opzichte van de voortplantingssnelheid van interne golven,

- de bodem horizontaal is,

- de wrijving verwaarloosbaar is, en

- het relatieve dichtheidsverschil klein is.

We noemen de verstoringen in de laagdikten nu 7, resp. 7,, zodat
n,=a,-a, (n=10of2)

waarin a,, de laagdikte in ongestoorde toestand is. Omdat a van plaats noch tijd afhangt, geldt
voor afgeleiden van de laagdikten

(

dn,
t )e

dan) -
t°° d

d

enz. De variaties in de laagdikten zelf, dus het verschil tussen a, en a,, zullen we verder
verwaarlozen. De verstoring in de totale diepte noemen we 7. We hebben dus (zie fig. 3.5)

n=1mnt+1n.
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n
/— <
a; { ~Th %10
a = a
ay dy
i
/. 7, e 7,

Fig. 3.5 - Lange golven met kieine amplitude.

3.1 Uitwerking karakteristickenmethode

Met gebruikmaking van bovenstaande verwaarlozingen kunnen we de vergelijkingen vereen-
voudigen (lineariseren). Voor de voortplantingssnelheden vinden we, zie (3.6) en (3.8),

ci =~ 4 egflfli (311)
a
¢, = * \ga (3.12)

De voortplantingssnelheden zijn bij benadering constant, zodat de grondkarakteristieken in dit
geval rechten zijn.
De compatibiliteitsrelatie vereenvoudigt tot

dn, dn du ¢ du
cH(—2), + (c? - ega)(—2), + a,(—2), + =(c? - ga)—=2), = 0
(dt ), + ( ega;)( ” ) I(dt)c g( ga X dt)‘

Omdat de coéfficiénten in deze relatie nu bij benadering constant zijn, is analytische integratie
langs een karakteristiek mogelijk:

c
cin + (c? - ega)n, + acu, + -;'- (c? - ga)u, = (3.13)

= constant langs karakteristiek

Voor de karakteristicken met ¢ = dx/dz = + ¢, (¢ nu positief gedacht) levert (3.13), met
verwaarlozing van de term met de factor ¢,

c,n +c,n +au +au, = constant (3.14)
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Voor de karakteristicken met ¢ = dx/d = + ¢, (¢, nu positief) vinden we, met verwaarlozing
van ¢ in de laatste term in het linker lid van (3.13) (¢ is nu evenredig met ¢, zie (3.11)),

€ga,n, - €ga, n, £ acu, ¥ acu, = constant (3.15)

We beschouwen nu achtereenvolgens een golf die met een snelheid ¢, en één die met een
snelheid c, loopt.

Golf met voortplantingssnelheid c, - externe lange golf
De compatibiliteitsrelaties (3.14) en (3.15) worden voor dit geval

dx _ , _
vl -c, . ¢ te,n -au -au =0
dx _ _ _
Frini c,. €ga,n - €gan, - acu, +acu, =0
dx _ _ —
i +c, . egayn - eamn, +acu - acu, =0

Deze karakteristieken komen uit een ongestoord gebied (zie fig. 3.6). Golfhoogten en stroom-
snelheden zijn daar gelijk aan nul. De rechter leden in de compatibiliteitsrelaties zijn dus ook
gelijk aan nul. De vierde compatibiliteitsrelatie, n.1. die langs de karakteristiek met dx/dz = +c,,
maakt aansluiting aan begin- of randvoorwaarden mogelijk. Door schuiven met het punt A
langs deze karakteristiek blijkt dat de golf in de tijd niet van vorm verandert, omdat het
"schuiven" geen invioed heeft op de compatibiliteitsrelaties.

> ongestoord

Fig. 3.6 - (x,t)-vlak voor externe lange golf.
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Uitwerking van bovenstaande drie relaties geeft

()

a,
n en m =1 (3.16)

U, = U, = £
1 2 a

Dit type golf wordt dus gekenmerkt door de volgende eigenschappen (zie fig. 3.7):

- de voortplantingssnelheid is ¢, = % /ga,

- de stroomsnelheden in de lagen zijn gelijk, en

- de verstoring in het grensvlak verhoudt zich tot die in het vrije oppervlak als de dikte van de

onderlaag tot de totale diepte.
De externe golven komen overeen met die in een éénlaagsysteem. De twee lagen gedragen zich
hier samen als één laag.

S e —————

. Doy, u=o — —
™ > = . ~ =1
i — =
a3 r—r::uz =0 2
T 7 T
7 positief 7) negatief

Fig. 3.7 - Externe lange golf.

Golf met voortplantingssnelheid c; - interne lange golf
compatibiliteitsrelaties (3.14) en (3.15) worden nu, zie ook fig. 3.8,
T =-c,. ¢ *tc,n,-au -au =0

=-c¢ . e€gamn - €anmn, -acu +acu, =0

=+c,. ¢, te,n tau +au =0
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Fig. 3.8 - (x,1)-vlak voor interne lange golf.

Nu geldt dat de karakteristieck met dx/df = + ¢, gebruikt kan worden voor het opleggen van
rand- of beginvoorwaarden. Ook interne lange golven met kleine amplitude veranderen in de
tijd niet van vorm. Uitwerking van bovenstaande relaties geeft

c

i i

U = - _f] = .._f] u. =

2 H
! al al ! 2

c C.

_1772 en n=tmh*mn= 0 (317)
4

We vinden hier 77 =0, omdat € klein verondersteld is. We kunnen dit corrigeren door in de
compatibiliteitsrelaties voor de richtingen dx/df = +c, termen van de orde € in de beschouwing

te betrekken:

dx
o G (1 - eclny +(c? - ega)n, + (1 - e)gacu, + c,gau, =0
dr _ . 2 2 -
i -e,: (1 -¢ees'n +(c - ega)n, - (1 - egacu, -c,gau, =0
waaruit volgt
a, a
m=-(0+—en en  n=1+ = - e,

De uitwijking van het vrije opperviak 7 is inderdaad evenredig met €.
Interne golven hebben dus de volgende eigenschappen (zie fig. 3.9):
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- de voortplantingssnelheid is ¢, = + ,/ega,a,/a; dit is aanzienlijk lager dan die van externe

golven. Voorbeeld: @, = a, = 5 m, € = 0,02 (zoet-zout) geeft ¢, = 10 m/senc, ~ 0,7 m/s,

- de stroomsnelheden in de twee lagen zijn van tegengesteld teken, en wel zodanig dat het
netto debiet gelijk aan nul is (a, #;, + a, #, =0), en

- de verstoring in het vrije oppervlak is een orde (n.1. een factor -ea,/a) kleiner dan die in het
grensvlak.

77 r
— — — ¢
— H
Uy =—

=

) —=
”zw —
} = i —
T \B/L’cl
E u
p— %2 ——
I_—_ -‘v—'
h |
SIS IS VSIS Z e
7), positief 7), negatief

Fig. 3.9 - Interne lange golf.

Door de ingevoerde verwaarlozingen zijn de vergelijkingen lineair geworden. Dit betekent
dat we het superpositiebeginsel kunnen toepassen. Een willekeurige verstoring met een lange-
golfkarakter kan dan opgebouwd worden uit een lineaire combinatie van
- een in positieve richting lopende externe lange golf,

- een in negatieve richting lopende externe lange golf,

- een in positieve richting lopende interne lange golf en

- een in negatieve richting lopende interne lange golf,

dus (de termen in de rechter leden vertegenwoordigen de genoemde golven, in dezelfde
vogorde)

n(x3t) = 77,3+(x - cet) + ne-(x + cgt) + nj-f(x - cgt) + nj«(x + cyt)
M) = Moy (X =€) + My (6 + €0) + My (6 =€) + 1, (8 + )

(3.18)
u () =u,(x-ct) +u,(x+ct)+u,(x-cf)+u,(x+ci

u(x,f) = u,, (x —cf) +uy, (x +cf) +uy,(x -ct) +u,(x+ci
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(3.19)
type golf golven in positieve x-richting golven in negatieve x-richting
a a
_ 2 _ 2
Thesr = —;r’w The- = ";' 7,-
(4 c
— € _ e
ule* - _a—ne-r u!e— -7 ;ne-
extern
[4 C
_ e - e
Uper = ;ne*- Uy = _c';'ne-
it _ a, _ a,
nﬁ - €— 7721'* nx— - € n2r+
a
_ i i
ulI+ ’72i+ u1|~ a n21—
intern 1 1
C ; C i
Upiv = —Thy. Uy = 7 — My
2 a,

Hierin zijn 7,, enz. nog onbekende functies van de argumenten x - ¢ # enz. Aan te tonen is dat
een argument van deze vorm een translatiegolf oplevert. De indices e of i van genoemde
functies duiden op externe of interne golven, de indices + of - verwijzen naar de voortplan-
tingsrichting van de betreffende golf. Er zijn zestien onbekende functies in (3.18). We kunnen
dit aantal echter verminderen door gebruik te maken van (3.16) voor externe en (3.17) voor
interne golven. De verschillende relaties zijn samengevat in het bovenstaande schema 3.19.

Er zijn nu nog vier onbekende funscties: 7,,(x - ¢f), n,(x + ¢, n,,(x + cf) en
1, (x + c,1). Deze onbekende functies moeten bepaald worden met behulp van begin- en
randvoorwaarden.
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3.2 Voorbeelden

Lang kanaal met toevoer in bovenlaag

Een tweelagensysteem, bestaande uit een zoete en een zoute laag is op # = 0 in rust. Op dit
moment begint men op x = 0 een (klein ) debiet g(#) aan zoet water in de bovenlaag te pompen,
zie fig. 3.10. In de onderlaag wordt geen water toegevoerd.

— !
9O —1— ) zoet )
9y
zout
0 “ — =X 0 Iy —

Fig. 3.10 - Tweelagensysteem met toevoer in de bovenlaag.

Op £ =0 zullen er golven in positieve x-richting gaan lopen. Golven in negatieve richting laten
we buiten beschouwing, omdat het kanaal lang verondersteld is, en golfreflecties pas na lange
tijd bij x = O merkbaar worden. Voor niet te lange tijden kunnen we dus stellen
M., €0 b, zijn hierin de onbekende functies. De tweede term in het rechterlid van de eerste
uitdrukking is klein vanwege de factor €.

Het opleggen van de randvoorwaarden op x = 0 geeft nu voor de bovenlaag

4 C C,,
(08 =40 = Zep ey - Zin (- cp
al a al

en voor de onderlaag

4 C.
uz(Oﬂt) = 0 = ze-ne-e(_ cet) + a_‘n21'+(_ c]t)
2

waaruit volgt

1 _ 14,
T]e-r(_ cet) - _q(t) cn 772;4(“ clt) - - _—Q(t)
C c.a

e H

of

n@=La-% e 5,0 -- 1245
Ce ce ci a ci
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Stel nu #=x - cten f = x - ct, dan vinden we als oplossing (zie ook fig. 3.11 voor de
toestand op een tijdstip # > 0)

nae - e = Lt - 5
C C

e e

9o
_____ G § %
- .
9(t) 1~ r ot
wma ¥ Lo L 7777 0 et
SN §
S eld zout
0 ¢it T Cel — 3

Fig. 3.11 - Interne en externe lange golven op tijdstip t.

Fig. 3.12 - (x,1)-viat.

Omdat de hoeveelheid water in de onderlaag niet verandert, moeten de twee gearceerde
oppervlakken in deze figuur aan elkaar gelijk zijn. De externe golven lopen aanzienlijk sneller
dan de interne, en hebben dus op een zeker tijdstip een grotere weg afgelegd dan de laatste. Dit
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is ook duidelijk te maken met het verloop van de betrokken grondkarakteristieken in het (x,7)-
vlak, zie fig. 3.12.

Het opleggen van de randvoorwaarden kan men zich als volgt voorstellen: het snel-
heidsprofiel dat op x = 0 is voorgeschreven, moet worden samengesteld uit het snelheidsprofiel
behorend bij een externe golf (fig. 3.7) en dat behorend bij een interne golf (fig. 3.9), dus:

1 —
a 1 ] g9
| et L4 = aa,

a T —_— - g ]

a2 0 —— -g ettt

| a [~

, N -

I— u u
externe golf interne golf

De relaties (3.19) leveren dan weer de eerder gevonden verstoringen in de laagdikten.

Eigentrillingen van een afgesloten bekken
We beschouwen een bekken met horizontale bodem en lengte L waarin zich een tweelagen-
systeem bevindt (fig. 3.13). Er wordt geen water toe- of afgevoerd. De randvoorwaarden zijn

dus
u, (0,f) = 0 u (LD =0
en
u, (0,) = 0 u,(L,7) = 0
]
—=ty(x,t) e ral
|
—=—ty(x,1) Pl &
]
¥=0 TIIIITT77 777 _L

Fig. 3.13 - Tweelagensysteem in afgesloten bekken.

In een dergelijk systeem kunnen periodieke bewegingen (eigentrillingen, seiches) optreden,
b.v. als gevolg van het opsteken of wegvallen van de wind (verg. het derde voorbeeld van
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hoofdstuk 2). We kunnen weer een extern en een intern verschijnsel onderscheiden.
Voor het interne verschijnsel geeft (3.18) (de geringe vervorming van het vrije oppervlak
laten we buiten beschouwing)

7]2 = ﬂzn(x - c,'t) * 772,-_(3‘ * Cit)

= uy, (x- cf) + u, (x + cf)

=
|

= Uy (x- c) + uy (x + cf)

Opleggen van de randvoorwaarden in b.v. de laatste vergelijking geeft

u, (- ct) +u,(cl) =0

Uy (L-ct) +uy (L +cf) =0
Vervang in de eerste relatie # door 7 - L/c;, dan ontstaat
u, L -ct) +u, (-L+ct) =0

Vergelijk dit resultaat met de tweede relatie. Er moet blijkbaar gelden
uy (L +c¢cp) =u, (-L +ci)

Deze vergelijking brengt tot uitdrukking dat u,,_ na een tijdsinterval 2L/c, weer dezelfde
waarde aannneemt (de vergelijking is van de vorm: f(¢ + 2L/c) = f(¥)). Er zullen daarom
periodieke bewegingen optreden, in het algemeen met perioden

A

C.

1

Beperken we ons tot de eerste harmonische (£ = 1 en sinusvormige golven), dan kunnen we

stellen
x —-ct

1

u, (x -cf) = %A COST

X +Cit

u, (x - cf) = - %A cos
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zodat!

. X . C'it
u, = Asint =sinTt—
L L

en, gebruikmakend van (3.19),

a . X . ct
u, = - 2Asinn>-sinp——
a, L
a x c,t
n, = —24 cos = cosT—
C. L L

1

Hierin is A de grootste amplitude van de snelheid in de onderlaag. Merk op dat aan de rand-
voorwaarden is voldaan. Op elke plaats in het bekken variéren de snelheden en golfhoogten als
een sinusfunctie (harmonisch) met de tijd. De amplitude hangt van de plaats af. De gevonden
oplossing betreft een staande golf. Zie fig. 3.14.

De periode 7; van de eerste harmonische van de interne golven is dus

r -2k

C.
i

x=0 4 ” x=L
Fig. 3.14 - Staande interne lange golf in afgesioten bekken.

Voor een sluiskolk met een lengte van 350 m en ¢; = 0,7 m/s (zie par. 3.1) vinden we T, =
1000 s = 17 min. Voor een afgesloten zeearm met een lengte van 14 kmis 7,=40.000s = 11
uur.

Het overeenkomstige probleem voor externe golven (zie fig. 3.15) levert als grootste
periode

"Maak gebruik van cos(a@+ ff) = cosa cosf - sinasinf.




Fig. 3.15 - Staande externe lange golf in afgesloten bekken.

Met ¢, = 10 m/s (zie par. 3.1) vinden we voor de twee hierboven genoemde gevallen:
T, = 70s = Imin., resp. 7, = 2800s = 47min. De periode van de interne golf is aanzienlijk
groter dan die van de externe golf. Een interne waterbeweging past zich daardoor aanzienlijk
trager aan een nieuwe situatie aan dan een externe waterbeweging.

Vaak is de interne golfbeweging niet harmonisch of lineair, zie b.v. (3).

4 Afzonderlijke vergelijkingen voor interne en externe waterbeweging

In de vorige paragraaf werd verondersteld dat de vestoringen klein zijn. In veel praktisch
voorkomende gevallen zal dit echter niet zo zijn. Het lineariseren van de vergelijkingen is dan
niet meer toegestaan. Gevolgen van het optreden van grotere verstoringen zijn:

- de voortplantingssnelheden (zie (3.6) en (3.8)) zjn niet meer constant, omdat de
veranderingen in laagdikten en stroomsnelheden niet meer verwaarloosbaar zijn. Dit heeft
als gevolg dat de grondkarakteristicken nu gekromd zijn. Ook zullen in het algemeen
verschillende delen van een golf zich met verschillende snelheden voortplanten: er treedt
golfvervorming op.

- De wrijving langs de bodem, grensvlak en eventueel vrij oppervlak is niet meer
verwaarloosbaar als het beschouwde verschijnsel zich over een relatief grote lengte afspeelt.

Analytische resultaten zijn nu niet meer te verkrijgen, al blijft stapsgewijze integratie langs
karakteristieken in principe mogelijk. Er is nog wel sprake van externe en interne golven,
omdat de voortplantingssnelheden ¢, en c, bestaan, onafthankelijk van de grootte van de
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verstoringen. Door het niet-lineaire karakter van de golfvoortplanting bij grotere verstoringen
zal nu in het algemeen onderlinge beinvloeding van interne en externe golven optreden. Het
superpositiebeginsel zoals gehanteerd in par. 3 is dus niet meer bruikbaar.
We zullen hieronder echter aannemelijk maken dat een belangrijke vereenvoudiging
mogelijk is in het geval van relatief kleine dichtheidsverschillen, dus in het geval dat
e <<1

De externe golven (in het algemeen: de externe waterbeweging) blijken (blijkt) dan toch tot op
zekere hoogte als onafhankelijk van de interne golven (waterbeweging) beschouwd te mogen
worden (het omgekeerde is niet het geval!), ook al zijn de interne verstoringen relatief groot,
zie ook (4). Van deze aanpak zullen we gebruik maken in hoofdstuk 4, Stationaire
Tweelagenstroming.

Vergelijkingen voor de externe waterbeweging

Als de dichtheidsverschillen relatief klein zijn, zal dat ook gelden voor de daarmee samenhan-
gende krachten en versnellingen. Het ligt dan voor de hand aan te nemen dat de externe
waterbeweging slechts zwak beinvloed wordt door dichtheidsverschillen. Dit is ook wat we in
par. 3 voor de gelineariseerde theorie vonden. Verwaarlozen we, vanwege het feit dat € << 1,
de dichtheidsverschillen dan vinden we de gewone lange-golfvergelijkingen (college b73)
terug. We kunnen deze vergelijkingen samenstellen uit (2.5) t/m (2.8) met behulp van de
combinaties (2.5) + (2.6), resp. a, *x (2.7) + u; x (2.5) + a, x (2.8) + u, x (2.6). We
vinden zo als continuiteits- en impulsvergelijkingen voor een stroming opgevat als een

éénlaagsysteem
d a
8_‘: " 3 (a4, + ayu)) =0 (3.20)
0 d d S~
E—t-(alul + au,) + 5‘;(“1”12 + au?) + gaa(hb +a)+ 2 _2=0 (3.21)

Hierinis p, < p < p, (het verschil tussen p, en p, is voor wat de wrijvingstermen betreft

onbelangrijk), en
au *au =9 (3.22)

het totale debiet per eenheid van breedte. De tweede (advectieve) term in (3.21) kan geschre-
ven worden als
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a,a,

a

2
au,

2
+au2:_q_+ (u~u)2
272 a 1 2

De laatste term in deze uitdrukking is te verwaarlozen vanwege (3.10) en het feit dat € klein
verondersteld is. De schuifspanning s, is evenredig gesteld met u,|u,|. Hierin kan #, vaak
benaderd worden met de gemiddelde snelheid g/a; de motivering hiervoor is dezelfde als die
voor de verwaarlozing in de advectieve term. De vergelijkingen 3.20 en 3.21 zijn nu in eerste
benadering te schrijven in de athankelijk variabelen a en g,

da @ 0Jdq _

E+§;_O (3.20)
8q+8q2+ Ok +agy+ 05
99 ., © 4 - = 0 )
dJt ox a £e ox *, ) o (3.23)

Deze vergelijkingen leveren de waterdiepte en het totale debiet, de wisselwerking met de
interne waterbeweging is hierbij verwaarloosd. Ook bij een andere gelaagdheidsstructuur is
deze aanpak bruikbaar.

Vergelijkingen voor de interne waterbeweging
Uit deze vergelijkingen zullen de laagdikten a, en a,, en de stroomsnelheden %, en u, moeten
volgen. Er zijn dus vier onbekenden. We hebben in de eerste plaats de relaties

a +a,=a (3.24)

aqu Tau, =49 (3.22)

waarin a en g volgen uit (3.20) en (3.23). Als continuiteitsvergelijking kunnen we (2.6) kiezen
(of (2.5), maar niet beide omdat (3.20) al gebruikt is voor de externe waterbeweging),

=7 T oo %h"h T (2.6)

Voor het opstellen van een vierde (bewegings-)vergelijking gaan we uit van de volgende
overweging: de verhangtermen in (2.7) en (2.8) (derde, resp. derde en vierde term) bevatten
behalve het verhang van het grensvlak ook dat van het vrije oppervlak. Dit laatste
(8(h, + a)/ox) is een grootheid behorend bij de externe waterbeweging, zie (3.23). Om de
interne waterbeweging zo goed mogelijk af te splitsen, elimineren we nu het verhang van het
vrije oppervlak door (2.8) van (2.7) af te trekken. De resulterende vergelijking kunnen we
schrijven als
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0o 19, 2 2 oa, s, -8  § -5
—_ - + —(u.” - u + + - =0
:St(u1 ) 2 ax( ! 2) ox pa, pa, (3.25)

De vergelijkingen (3.24), (3.22), (2.6) en (3.25) beschrijven de interne waterbeweging. De
externe waterbeweging beinvloedt de interne via (3.24) en (3.22).

Opmerkingen:

- De vergelijkingen voor de interne waterbeweging leveren de grootheden a,, a,, 4 eny .
Deze zouden gebruikt kunnen worden om de verwaarloosde termen in de vergelijkingen
voor de externe waterbeweging te bepalen. Hierna zou de externe waterbeweging opnieuw
doorgerekend kunnen worden, gebruik makend van (3.20) en (3.21), daarna weer de
interne, enz. Dit iteratieproces wordt in de praktijk echter in het algemeen achterwege
gelaten, niet alleen vanwege het betrekkelijk klein zijn van de verwaarloosde termen, maar
ook omdat vaak benaderingen van andere aard (b.v. ten aanzien van de verticale
dichtheidsverdeling) een rol spelen. Nauwkeurig rekenen heeft dan weinig zin.

- De wrijvingstermen in (3.25) zijn van dezelfde orde van grootte als die in (3.23). De
grootheden u;, - u, en ea, in (3.25) zijn echter klein ten opzichte van g/a resp. a in (3.23).
Interne golven zullen dan ook sterker dempen ten gevolge van wrijving dan externe, bij
voortplanting over een zelfde afstand.

- Bij de berekening van gelaagdheid in b.v. een estuarium vormt turbulente menging in de
verticaal doorgaans een complicerende factor, zie ook hoofdstuk 7.
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Hoofdstuk 4 - STATIONAIRE TWEELAGENSTROMING

1 Inleiding

In dit hoofdstuk beschouwen we stationaire (niet-tijdsafthankelijke) stromingen, ook wel
aangeduid als dichtheidsstromen, in een tweelagensysteem. De voorbeelden van hoofdstuk 2
handelen over gevallen van stationaire stroming waarin de stroomsnelheid in één van de lagen
(eventueel bij benadering) nul is en de wrijving langs bodem en grensvlak verwaarloosbaar is. We
gaan nu in op het meer algemene geval dat beide lagen stromen en/of de bodem- en
grensvlakwrijving een rol spelen. De schuifspanning door wind laten we buiten beschouwing
(s, = 0). Het zal blijken dat in het geval van stationaire stroming het verloop van het grens-
vlakniveau als functie van de plaats, afhangt van o.a. bodemligging (verg. voorbeeld 1 van
hoofdstuk 2) en wrijving. We maken gebruik van de vergelijkingen voor externe en interne
waterbeweging zoals in het voorgaande hoofdstuk afgeleid uit de vergelijkingen van het
tweelagenmodel onder de voorwaarde dat het relatieve dichtheidsverschil klein is. De afgeleiden
naar de tijd in deze vergelijkingen zijn nu gelijk aan nul. Voorts besteden we aandacht aan de aard
van de stroming (intern subkritische, intern kritische, intern superkritische stroming), en aan het
opleggen van randvoorwaarden.

2 Vergelijkingen

Vergelijkingen 3.20 en 3.23 voor de externe stroming geven

g = constant 4.1)

2

d| ¢ 2
- +gh, +ga|l = = 42
dx(2a2 &My g] (4.2)

Het totale debiet g is dus niet alleen onafthankelijk van de tijd, maar ook van de plaats. Met
vergelijkingen 4.1 en 4.2 kunnen z.g. verhanglijnberekeningen worden uitgevoerd (3). Als de
wrijvingsterm in (4.2) verwaarloosd mag worden, levert deze vergelijking na integratie naar x de
vergelijking van Bernoulli. In het onderstaande zullen we aannemen dat het totale debiet g en de
waterdiepte a bekend zijn, b.v. als resultaat van een berekening met behulp van (4.1) en (4.2).

De continuiteitsvergelijkingen (2.5) en (2.6) (of (4.1) en (2.6)) leveren voor de interne
stroming
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au, = q, constant (4.3)

a,u, = g, = constant (4.4)

Ook de debieten in beide lagen afzonderlijk zijn onafhankelijk van tijd en plaats. De bewe-
gingsvergelijking voor de interne stroming, (3.25), is nu te schrijven als
2 _ 1.2

1
—u‘ - —u* + €ega) = +
2! 2 2 &) pa, pa, 3)

d
—d;(

Voor gevalllen waarin de wrijving te verwaarlozen is, b.v. de tweelagenstroming over een niet te
lange overlaat (verg. voorbeelden 1 en 2 van hoofdstuk 2), vinden we uit (4.5) het equivalent van
de vergelijking van Bernoulli voor interne tweelagenstroming

-2, €a, = constant (4.6)

2g 2g

u?  u)}

Zie b.v. (1) en (2) voor toepassingen van (4.6). Is de wrijving niet verwaarloosbaar, wat het geval
is bij stroming over grotere afstanden, dan levert combinatie van (4.3), (4.4) en (4.5) voor de
verandering in de dikte van de onderlaag, zie fig. 4.1,

___.1 EZ. + 517 % -1 - q12 2
da, epg| a a, ega’ | dx
= . . 4.7

dx q, q,

+ -1
ega, ega,’

3

De schuifspanningen s, en s, kunnen met behulp van (2.9) en eventueel (2.10) vitgedrukt worden
in de snelheden in de lagen en met (4.3) en (4.4) in de debieten en laagdikten. Omdat we het
niveau van de waterspiegel bekend verondersteld hebben, kunnen we uit (4.7) nog de
bovenlaagdikte a; elimineren (2, = @ - a,). De enige onbekende in (4.7) die van x afhangt is
dan de dikte a, van de onderlaag. Vergelijking 4.7 is dus een differentiaalvergelijking voor deze
grootheid, en levert oplossingen voor z.g. interne verhanglijnen (verg. (3) voor een eenlaag-
systeem). Deze vergelijking is van de eerste orde, dus zal na integratie één integratieconstante in
het resultaat voorkomen. De debieten g, en ¢, zijni.h.a. ook onbekend. Wel hebben we de relatie
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@ T =4 (4.8)

waarin g bekend verondersteld is. Er blijven na integratie van (4.7) dus twee onbekende con-
stanten over. Er moeten dan ook twee randvoorwaarden gegeven worden om eeen probleem op
te kunnen lossen. Het zal blijken dat soms ook de lengte waarover de dichtheidsstroming zich
uitstrekt een onbekende is; dan zijn drie randvoorwaarden vereist. Op het vraagstuk van het
opleggen van randvoorwaarden komen we terug in par. 4.

Langzaam in de tijd variérende stroming is als quasi-stationair op te vatten, als de veran-
deringen binnen een looptijd L/c; van een interne golf gering zijn (L = lengte waarover de tweela-

genstroming zich uitstrekt).

Fig. 4.1 - Stationaire tweelagenstroming.

3 Intern kritische, sub- en superkritische stroming; dubbelkritische stroming

De helling van het grensvlak zou volgens (4.7) onbegrensd toenemen als de noemer in het
rechterlid van deze vergelijking nul wordt terwijl de teller ongelijk aan nul is’. De noemer is gelijk
aan nul als

st —— =1 4.9)
€ga, €ga,

'In werkelijkheid blijft de helling eindig ten gevolge van verticale versnellingen, verg. de (extern) kritische stroming
in een éénlaagsysteem.
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Om inzicht te verkrijgen in de betekenis van dit speciale geval, is het nuttig het verband
met de voortplantingssnelheden van interne lange golven na te gaan. Volgens (3.6) zijn er twee
interne voortplantingssnelheden. We duiden de voortplantingssnelheid waarvoor het + teken geldt

aan als ¢,”, en die waarvoor het - teken geldt als ¢,”. Voor het product van ¢,” en ¢,” vinden
we (met (4.3) en (4.4))

2

2
. aa,| q q
c’c;” = eg ! 2[ — s 2 - 1] (4.10)

a | ega’® ega}

We zien dus dat aan (4.9) voldaan wordt als één van de voortplantingssnelheden gelijk aan nul is
(op het geval dat beide nul zijn komen we later terug). We spreken dan van intern kritische
stroming. Het nul worden van de noemer in (4.7) impliceert dus intern kritische stroming en
omgekeerd. Dit resultaat zal van belang blijken te zijn bij het opleggen van randvoorwaarden,
waaraan we later aandacht besteden.

Bij kleine stroomsnelheden u, en u, zal c,” positief (golfvoortplanting in positieve x-

richting) en ¢,” negatief (golfvoortplanting in negatieve x-richting) zijn. We noemen de stroming

dan intern subkritisch. Blijkens (4.10) is hiervoor de voorwaarde

2 2
9, 9,
o <1 (4.11)

3
1 €ga,

€ga

Bij grotere stroomsnelheden kunnen ¢,” en c¢,” of beide positief (alle verstoringen lopen

in positieve x-richting) of beide negatief (alle verstoringen lopen in negatieve x-richting) worden.
In dit geval spreken we van intern superkritische stroming. Uit (4.10) volgt als voorwaarde
voor dit type stroming

2 2
q q.

— +——=>1 (4.12)
€ga, €ga,

Eén en ander is weergegeven in fig. 4.2. Hierin zijn F, en E interne Froude getallen,
gedefinieerd door

9,
3)1/2 ’

, s — n=1of2
(ega

F

(In de literatuur komen ook andere definities van interne Froudegetallen voor). In fig. 4.2 is
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verticaal uitgezet de dikte @, van de onderlaag dimensieloos gemaakt met de totale diepte a, en
horizontaal het linkerlid van (4.9), (4.11) en (4.12), waarin @, vervangen is door a - a,. Als

zowel F, als F, > 0, dan blijken er twee waarden van a, te zijn waarvoor één van de voort-

plantingssnelheden nul wordt, mits F {/2 + F;’z < 1 (hieraan is bij tweelagenstroming vaak

voldaan). Als in één van de punten ¢, nul is, dan is in het andere ¢,” nul. Punt A in fig. 4.2 geeft

een toestand met subkritische stroming aan.

4
R T

+ —
(-7 G

Fig. 4.2 - Kritische, sub-en superkritische stroming (zowel F, als F,> ().

Laten we in gedachten de stroomsnelheden u, en u, dus F} en F; toenemen, dan zal

het punt A naar rechts verschuiven en naderen de waarden van a, waar ¢,” en ¢,” nul zijn elkaar.
Als geldt

F'? + Fl” =1 (4.13)

dan is voor één bepaalde dikte van de onderlaag zowel c¢,* als ¢, gelijk aan nul. We spreken dan

van dubbelkritische stroming. Uit (3.6) volgt dat dan moet gelden (als a, en a, ongelijk aan nul
zijn)

au, +au =0 en (u-u) = ega (4.14)

Hieruit volgt
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en als relatie tussen laagdikten en het totale debiet

q = wa, + ua, = x(a, - a,)/Jega

Dubbelkritische stroming kan dus slechts optreden als |g| < ay/ega. Dit volgt ook uit (4.13).

Vergelijken we de tweede uitdrukking van (4.14) met het criterium (3.10) voor het
bestaan (de stabiliteit) van een lagensysteem, dan blijkt dat dubbelkritische stroming juist op de
grens van instabiliteit verkeert. In de praktijk kan de instabiliteit nog wel meevallen, doordat dit
type stroming alleeen plaatselijk op kan treden. Verstoringen in de laagdikten kunnen zich dan
niet zo gemakkelijk ontwikkelen tot instabiliteiten.

Uit fig. 4.2 blijkt nog dat slechts superkritische stroming kan optreden als geldt

Flll‘Z + F21/2 > 1

Sterk superkritische stroming in een lagensysteem blijkt instabiel te zijn, waardoor menging in de
verticaal doorgaans niet meer verwaarloosbaar is. We komen hier op terug in hoofdstuk 7.

Hoe is nu het verloop van het grensvlakniveau met de plaats (x)? We beantwoorden deze
vraag voor een wat vereenvoudigd geval. We nemen aan dat de bodem horizontaal® is en dat het

kwadraat van het externe Froudegetal,

q2

P
klein is ten opzichte van één (hieraan is meestal voldaan in het geval van lagenstroming met
gering dichtheidsverschil, verg. (3.10)). Met behulp van (4.2) is dan aan te tonen dat de term met

het verhang da/dx in (4.7) verwaarloosbaar is, mits weer € klein is ten opzichte van één. De
interne-verhanglijnvergelijking 4.7 is dan te schrijven als

i

da, 1 a,a a,
gd q, R B

ega’  ega)

27ie het eerste voorbeeld van hoofdstuk 2 voor een geval met variabele bodemligging.
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Verder beschouwen we uitsluitend het praktisch belangrijke geval dat de stroming in de twee
lagen tegengesteld gericht is. Nemen we u, positief en », negatief dan is 5; negatief en s positief,
zodat de teller van (4.15) dan altijd negatief is. In het geval van subkritische stroming is de helling
da,/dx van het grensvlak dus positief (zie (4.11)), in het geval van superkritische stoming negatief
(we laten de eventuele instabiliteit van deze stromingsvorm hier buiten beschouwing). In fig. 4.3

zijn de drie mogelijke verlopen van het grensvlak geschetst voor het geval dat F,'? + F,"? < 1.

Nabij de punten met kritische stroming zijn de verticale versnellingen niet meer verwaarloosbaar.
In werkelijkheid zal het grensvlak in deze punten dan ook een eindige helling vertonen.

Bij het opleggen van randvoorwaarden (par. 4 en 5) blijkt dat vaak maar een deel van de
totale oplossing (de "takken" in fig. 4.3) een rol speelt.

G=) - —————————
c?: lo———————— =
uz--—
pZ S
_.._..........x
superkritisch

Fig. 4.3 - Het verloop van het grensvlak bij tegengesteld gerichte stroming als
F11/2 + F21/2 <1.

—

P )

0 F12
F;
a-22y’

Fig. 4.4 - Verloop van het grensviak als u,=0en F, < 1.

Van belang is ook het geval dat één van de stroomsnelheden gelijk aan nul is. Als
voorbeeld nemen we het geval dat z, gelijk aan nul en u, positief is (een toepassing is de
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zoutwig, zie de volgende paragraaf). In fig. 4.4 zijn het verloop van (het kwadraat van) het
interne Froudegetal in de noemer van (4.15) als functie van a,/a en de verlopen van het grensviak
geschetst. Subkritische stroming is alleeen mogelijk als F; < 1.

Een soortgelijke oplossing geldt voor het geval #;, =0 en u, # 0.

4 Aanpassing aan de randvoorwaarden

Zoals in de vorige paragraaf uiteengezet is, kunnen (4.7) en (4.15) opgevat worden als
differentiaalvergelijkingen voor de variabele a, = a,(x). Vergelijking (4.15), die geldt voor het
geval dat de bodem horizontaal is, kan geintegreerd worden tot

2

9, %
9 3 /3
ega €ga
x-x, = €pg ! 2 da,’ (4.16)
iy as _ 5
a2/ al azf

Hierin is a,, = a,(x,) en x = x, een rand van het tweelagensysteem. De integrand in (4.16) is op te
vatten als een functie van a,, zie de opmerking na (4.7). In de integrand is @, vervangen door az’
om aan te geven dat het een integratievariabele betreft (in (4.16) geldt a, = a - az’ ).
Vergelijking 4.16 geeft in impliciete vorm de onderlaagdikte a, als functie van x. Integratie is in
het meest algemene geval alleen mogelijk langs numerieke weg (4).

Voor het vinden van een volledig bepaalde oplossing zijn randvoorwaarden vereist. Bij het
opleggen van randvoorwaarden blijkt het noodzakelijk onderscheid te maken tussen subkritische
en superkritische stroming. Stel we hebben randen (begrenzingen van het gebied waarbinnen de
stroming plaatsvindt) op x = x, en x = x,, zie fig. 4.5. Is de stroming subkritisch, dan lopen er
zowel verstoringen in positieve als in negatieve x-richting, er zjn in het (x#)-vlak
grondkarakteristicken met positieve en negatieve helling. Langs de karakteristieken plant zich
informatie voort, denk aan de compatibiliteitsrelaties behandeld in par. 2.2. De invioed van beide
randen, die op x = x, en die op x = x,, is dus in het gehele stromingsveld x, < x < x,
merkbaar. Dit betekent dat we in dit geval op beide randen randvoorwaarden moeten geven (fig.
4.5a). In de vorige paragraaf is uiteengezet dat er twee randvoorwaarden gegeven moeten
worden (als x, - x, bekend is). In het geval van subkritische stroming betekent dit dat er zowel
op x = Sca als op x = x, één randvoorwaarde gegeven moet worden. Op het geval dat x, - x,

niet van te voren bekend is komen we terug in voorbeeld 1 van par. 5. Vergelijking 4.16 geeft

Voor x = X,.



9, . 9’ _1
2 egaf ega23
x, - x, = €pg f da, (4.17)
ay, i.fl. - fl
02 a, a,

a. subkritische stroming b. superkritische stroming

Fig. 4.5 - Het opleggen van randvoorwaarden

De randvoorwaarden betreffen a,,, a,, en g, (g, volgt uit g, = g - g,). De randvoorwaarden
voor subkritische stroming kunnen in de meest algemene vorm geschreven worden als

G (20,9) =0 op x=x, (4.18)

G, (2,9 = 0 op X =X (4.19)

waarin G, en G, bekende functies van a,, en g, resp. a,, en g, zijn.

Anders is het gesteld bij superkritische stroming. Als alle verstoringen in positieve x-
richting lopen (fig. 4.5b) dan heeft alleen de bovenstroomse rand x = x, invloed op de stroming.
Veranderingen die benedenstooms worden aangebracht kunnen zich niet in stroomopwaartse
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richting voortplanten. Dit betekent dat beide randvoorwaarden nu op x = x, opgelegd moeten
worden. Deze randvoorwaarden hebben betrekking op a,, en g,. We moeten daarom in dit geval
deze twee grootheden voorschrijven op x = x,.

Als alle verstoringen in negatieve x-richting lopen, dan moeten zowel a, als ¢, op de rand
x = x, gegeven worden.
Naast het onderscheid tussen subkritische in superkritische stroming speelt ook het verschijnsel
van Kkritische stroming een belangrijke rol bij het vaststellen van de randvoorwaarden. Dit zal
blijken bij de voorbeelden die we in de volgende paragraaf behandelen. Zie ook hoofdstuk 2,
voorbeelden 1 en 2. Analyses van stationaire tweelagenstroming worden ook gegeven in (5, 6 en
7).

5 Voorbeelden

De stationaire zoutwig

Een rivier met zoet water mondt uit in een zee met zout water. De niveauveranderingen in de zee
ten gevolge van het getij zijn verwaarloosbaar; het debiet van de rivier is constant. De rivier mag
als prismatisch worden opgevat en de bodem als horizontaal, zie fig. 4.6. We vragen ons nu af
hoe het grensvlak tussen zoet en zout water zich zal instellen. Het zeewater is zwaarder dan het
rivierwater en zal dan ook de rivier (over een zekere lengte) binnen kunnen dringen. Als een
stationaire eindsituatie bereikt is, zal er geen zeewater de rivier meer instromen. Er geldt dan dus

q, =0 (4.20)
rivier zee
zoet i = — zee
q— I zout Tivier
i /%7”77%7. —
doorsnede bovenaanzicht

Fig. 4.6 - Estuarium met verwaarloosbaar getij.
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en hebben we te maken met het geval weergegeven in fig. 4.4. De mogelijkheid van superkritische
tweelagenstroming kunnen we uitsluiten, omdat ver strooomopwaarts niet uitsluitend zout water
aanwezig kan zijn. De stroming in de rivier moet dus subkritisch zijn. De lengte waarover zoutin-
dringing plaatsvindt is van te voren niet bekend. Hier hebben we dus een geval waarin een extra
(derde) voorwaarde nodig is. Vergelijking 4.20 vormt een eerste voorwaarde, een tweede is

a,, = az(xa) =0

©)
(1)

q—-—-

(2)

Fig. 4.7 - Zoutwig (randvoorwaarde bij de zee).

waarin x = x, het punt is waar het grensvlak bij de bodem komt. Vergelijking 4.21 is een
speciaal geval van (4.18). Wat is nu de derde randvoorwaarde? Voor het beantwoorden van deze
vraag voeren we een gedachtenexperiment uit. We beschouwen het geval dat de zee niet geheel
zout is, maar bestaat uit een zoute onderlaag en een zoete bovenlaag. Zie fig 4.7, toestand (1).
Als grensvlak vinden we nu een gedeelte van de subkritische tak in fig. 4.4. De randvoorwaarde
op x =x, isnu a,=a,. We verhogen nu de stand van het grensvlak in de zee tot die van
toestand (2). Er zullen vanaf x = x, interne golven in stoomopwaartse richting gaan lopen, die
weerkaatsen bij het punt waar a, = 0. Dit punt zal zich verder landinwaarts verplaatsen. Na
verloop van tijd zullen de interne golven uitgedempt zijn en is een nieuwe stationaire toestand
ontstaan. We kunnen deze procedure voortzetten totdat de stroming in de monding x = x,
kritisch geworden is (toestand (3)). De voortplantingssnelheid in negatieve x-richting wordt dan
gelijk aan nul, zie fig. 4.4. Als we het grensvlak in zee nog verder verhogen, kunnen er daardoor
geen verstoringen meer landinwaarts bewegen. De toestand in de rivier, dus de vorm van het
grensvlak aldaar, wordt niet langer beinvioed door verdere verhoging van het grensvlak in zee.
Dit geldt dus ook voor het geval dat het grensvlak in de zee samenvalt met het vrije oppervlak,
dus de gehele zee zout is. Dat is het geval waarvan we zijn uitgegaan. Het rivierwater stroomt in
de zee dan superkritisch als een zoete waaier af over het zeewater. In de waaier spreidt het
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rivierwater zich en mengt geleidelijk met zeewater door turbulentie (toestand (4)). In het geval
van een geheel zoute zee werkt de riviermonding dus als een volkomen (interne) overlaat, verg.
voorbeelden 1 en 2 van hoofdstuk 2. De derde randvoorwaarde, die dus tot uiting brengt dat de
stroming in de monding kritisch is, wordt nu (zie (4.9))

q’ -

eg(a - a2b)3 - (4.22)

Dit is een speciaal geval van de randvoorwaarde (4.19). Het verloop van de grondkarakteristieken
is weergegeven in fig. 4.8.

—_—

__—_s

snelheidsprofiel
in doorsnede A-A

Fig. 4.8 - Zoutwig (grondkarakteristieken en snelheidsprofiel).

De lengte van de zoutwig volgt uit (4.17) en (4.20) t/m (4.22). De bodemschuifspanning
wordt in het algemeen gelijk aan nul gesteld. Dit is slechts bij benadering juist, omdat er in de
onderlaag toch enige stroming optreedt al is g, gelijk aan nul, zie fig. 4.8. Verwaarlozen van de
bodemschuifspanning geeft een wat te hoge schatting voor de lengte L van de zoutwig.
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Vergelijking 4.17 gaat nu over in

“u [eg(a - a )’

1
L_@f q°

- lJa2 da,
0

Met (4.22) geeft dit (analytische integratie is nu wel mogelijk)

1 1 33 3 nan
-—+ —F~-—F
20F2 2 4 10 ] (4.23)

L=x -x =2
b a kl[

waarin F, weer een intern Froudegetal voorstelt,

F12 = q12 = qz
€g ega
4 -
kL
2 -
0 | |
0 0,5 1

F,
Fig. 4.9 - Lengte van de zoutwig volgens (4.23).
Volgens (4.23) is de lengte van de zoutwig omgekeerd evenredig met de wrijvingsfactor

k,. Omdat %, een niet nauwkeurig bekende empirische grootheid is, kan uit (4.23) slechts een
benadering voor de werkelijke lengte gevonden worden.
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Uit (4.23) blijkt dat een zoutwig alleen optreedt als F, kleiner dan één is, zie ook fig. 4.4
en 4.9. Voor waarden van F, groter dan één vindt geen zoutingdringing plaats. De voorwaarde
voor het spuidebiet dat nodig is om zoutindringing in een kanaal te voorkomen is dus F, > 1.

Voor kleine waarden van F? is de lengte L zeer gevoelig voor de grootte van F,2. Dit kan
blijken uit het volgende getallenvoorbeeld:

Voora=5m, g=2m%s, €=0,024, k, = 4.10* geeft (4.23):

L=2200m (F*=0,133)

Verkleining van het debiet g tot 1,5 m?/s (lagere rivierafvoer, of verbreding van de rivier) geeft
L=5300m (F2=0,075)

Vergroting van de diepte tot 7 m (als gevolg van ontgronding, of baggeren ten behoeve van de
scheepvaart) geeft met g =2 m%/s

L=13400 m (F2=0,049)

In de literatuur is veel aandacht besteed aan de zoutwig, zie b.v. (2) (overzicht), (7), (8)
(elementaire beschouwingen), (9), (10) en (11) (experimenten). De experimenteel gevonden vorm
van de zoutwig blijkt goed overeen te komen met (4.16) (waarin nu ¢, = 0 en s, = 0).

Een soortgelijk probleem als ierboven uiteengezet kan zich voordoen bij de lozing van

relatief warm water (b.v. koelwater) in een stroom. Er kan zich dan stroomopwaarts een
stationaire warmwatertong aan het vrije oppervlak vormen (12), zie ook fig. 4.10.

tong
_:—::T: 4 T+/A'_r// //
q %M% 7
lozin/g/

menging

Fig. 4.10 - Koelwaterlozing in een stroom.
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Verbindingskanaal tussen twee bekkens
Een prismatisch kanaal met horizontale bodem verbindt twee bekkens, in elk waarvan zich een
tweelagensysteem bevindt, zie fig. 4.11. Het totale debiet in het verbindingskanaal is bekend (en
relatief klein), b.v doordat in een der bekkens een rivier met bekend debiet uitmondt. De niveaus
van de grensvlakken in de twee bekkens verschillen, zodat zich in het verbindingskanaal een
dichtheidsstroom zal instellen.

We beschouwen eerst het geval dat het niveauverschil tussen de grensvlakken zo klein is
dat overal in het kanaal de stroming intern subkritisch is. De randvoorwaarden aan begin (x = x,)
en eind (x = x;) zijn dan (zie fig. 4.12a)

a,(x,) = a,,

a,(x,) = ay,

De debieten g, en g, in boven- resp. onderlaag volgen dan uit (4.17) en g, + g, = q. Het
verloop van het grensvlak is dat van de middelste figuur 4.3, maar er wordt slechts een deel van
de totale tak gerealiseerd.

bekken kanaal bekken

Fig. 4.11- Verbindingskanaal tussen twee gelaagde bekkens.

Vergroten we nu het niveauverschil tussen de grensvlakken in de bekkens, dan kan aan
een of beide einden van het kanaal kritische stroming op gaan treden. Dan geldt (4.9) als
randvoorwaarde. Of en waar kritische stroming optreedt moet proberenderwijs worden
vastgesteld: neem eerst aan dat aan beide zijden de stroming subkritisch blijft. Uit de dan
berekende debieten zijn de niveaus te bepalen waar ¢, en ¢; nul zijn, zie fig. 4.2. Liggen de grens-
vlakken in de bekkens tussen deze niveaus in, dan is de aannname van subkritische stroming aan
de einden van het kanaal juist geweest. Ligt het laagste gensvlak (hier dat van het linker bekken)
lager dan het niveau waar ¢, = 0, of ligt het hoogste grensvlak hoger dan het niveau waar

¢; = 0, dan kan aan de betreffende zijde kritische stoming worden aangenomen. Dan kunnen

opnieuw de debieten berekend worden, evenals de nieuwe niveaus waar c,” en ¢ nul zjn.
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Achteraf kan dan gecontroleerd worden of de aanname van kritische stoming aan begin en/of eind
van het kanaal juist was. Als de stroming aan beide kanten van het kanaal kritisch is (fig. 4.12b),
dan wordt de gehele subkritische tak (fig. 4.3) gerealiseerd en blijken de debieten ¢, en g,
maximaal te zijn (13). Een stroming als afgebeeld in fig 4.12b doet zich b.v. voor in de Bosporus,
die de verbinding vormt tussen Zwarte Zee en Zee van Marmara (14).

Als we in het geval van fig. 4.12b de lengte van het kanaal in gedachten laten afnemen,
dan naderen de niveaus met kritische stroming elkaar. In het limietgeval van een kanaal met lengte
nul wordt de stroming dubbelkritisch, zie (4.13), (4.14) en fig. 4.13. In werkelijkheid zal wrijving
toch enige rol spelen. De toestand met dubbelkritische stroming zal daardoor niet helemaal
bereikt worden.

In (15) worden experimenten en berekeningen betreffende de gelaagde stroming in een
verbindingskanaal beschreven.
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Fig. 4.12 - Het opleggen van de randvoorwaarden.
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Fig. 4.13 - Dubbelkritische stroming tussen twee bekkens.
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Superkritische oppervlaktelozing

Een spuikanaal staat aan €én zijde in open verbinding met een zee (fig. 4.14). Aan de andere zijde
wordt aan het oppervlak zoet water gespuid. De uitstroomsnelheid is zo hoog dat de stroming
superkritisch is. Er moeten ter plaatse dus twee randvoorwaarden gegeven worden, het debiet g,
en de hoogte van de uitstroomopening a - a,,.

Het grensvlak in het kanaal kan verschillende vormen aannnemen. Is het kanaal relatief
kort dan kan de superkritische stroming zich tot in zee handhaven (fig. 4.14a). Is het kanaal
langer, dan zal er vanwege de eindige lengte van de superkritische tak (zie fig. 4.3) een overgang
naar subkritische stroming plaatsvinden (fig. 4.14b). Deze overgang is plaatselijk: er treedt een
z.g. interne spromg op. Over dit verschijnsel handelt het hiernavolgende hoofdsruk 5.

In het superkritische deel van de stroming zal als gevolg van turbulentie menging tussen de lagen
optreden. Dit deel van de stroming heeft het karakter van een straal (b.v. 16). Zie ook hoofdstuk

ﬂ-ﬂza
f— ! - - .
(zoet) A1 " mengitg © |
kanaal zee (zout)
7
a. kort kanaal

b. lang kanaal

Fig. 4.14 - Spuikanaal.
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Hoofdstuk S - INTERNE SPRONGEN EN FRONTEN

1 Inleiding

In de karakteristiekentheorie van hoofstuk 3 werd de voortplanting van een discontinuiteit in de
eerste afgeleiden van de afhankelijke variabelen laagdikten en stroomsnelheden beschouwd. Bij
een dergelijke "knik" in het verloop van deze grootheden bleven zij zelf echter continu. In dit
hoofdstuk houden we ons bezig met het geval dat er wel een sprong in laagdikten en
stroomsnelheden optreedt. Van een discontinuiteit in wiskundige zin is daarbij evenwel geen
sprake: over een zekere eindige lengte zullen de grootheden sterk, maar continu, variéren. Deze
lengte heeft de orde van grootte van één van de laagdikten, zodat de helling van het grensvlak niet
klein meer is ten opzichte van één. Verticale versnellingen zijn daardoor in het algemeen niet meer
te verwaarlozen zoals bij de langegolfbeschouwing. In sprongen en fronten treedt doorgaans
energiedissipatie op.

Een sprong in het vrije oppervlak wordt aangeduid als een watersprong. Bij een plotsellinge
verandering in het niveau van een grensvlak waarbij het vrije oppervlak niet of nauwelijks
vervormt, spreken we van een interne sprong. In een tweelagensysteem kunnen we twee typen
interne sprongen onderscheiden:

- een type waarbij twee doorlopende lagen aanwezig zijn (fig. 5.1a), en

- een type waarbij slechts een van de lagen doorloopt (fig. 5.1b en 5.1¢). In dit geval spreken we
van een (intern) front.

Aan beide typen zullen we aandacht besteden.

Er is een analogie tussen de interne sprong enerzijds en de gewone watersprong in het geval
dat geen dichtheidsverschillen aanwezig zijn anderzijds. Voor deze laatste zie (1). Beide kunnen
stilstaan ten opzichte van een waarnemer op de oever, of in beweging zijn (lopende interne
sprong, en lopende watersprong of bore). De behoudswetten voor massa en impuls kunnen op
dezelfde wijze worden toegepast, n.1. op een balansgebied waarin de sprong zich bevindt.

Een verschijnsel dat verwant is aan het interne front, doet zich voor als een vloeistof met
dichtheid p, met p, < p; < p,een tweelagensysteem binnendringt. Er kan zich dan een front,
ook wel aangeduid als intrusie, aan het grensvlak vormen. Zie fig. 5.2, en (11) en (12).

2 Ontstaan en stabiliteit van een interne sprong

Het ontstaan van een interne sprong kan gedemonstreerd worden aan het vervormen van een
lopende interne golf We beschouwen een interne golf die in positieve x-richting loopt. De
voortplantingssnelheid
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i /. i i

Fig. 5.1 - a.Interne sprong met stroming in beide lagen; b. Intern front aan de bodem, ¢ Intern
front aan het vrije opperviak. Achter de "kop" van het front ontstaat een gemengde
overgangslaag door instabiliteit van het grensviak, zie hoofdstuk 6. In deze figuur is de
vervorming van het vrije opperviak overdreven weergegeven.

P .
_ /\_,M o
\/
—— N
P, -
S 7 /. /s SIS /. e

Fig. 5.2 - Intern front (intrusie) aan het grensviak (p, < p; < p,).
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a.a
¢, = —2—21 4 \f ;22 [ega - (u, - u,)’]

zal ter plaatse van de golf van punt tot punt variéren. We noemen c,, de golfsnelheid in positieve x-

richting juist links van de golf, die juist rechts ervan c,.i (fig. 5.3a). Er zijn wat betreft de golfvorm

twee mogelijkheden:
- de golf vlakt in de loop der tijd af, of vervormt niet (c,, < c,.i), of

- de golf wordt geleidelijk steiler (c,, > cl).
In het eerste geval ontstaan geen problemen. We beschouwen nu het tweede geval, waarin:

¢, >c (5.2)

i+ it

Het veronderstelde verloop van c; als functie van de laagdikte a, is weergegeven in fig. 5.3b. In
deze figuur is de golfvorm die dan ontstaat getekend voor drie tijdstippen: = 0, # = ¢, en 7 = #,.
Op een bepaald moment zouden de grondkarakteristieken, gegeven door:

dx _ dx /
— =c, en — =g,
dr dz

elkaar snijden en zou een verticaal front ontstaan (een discontinuiteit in de laagdikten). De
langegolftheorie gaat nu echter niet meer op. In werkelijkheid zal een golf ontstaan met een eindige,
niet meer toenemende, helling. We duiden de voortplantingssnelheid van de aldus ontstane interne
sprong aan met het symbool c.

Als zou gelden ¢ < c,.i dan zou een verstoring aan de rechter zijde van de sprong (punt A in
fig. 5.3¢) harder lopen dan de sprong zelf en zou weer afvlakking optreden. Dit verschijnsel zou

zich ook voordoen als een verstoring juist links van de sprong (punt B) langzamer zou lopen dan de
sprong, dus als ¢ >c,,. We vinden zo voor de sprong als stabiliteitsvoorwaarde (niet te verwarren

met de stabiliteitsvoorwaarden voor het lagenmodel behandeld in hoofdstuk 6):
¢/ <e< c, (5.3)
De bijbehorende grondkarakteristicken lopen als in fig. 5.4a is aangegeven. Langs drie
karakteristieken betrekking hebbend op interne golven komt op een bepaald tijdstip informatie,

afkomstig van een voorafgaand tijdstip, bij de sprong aan. Hierbij is er rekening mee gehouden, dat
moet gelden ¢,_< ¢ in verband met stabiliteit van de gelaagde stroming aan weerszijden van de



54

sprong. Daarnaast komt nog informatie aan langs twee karakteristieken betrekking hebbend op

externe golven.

2

—— ~

/ it

(G} |  mmmmmmmem—mme——c—mead Cit J

_ 3 ! L7 .

=0 \\ 777 — G |
dx \ i;_t_ 1

© ‘\ ‘y interne golf

f=t1 /// \\\ -

\ —&——— lopende interne sprong

B A A
t=t, '\ —
dx_,
\ d¢

Fig. 5.3 - Ontstaan van een interne sprong.
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Fig. 5.4 - Voortplanting van storingen nabij een interne sprong.
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We beschouwen vervolgens een stilstaande interne sprong door met de sprong mee te
bewegen. De hiervoor gegeven beschouwing geldt eveneens voor een interne sprong die stilstaat
ten opzichte van een waarnemer. Deze situatie is weergegeven in fig. 5.4b. Aan de linker zijde geldt
nu:

c,. >0 en c,. <0

i+ i-

De stroming is daar dus intern subkritisch. Aan de rechter zijde geldt:

/
c,. <0 en c! <0

i+ 1=

De stroming is daar dus superkritisch’. Ook hier zien we weer de analogie met een gewone
watersprong, die een overgang vormt tussen schietend en stromend water. Wat hier voor een
speciaal geval aannemelijk is gemaakt, geldt algemeen: een stationaire interne sprong vormt de
overgang tussen intern subkritische en superkrtische stroming. Hanteren we het criterium van
Hoofdstuk 4 voor de overgang tussen beide soorten stromingen, dan vinden we dat als:

q," a’

;" ; <1 (5.4)
€ga, €ga,

(subkritische stroming) aan de ene zijde van de sprong, dan moet gelden

2 2
LIS B (5.5)

ega® ega}

(superkritische stroming) aan de andere zijde.
In par. 3.1 en 3.2 zullen we voorbeelden geven van de toepassing van de voorwaarden (5.4) en
(5.5).

3 De sprongvergelijkingen

We kiezen een assenstelsel en een balansgebied die met de sprong meebewegen en beperken ons tot
sprongen die in de loop der tijd niet of nauwelijks van vorm veranderen. De voortplantingssnelheid
van de sprong zal dan constant zijn, zodat we ons in een inertiaalsysteem bevinden. Ook is dan de
hoeveelheid massa en impuls binnen het balansgebied constant, en behoeft alleen met transport van
deze grootheden door de begrenzingen ervan rekening te worden gehouden. De grootheden duiden

l¢, zou ook positief kunnen zijn. Dan zou de stroming aan beide zijden van de sprong superkritisch zijn. Dit geval is
echter niet van praktische betekenis.
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we aan als aangegeven in fig. 5.5. De stroomsnelheden # zijn met een bedrag ¢ verminderd in
verband met het meebewegen. De bodem is horizontaal genomen.

We nemen aan dat de eventuele uitwisseling van massa (menging) tussen de lagen optreedt in
de (superkritische) aanstroming. Laboratoriumexperimenten wijzen er op, dat de menging in de
sprong zelf betrekkelijk gering is. De invloed van menging wordt beschouwd in (3, 4 en 13).

balansgebied
r—-———>"">""">""">"™"7"7"77 B
+—= —
| | ui=Cc '
i S P
l | Tl
we_p A 1 1
a| a; I I P
| F Iy 29
| | 2-a
P88 - —— } I
/) a, 22-_0_._[ p2 |
i | ] | |
plgal +p2ga2 /. iz SIS S i’z
Fig. 5.5 - Balansgebied voor een interne sprong.
De massabalans voor laag 1 luidt dan:
pu, - ©a, = p](ull - c)all (5.6)
of
(u,-c)a; = (uif_ c)a1l =4 (5.7

q,.is het debiet in laag 1. De index c is toegevoegd, omdat het een debiet betreft in het
meebewegende stelsel. Evenzo vinden we voor laag 2:

(uz_ C)az = (uzl_ “")azjr = 4, (5.8)

Vervolgens stellen we voor elk van de lagen de impulsbalans op. De zijvlakken van het
balansgebied nemen we zo ver van de sprong af als nodig is om in het gebied met hydrostatische
drukverdeling te komen. We verwaarlozen wrijving tussen de lagen en bodemwrijving (de sprong
strekt zich slechts over korte afstand uit), en eventuele door de lucht boven het opperviak
uitgeoefende krachten. De impulsbalansvergelijkingen toegepast in horizontale richting worden dan
voor laag 1 en laag 2:

1 1
"Z_plgalz + py(uy- cya, = F + Eplgazﬂ + py(u/- c)a) (5.9
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1
F o+ (pga, + "Z“ngaz)az + pyluy- cfa, =
(5.10)
= (pga, + %ngazl)azj + pyuy'- cfa)

De grootheid F duidt de horizontale component aan van de kracht die laag 2 uitoefent op laag 1 ter
plaatse van het hellende deel van het grensvlak. Laag 1 oefent op laag 2 een gelijke maar
tegengesteld gerichte kracht uit (actie is reactie).

We vragen ons nu af of het aantal ter beschikking staande vergelijkingen voldoende is. In
gedachten voeren we een karakteristiekenberekening uit, zoals weergegeven in fig. 5.4b. Om de
toestand op een nieuw tijdstip te berekenen uit die op een voorafgaand tijdstip hebben we de
volgende vergelijkingen:

3 compatibiliteitsrelaties met betrekking tot interne golven,
2 compatibiliteitsrelaties met betrekking tot externe golven,
2 massabalansvergelijkingen, en
2 impulsbalansvergelijkingen,

in totaal dus 9 vergelijkingen. De onbekenden zijn:
4 laagdikten (a;,, a,, a/, a)),

4 stroomsnelheden (v, u, u/, u,)),

1 voortplantingssnelheid (c), en
1 kracht op het grensvlak (F);

dus 10 onbekenden. Dit betekent dat het probleem zo niet oplosbaar is. Als extra relatie zou men
kunnen denken aan de vergelijking van Bernoulli (een relatie voor het transport van energie), ev.
uitgebreid met een term voor de optredende hydromechanische verliezen. Het is hier echter i.h.a.
niet juist om zowel impulsbalans als een energierelatie toe te passen, omdat de verliezen in de
laatste geheel of voor een belangrijk deel afthangen van wat de impulsbalans oplevert vergelijk
hiermee het geval van de gewone watersprong, en b.v. de afleiding van de regel van Carnot (1). We
komen hierop terug in par 3.2. Als in één van de lagen t.p.v. de sprong versnellende stroming
optreedt, kan in die laag de vergelijking van Bernoulli (zonder verliezen) wel worden toegepast

(19).

De vergelijkingen (5.7) t/m (5.10) laten behalve interne sprongen ook nog gewone watersprongen toe. Evenals bij
de lange golven en de dichtheidsstromen kunnen we het probleem vereenvoudigen door het geval te beschouwen dat alleen
een intern verschijnsel, hier een interne sprong, optreedt (het hiervoor genoemde probleem blijft echter bestaan). We
vormen nu twee combinaties van (5.9) en (5.10). De eerste is (5.9) + (5.10), die geschreven kan worden als:
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Lpgta + ala - a') = - %(pfpl)g(az + a)a, - a)) +

-py(u; - c)zal + pl(ulf - c)2a1’ - pyluy - f:)zct2 + pz(uz" - C)zaz’ G
Er geldt (het teken ~ staat voor: "heeft de orde van grootte van™)
c ~ Jega, u, ~+ega, u,~Jega, u -~ Jega, u, -~ [ega,
a~a a-a a ~-a, a'-a. ©12
en:
P- P = ER met e<<1 (5.13)

Het rechter lid van (5.11) is daardoor ~ pega®(p = p, of p,, het verschil is ~ €p, dus klein). We vinden zo voor het
verschil in waterdiepten links en rechts van de interne sprong:

a-a -~ ____p;ggaz = €a (5.14)
a

De verstoringen in het vrije oppervlak zijn bij een interne sprong dus, evenals bij interne lange golven en
dichtheidsstromen, klein. Dit resultaat zullen we gebruiken in de tweede combinatie van (5.9) en (5.10), nl
(5.9)(a, + al’) -(5.10)/(a, + az’),zie 00k par. 3.4. Met gebruikmaking van (5.7) en (5.8) leidt deze bewerking tot

11 F 1
—pgla) - a) - -| = - —epgla) - a) +
2 a, +a 2

a+a

!
a, + a,

/ (5.15)

- a + pg? a4, ~ 4
o
a,a,(a, + "2,)

/
2 4
e aa(a, + a))
Het rechter lid en dus het linker lid in deze uitdrukking zijn ~ pega. We mogen daarom in deze vergelijking het verschil
tussen @ en a’, dat immers ~ ea is, verwaarlozen omdat de fout die we zo maken kwadratisch in € is. In de
oorspronkelijke vergelijkingen (5.9) en (5.10) is deze verwaarlozing niet toegestaan, omdat daarin termen ~ pga’
voorkomen. De gemaakte fout zou dan lineair zijn in €, en van dezelfde orde van grootte zijn als de impulstransporttermen.

Verwaarlozing van het verschil tussen a en a“in (5.15) (zodat ook a,” - a, = a, - a,’), en herschrijven geeft met

enkele verwaarlozingen die kwadratisch in € zijn:

2 a | 2F
/ - e (azf - a)
/ €a) + a) pgla, + ay)
a' -a, =
Qe . 92 1
/ /
,a, +a aa,a2+a2
€gaa, 2 €ga)a, 2

Let op de overeenkomst tussen deze uitdrukking en de differentiaalvergelijking (4.15) voor dichtheidsstromen. In (5.16)
mogen we stellen:
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a, =a-q (5.17)

]

a/ =a-a (5.18)

De verstoring in het vrije oppervlak is ook te verwaarlozen in (5.7) en (5.8). Zo wordt (5.7) +(5.8):

- /! .7 !
wa, +ua, = u'ay +uja, +c(a-a) (5.19)

De eerste vier termen zijn ~ ca, de laatste is ~ eca. Deze term is daarom verwaarloosbaar. Voor het totale debiet g geldt
dan:

= S Lyt = ol
g =wua *ua =ua’ tuya) =q (5.20)

De totale diepte a en het totale debiet g kunnen we ons evenals bij b.v. dichtheidsstromen bepaald denken uit een
berekening waarin de dichtheidsverschillen verwaarloosd zijn.

Hoe staat het nu met aantal onbekenden en het aantal ter beschikking staande vergelijkingen? Zoals uiteengezet in
par. 2 is de stroming aan één zijde van de interne sprong superkritisch. Dit betekent dat de aanwezigheid van de sprong de
laagdikten en stroomsnelheden aan die zijde niet beinvloedt, en dat we deze bekend kunnen veronderstellen. Stel dat dit

a,, a), u;’ en u,’zijn. We hebben dan nog de zes onbekenden: a,, a,, u,, u,, ¢ en F. Hiervoor staan ter beschikking
vijf vergelijkingen:

1 compatibiliteitsrelatie betrekking hebbend op interne golven aan de zijde met subkritische stroming,

2 massabalansvergelijkingen (5.20 en 5.7, of 5.20 en 5.8),

1 vergelijking afgeleid uit de impulsbalansvergelijkingen (5.16), en

1 relatie tussen twee laagdikten (5.17).
De situatie waarin geldt dat er een vergelijking te weinig is, blijft dus bestaan. Dit geldt ook voor stationaire stromen (¢ =
0). Met uitzondering van het hiervoor genoemde geval waarin de vergelijking van Bernoulli toegepast kan worden is er
geen algemeen geldige methode bekend om aan dit probleem te ontkomen.

Een benaderingsoplossing voor interne sprongen (maar niet voor fronten), die experimenteel
redelijk goed blijkt te voldoen (2, 3, 4, 9 en 13), kan echter gevonden worden door er vanuit te
gaan dat de kracht F gelijk is aan het gemiddelde van de drukken t.p.v. het grensvlak links en rechts
van de sprong, vermenigvuldigd met de spronghoogte, dus

1
F = j2_,_;14\3-(511 +a,Ya,’ - a,) (5.21)

Deze benadering houdt in dat een eventuele netto bijdrage van de niet-hydrostatische drukken
verwaarloosd wordt.
Met (5.21) blijkt dat de teller in (5.16) nul wordt. Omdat azl - a,ongelijk aan nul is moet de

noemer in (5.16) ook nul zijn (vermenigvuldig beide leden van (5.16) eerst met de noemer!). Dit
geeft als relatie tussen de laagdikten aan beide zijden van de sprong (vergelijkingen 5.17 en 5.18
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zijn ook hier van toepassing)

2 2
qic + q2c = 1

+a) (5.22)
2

/
a, +a a
/4 1 /%
€ga,a,

€ga,a,

Vergelijk dit resultaat met de voorwaarde voor kritische stroming, vergelijking 4.9. Als de
spronghoogte tot nul nadert, gaat (5.22) over in (4.9). In de hiernavolgende paragraaf behandelen
we een speciaal geval van (5.22).

3.1 Het geval dat één van de debieten gelijk aan nul is

Als één van de lagen niet stroomt ten opzichte van de sprong ¢, = 0, fig. 5.6a; of q,, = 0, fig.
5.6b), kan in de betreffende laag een hydrostatisch drukverloop verondersteld worden. Als de
stroomsnelheden in één van de lagen relatief klein zijn, zal de drukverdeling aldaar bij benadering
hydrostatisch zijn. In deze gevallen is (5.21) zeker acceptabel.

® ®

/Ol ga 1 ';’ —_— =

Piga; rust T .
é - K | T
rust
7

g

/Olgai

Pgay

Fig. 5.6 - Interne sprong in het geval dat één van de lagen in rust is.

Voor het geval g,, = 0 (of lg,.] << |g,.) wordt (5.22)’
+ azl

2

2 a
9z = egazazl 2 (5.23)

We controleren nu of aan de voorwaarden (5.4) en (5.5) voor sub en superkritische stroming is
voldaan. We vinden voor (5.5) aan de bovenstroomse zijde van de sprong (fig. 5.6a)

2 2 2 /
alla, +a
9. . T2c _ qzc _ , (@, 2’)>1
3 3

€ga, ega, ega’ 2a,?

*Vergelijking 5.23 is ook op eenvoudige wijze direct af te leiden.
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Hieraan is voldaan als a,_’ > a,. Superkritische stroming treedt dus op aan de zijde met de kleinste

onderlaagdikte. De stroming is daar naar de sprong toe gericht. De toestand is als aangegeven in
fig. 5.6a. Natuurlijk is ook de gespiegelde toestand mogelijk (fig. 5.7).

e———

§—\ rust
subkritisch

—~ ——— superkritisch
Y

.7 7 /.

Fig. 5.7 - Super en subkritische stroming bij een interne sprong, bovenlaag in rust.

Opmerkingen:

- Hetgeval g, = 0 (of |g,| << |q,.|) kan op dezelfde wijze behandeld worden.

- (5.23) is dezelfde vergelijking als die voor de gewone watersprong, zij het dat g vervangen is
door €g en de totale diepte door de dikte van de onderlaag.

- Een voorbeeld van het optreden van een interne sprong is beschreven in par. 4.5 (voorbeeld 3).

3.2 Het geval dat slechts één van de lagen doorloopt (fronten)
Een intern front kan zich b.v. voordoen als een schuif tussen twee kanaalpanden gevuld met water
van verschillende dichtheden, geheel of gedeeltelijk geopend wordt. Zie fig. 5.11 aan het eind van

deze paragraaf. Een ander voorbeeld is het begin van lozing van water in ontvangend water van een
andere dichtheid. In f. 5.8 is de oppervlaktelozing van relatief licht (b.v. koel-)water weergegeven.

lozing

Fig. 5.8 - Interne fronten na het op gang komen van een oppervlaktelozing.
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Bij voortplanting van een front over grotere afstanden gaat de bodem- en/of
grensvlakschuifspanning een rol spelen. Het front wordt dan geleidelijk lager en krijgt uiteindelijk
meer een karakter als dat van de punt van de zoutwig (hoofdstuk 4).

Voor het opstellen van vergelijkingen voor fronten beschouwen we de situatie weergegeven in
fig. 5.9. Bewegen we met het front mee dan is de relatieve snelheid in de enkele laag gelijk aan ¢, en
de gemiddelde stroomsnelheid in het front gelijk aan nul, ¢ is de voortplantingssnelheid van het
front t.o.v. de stroomsnelheid voor het front. De invloed van wrijving en mengingsprocessen laten

we buiten beschouwing.

® ®

| c-u P A —~ () r
- 1 c
a]_ —————= e
a a
az ——— ———
c-uy P, ¢

a, Py : m ]
vz 71 42 | N /. /- /

C B A

Fig. 5.9 - a. Front aan de bodem, b. Front aan het opperviak. Door de menging achter de kop
van het front ontstaat in het front een circulatiestroming.

We gaan nu eerst in op het geval van het front aan de bodem. Doordat de geometrie van de
lagen afwijkt van die van interne sprongen, blijkt een wat andere aanpak nodig te zijn. De
massabalans voor de bovenlaag levert

(c-u)a =ca (5.24)

Voor het opstellen van een (horizontale)impulsbalans beschouwen we de twee lagen tezamen om de
onbekende kracht F te elimineren,
%,olga2 + pcta +
I 1 , (5.25)
- Eplg(al + a2)2 + E(pz - Pl)g02 + p](c - u1)2a1 =0

Hierin zijn onbekend: a;, @,, %, en c. We hebben drie vergelijkingen: (5.24), (5.25) en een
compatibiliteitsrelatie voor interne golven aan de gelaagde zijde (of b.v. het debiet g, is gegeven,; er
geldt gy/a, = (q, + g)la + ¢).

Een vierde vergelijking kunnen we opstellen door de vergelijking van Bernoulli toe te passen
langs de stroomlijn ABC in fig. 5.9a (6, 7). Langs AB geldt (punt B vatten we op als een stuwpunt)



at —=— (5.26)

In de onderlaag zal bij de bodem een zwakke stroming naar rechts aanwezig zijn, terwijl in het front
door turbulentie verliezen zullen optreden. We schrijven daarom voor het gedeelte CB:
2

p.ga, + p.ga, u
8 T PEY Yo _ Ps o, ap (5.27)

254 2g P8

De laatste term is een verliesterm. We stellen de snelheden in het front evenredig met ¢, en de
verliezen evenredig met ¢%/2g, zodat

”02 c?

De coéfficiént f, veronderstellen we constant’.
We kunnen nu de voortplantingssnelheid uitdrukken in de dikte van de onderlaag a,.
Uitwerking van (5.24) t/m (5.28) geeft

a, (a-a)Q2a-a)
c= |eg—

a (1- ﬁz)az + (1 + ﬁz)a
De voortplantingssnelheid neemt toe als f, afneemt. In het geval zonder wrijving en verliezen

hebben we £, = 0. Omdat niet aannemelijk is dat ¢ door wrijving en verliezen toeneemt, zal dus
gelden £, > 0. De voortplantingssnelheid c is gelijk aan nul voor @, = 0 en a, = a. De maximale

(5.29)

voortplantingssnelheid treedt op voor a, = a, , met

a—a2*3 a-a,
(l_ﬁz) -3

2
+1=0 (5.30)

a a

De waarden voor a, /a en de maximale voortplantingssnelheid c_,, volgen voor enkele waarden
van /£, uit onderstaande tabel.

ﬂz az’ cmax
a Jega

0 0,35 0,53

0,5 0,39 0,48

1 0,42 0,44

*Dit geldt slechts als de debieten niet te groot zijn (bij benadering: |g,| < 0,32 ega en |g,/g,| < 1,5).
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De stabiliteit van het front vereist subkritische stroming achter het front - voorwaarde (5.4) -

of

Uitwerking van deze ongelijkheid geeft de voorwaarde

3 2
¢! -ﬂg)(a_az) —3(a_a2] +1<0
a a

Vergelijking met (5.30) laat zien dat een front aan de bodem slechts kan bestaan als:

0<aqg,<aq,”
Het geval dat de voortplantingssnelheid maximaal is vormt dus de grens tussen stabiliteit en

instabiliteit (fig. 5.10).

—
a - -

> \instabiel front
a AN
% \
b e
stabiel front
0
0 —=C Cpm

Fig. 5.10 - Verband tussen voortplantingssnelheid en dikte van de onderlaag.

Het geval van een front aan het oppervlak is op dezelfde wijze te behandelen. We vinden de

volgende analoge resultaten

.- e‘gal (@ - a)2a - a)
a(l - ﬁl)al"' 1+ ﬂ1)a

¢ is maximaal voor @, = a,”, met

a-a’\’ a-a’\
(1*/31)[ a‘)—S( ’]+1=o
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Het stabiliteitscriterium is

*
0<a<a

De hiervoor gegeven tabel met numerieke waarden geldt eveneens voor dit geval, mits £, door 4

en a,” door ;" vervangen wordt.

Experimenten en een meer gedetailleerde theorie, waarin onder meer menging is opgenomen,
zijn in de literatuur beschreven (experimenten: 5, 7, 8, 10, 11 (hierin verscheidene artikelen over
fronten), 14, 15, 16, 17; theorie: 15). Fronten langs een hellende bodem worden beschouwd in (18).

Als voorbeeld behandelen we de z.g. uitwisselingsstroming. Deze ontstaat b.v. als een sluisdeur
die zoet en zout water van elkaar scheidt, plotseling wordt geopend (fig. 5.11). We nemen aan dat
voor het openen van de deur de door zoet en zout water op de deur uitgeoefende krachten
evenwicht met elkaar maken (als dit niet zo is, ontstaat naast een intern verschijnsel ook een externe
golf die een netto stroming veroorzaakt, verg. voorbeeld 3.1). Na het openen ontstaat een zoete
tong die langs het opperviak de zoute laag binnendringt, en tegelijkertijd een zoute tong die langs
de bodem de zoete laag binnendringt. De dikte van de tongen is bij de deur ongeveer gelijk aan a/2,
maar moet zoals hierboven bleek nabij de fronten kleiner zijn. Dit is in overeenstemming met de

metingen van Barr (8). De gemeten voortplantingssnelheid van de zoete tong is (0,52 & 0,54)y/ega,
zodat f; = O (zie tabel). De zoute tong plant zich door de invloed van de bodem langzamer voort:
¢ = (0,42 2 0,46)+/ega, hetgeen wijst op waarden van S, van ongeveer 1. Uit (5) volgt een waarde
voor f3, van ongeveer 0,6. Ook door o.a. Yih (9), en Abraham en Eysink (10) is onderzoek verricht

naar uitwisselingsstroming.

Fig. 5.11 - Uitwisselingsstroming.

Opmerking:

Verwaarlozen we alle verliezen en stellen we a, = a, = a/2, dan vinden we voor het
snelheidsverschil tussen de lagen Au = 2c = Jega. Verder zou dan gelden u, = -cenu, =c,
zodat ¢,, = 0 en ¢,_ = 0. De stroming zou dan juist dubbelktitisch zijn. In werkelijkheid wordt
deze stromingsvorm wel benaderd, maar blijft de stroming overal subkritisch.
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Hoofdstuk 6 - INTERNE KORTE GOLVEN EN STABILITEIT VAN GELAAGDE
STROMING

1 Inleiding

In het lagenmodel zoals ontwikkeld in hoofdstuk 2, zijn de verticale versnellingen van de
vloeistofdeeltjes verwaarloosd. Met dit model kunnen interne lange golven en externe lange
golven beschreven worden. De verwaarlozing van de verticale versnellingen is niet meer
geoorloofd, als een karakteristicke horizontale lengtemaat van de golven (bij sinusvormige
golven: de golflengte) kleiner wordt dan een zeker aantal malen de grootste laagdikte. Dit bleek
b.v. het geval te zijn bjj interne fronten.

Hier beschouwen we weer het geval dat de genoemde lengtemaat klein kan zijn. De golven die
we zo vinden duiden we aan als korte golven. Ook hier kunnen we bjj kleine dichtheidsverschillen
onderscheid maken tussen externe golven, waarbij dichtheidsverschillen van ondergeschikt belang
zijn (zie het college b76, Korte golven), en interne golven die voornamelijk bij het grensvlak
optreden, zie fig. 6.1. We veronderstellen dat de uitwijkingen van de vloeistofdeeltjes ten opzichte
van een ongestoorde toestand klein zijn.

De theorie van de interne golven blijkt inzicht te geven in de stabiliteit van een grensvlak en
daarmee van een tweelagensysteem. We beschouwen eerst het geval van een scherp grensvlak
tussen de twee lagen. Omdat zal blijken dat dan altijd enige menging op moet treden, komt daarna
een meer geleidelijke overgang tussen de lagen ter sprake en beschouwen we de stabiliteit van een
stroming met in de verticaal continu verlopende dichtheid en snelheid.

P0=0
T N pd
\____/ w s |
!1 n=1
pl h() ul al
N 2T~ —
St N a
L W) n=2
Py 1 t ay
ZT Uy
T X

Fig. 6.1 - Externe en interne korte golven in een tweelagensysteem.
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2 Korte golven bij scherp grensvlak

We beschouwen een tweedimensionale stroming met per laag een constante dichtheid, en een
horizontale bodem (fig. 6.1.). We verwaarlozen de viscositeit van de vloeistof.

Vergelijkingen
Voor elk van de twee lagen staan de volgende vergelijkingen ter beschikking:
continuiteitsvergelijking:
ou _ ow
— + — =90
o2 6.1

bewegingsverg. in x-richting :

—_—t Y t+ W— + ——= = (6.2)

bewegingsverg. in z-richting :

lop _ _
o ‘& V& pa ¢ ©3)

De verticale versnelling van de vloeistof is nu niet verwaarloosd.
Door (6.2) naar z en (6.3) naar x te differentiéren en af te trekken ontstaat, met (6.1)

o¢ of of _ D¢ _
_67+ué;+w-§—0 of E—O ©4)

waarin

9w _ou
f-ax p | 6.5)

de vorticiteit 1s. (6.4) zegt dat als we met een willekeurig vloeistofdeeltje meebewegen, de vorticiteit een constante is.
Denken we ons in dat de golfbeweging vanuit rust is ontstaan door een wervelvrij krachtveld, dan is deze constante voor
alle vioeistofdeeltjes gelijk aan nul. De beweging van de hier beschouwde ideale vloeistof is dan wervelvrij. (6.5) wordt
nu

ow  ou
- =0
- 5 6.6)

Dit is een stelling van Thomson (de latere Lord Kelvin), zie Lamb (1, p. 31).
Het blijkt nu mogelijk een potentiaalfunctie ¢ = ¢(x.z,f) in te voeren volgens (voor een meer uitvoerige behandeling
van de potentiaaltheorie wordt verwezen naar het college b76 en naar (1))

u=29¢
iy ©7)
w =292

0z
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Aan (6.6) wordt zo voldaan. De continuiteitsvergelijking gaat met (6.7) over in de vergelijking van Laplace,

& ¢ &
o of
Integratie van de bewegingsvergelijkingen 6.2 en 6.3 naar x resp. z levert met (6.6)
¢ . p Loz o w2
—_— Fe o = b3
5 F + gz + 2(u +w) = K 6.9

Hierin is F(f) een nog te kiezen functie van de tijd. De vergelijkingen 6.7, 6.8 en 6.9 vormen een stelsel van vier
vergelijkingen voor de vier athankelijk variabelen », w, p en @.

Randvoorwaarden

We onderscheiden twee soorten randvoorwaarden: kinematische randvoorwaarden en dynamische randvoorwaarden.
Kinematische randvoorwaarden

Een vloeistofdeeltje dat zich aan een scheidingsvlak (vrij oppervlak, grensvlak, bodem) bevindt, zal daarlangs blijven
bewegen. Geven we de ordinaat van zo'n scheidingsvlak aan met z = h(x,f), dan geldt algemeen voor een kleine
verandering dz in de ordinaat (fig. 6.2)

oh oh
dz = —df + —d
z 3 + Fw x (6.10a)
Voor een deeltje dat de verandering volgt, geldt
dx = u(x,ht) dt (6.10b)
dz = w(x,ht) dt (6.10¢c)

Als kinemetische randvoorwaarde vinden we met (6.10)

oh

wxht) = % + u(x,h,f)g; (6.11)

Deze randvoorwaarde moeten we op vier plaatsen opleggen: bij het vrije oppervlak (n = 1, & = h,), juist boven het
grensvlak (n = 1, h = h)), juist onder het grensvlak(n = 2, # = h) en aan de bodem (7 = 2, 2 = 0, dus
w(x,0,0) = 0).

Dynamische randvoorwaarden

Afgezien van oppervlaktespanningen verlopen de spanningen in een continu medium geleidelijk, ook al bevinden er zich
scheidingsvlakken in. Voor het hier beschouwde geval, waarin schuifspanningen en oppervlaktespanningen
verwaarloosd worden, komt dit erop neer dat we moeten eisen dat de normaalspanningen (drukken) aan beide zijden van
het grensviak en het vrije oppervlak (ook een grensvlak) gelijk zijn.
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Fig. 6.2 - Beweging van een vioeistofdeeltje nabij een scheidingsviak.

Linearisering van het probleem

De geintegreerde krachtvergelijking 6.9 en de kinematische randvoorwaarden 6.11 bevatten termen die het product zijn
van afhankelijk variabelen. Daardoor is het stelsel vergelijkingen met de genoemde randvoorwaarden in zijn
algemeenheid niet analytisch oplosbaar. Hierbij speelt ook een rol dat het gebied waarin we de vergelijkingen moeten
oplossen, niet eenvoudig van vorm is. Om aan deze moeilijkheden te ontkomen beschouwen we een vereenvoudigd
probleem: in beide lagen is een parallelstroming aanwezig met snelheden ;1 resp. 52. Op deze ongestoorde toestand
superponeren we verstoringen in de vorm van golven met een amplitude die klein is ten opzichte van de laagdikten en de
golflengte. We kunnen voor de storingen, aangeduid met , schrijven (de index » die de betreffende laag aanduidt, wordt
vanaf dit punt meegenomen, n» =1 of 2).

/ ¢,
Wn = 'W"I =
oz
) (6.12)
¢l‘l = ¢I‘l - unx
h =h/ -a
h' =h - a

Invullen in (6.8), (6.9) en (6.11) geeft, met verwaarlozing van de (relatief kleine) termen die het product zijn van twee
op de verstoring betrekking hebbende grootheden (b.v. u,'h,’, lineariseren van het probleem):

e ¢/
% + %, =0 6.13)

ox? 9z2

/ / /
a¢',, + E a¢n + Pn-l + ghn-ll =0 (614)

ot " ox

n
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on' _on/' ( 1 of
F Y — = - =
o "o m =n of m =n) 6.15)

w, 0,0 =

In (6.14) is gebruik gemaakt van de relatie p = g g(h,_, - z) + p,_ en van het feit dat in de ongestoorde toestand
plp, + gzeen constante is; de functie F in het rechter lid is gelijk gesteld aan deze constante.

De randvoorwaarde voor de verstoring mogen we nu als benadering opleggen ter plaatse van de ongestoorde
scheidingsvlakken (z = 0, z = a,, z = ). Zij worden (de strepen boven ongestoorde stroomsnelheden u, zijn
weggelaten)

vrij opperviak
0¢/xan  ohy ahy/
kinematisch: M =_9 4 ul__o.
0z ot ox
. 8¢,/ (x.a.0) 3¢ (x.a)
dynamisch: lat +u, Iax +ghl =0
grensvlak
o, h/ oh,’
laag 1, kinematisch: M = .a_.L + ul_l
0z ot ox
3¢, oh/  on/ ©10)
laag 2, kinematisch: 98, (xah) Oy + U—
0z ot ox
. 8 ¢2I(x:a2’t) a ¢ ’(xaaz’t)
dynamisch: - p,_[ = + u, zax +
09,/ (x,a,.0) 3¢, (x,a,,0)
- A oy *
ot ox
+(p, - p)ghy = O
bodem

kinematisch: 222200 g

oz
Harmonische oplossing van het gelineariseerde probleem
Als bijzonder geval beschouwen we verstoringen in de vorm van sinusoidale golven. Omdat de vergelijkingen (6.13) tot
en met (6.16) lineair zijn, vervormen golven van dit type niet. Willekeurige verstoringen kunnen opgebouwd worden
door superpositie van sinusvormige golven (Fouriertransformatie).

Voor het gemak introduceren we voor de oplossing complexe groofhedeh en stellen
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hn-[f(xst) - Aneik(cr-x)

@ /(xz0) = [Bncoshk(z - a,) + C,sinhk(z - a2)]ei"(“ =% 6.17)

waarin ¢ de voortplantingssnelheid is van een verstoring met golfgetal k& (= 2n/golflengte). De vorm ct - x in de
exponenti€le functies brengt het niet-vervormen van een lopende golf tot uitdrukking. Door substitutie in de
vergelijkingen blijkt dat de relaties (6.17) voldoen.

De voortplantingssnelheid ¢ en de coéfficiénten 4,, B,, en C, moeten zodanige waarden hebben dat aan de
randvoorwaarden wordt voldaan. Subsitutie van (6.17) m (6.16) geeft achtereenvolgens

B sinhka, + C,coshka, = A4,i(c - u;)
ik(c - u )(B,coshka, + Cisinhka)) + g4, = 0

C, = Aji(c - uy)

6.18
c, (6.18)
ik(c - u)B, - (1 - €)iklc - u)B, + €gd, = 0

B,sinhka, - C,coshka, = 0

Aji(c - uy)

met € = (p,-p,)/p,. De vergelijkingen (6.18) vormen een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen voor de
coéfficiénten 4,, 4,, B, B,, C, en C,.

Niet-triviale oplossingen worden slechts dan gevonden als de hoofddeterminant van het stelsel
gelijk aan nul is. Dit levert als uitdrukking voor de voortplantingssnelheid ¢

T. T
€ - wf e - wP - T2 - - T2 - wp -

, (6.19)

T
+ 2102 (1 - g(c - w)'T,T, = 0

k2

waarin

T, = tanhka, (6.20)

Het bepalen van oplossingen van (6.19) verloopt op overeenkomstige wijze als bij de lange
golven (hoofdstuk 3). In het onderstaande veronderonderstellen we weer kleine
dichtheidsverschillen (e << 1).

Externe korte golven vinden we door in (6.19) de termen met € te verwaarlozen. Voor het
geval u; = u, = u levert (6.19) dezelfde oplossing als voor een éénlaagsysteem met diepte a
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T + T, ’
Ce =y . %# =u = i—tanhka (6.21)
* 172

De voortplantingssnelheid van interne korte golven vinden we doorc? en u,> weer van de

wordt gevonden:

orde €ga te veronderstellen, en termen van de orde € te verwaarlozen ten opzichte van die van de
orde €. Dit geeft

(cj - u1)2 + (Ci - u2)2

= 1
L7 &Lr
k! k2
waaruit volgt .
Tou + Tu I\T.
¢, = 2%1 172 172 [(Tl + Tz)_eg - Ay (6.22)
I, + T, (T, + ) k

waarin Au = u, - u, weer het snelheidsverschil tussen de lagen is. Voor grote golflengten

(£ - 0) vinden we uit (6.22) de voortplantingssnelheid van interne lange golven terug.

3 Kelvin-Helmholtz instabiliteit

De voortplantingssnelheid van interne korte golven is reéel zolang het snelheidsverschil tussen de
lagen voldoende klein is, zodat geldt

Au? < (T, + Tz)% (6.23)

Als het snelheidsverschil groter is, dan wordt de voortplantingssnelheid complex. Wat moeten we
ons hierbjj voorstellen? We schrijven in dit geval

c, = cR:l: 1c,

waarbij ¢, en c, re€le constanten zijn, en ¢, > 0. We beschouwen nu de vervorming van het grens-
vlak. Deze wordt gegeven door (het reéle deel van)
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hl/ - Azeik(c,.r - x)

Omdat er volgens (6.22) twee oplossingen van ¢, voldoen, is de algemene oplossing voor dit
geval (4,, en A,, zijn constanten)

hll - Azleik(th - x) + ¢kt . Azzeik(ckt - X) - ¢kt

_ c kt -c kt| ik(cpt - x)
= Pne + A, e

De amplitude van deze golf is

/ crk - ¢k
| = 14,7 + Ay (6.24)

Na verloop van tijd zal de eerste term in het rechter lid van (6.24) gaan overheersen: een gedeelte
van de golven groeit exponentieel. Wegens dit explosieve karakter zal het grensvlak instabiel zijn
als ¢; # 0. Dit is de z.g. Kelvin-Helmholtz instabiliteit. De stabiliteitsgrens wordt gegeven door
(zie (6.22) en (6.20)):

2 tanhka, + tanhka
‘:;‘a = ! - 2 (6.25)

In fig. 6.3 zijn enkele stabiliteitsgrenzen weergegeven voor verschillende waarden van de
verhouding tussen de laagdikten.

Au?
cga instabiel

0 —= Fka kla

Fig. 6.3 - Stabiliteitsgrenzen voor een tweelagensyssteem.

Conclusies uit deze beschouwing zijn:

- als du?/ega > 1 treedt bij elke golflengte instabiliteit op,

-als 0 < du*/ega < 1 is er altijd een golfgetal (in fig. 6.3 het golfgetal &) aan te geven,
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waarvoor geldt dat golven met een golfgetal £ > k, instabiel zijn. Kortere golven (grotere %)
zijn dus eerder instabiel dan langere.

Deze conclusies leiden tot een somber beeld voor wat betreft het lagenmodel: ook al is

Au?*lega < 1 , dan is bij elk snelheidsverschil tussen de lagen een golflentgte aan te geven,
waaronder de golven instabiel zijn. Het lagenmodel zou dus altijd instabiel zijn als du # 0. In
werkelijkheid blijkt dit echter mee te vallen. Fig. 6.4, gebaseerd op de experimenten van Thorpe
(2), kan hier als toelichting dienen. De snelheden u,; en #, zijn gelijk maar van tegengesteld teken,
en constant. Als een golf instabiel wordt en exponentieel gaat groeien wordt al snel de grens
overschreden waarboven de niet-lineaire termen in de vergelijkingen een belangrijke rol spelen.
De golfvorm gaat dan afwijken van de sinusvorm (fig. 6.4 b-e), de golven rollen na verloop van
tijd op en breken. De golflengte blijkt nog wel in overeenstemming met de lineaire theorie
(vergelijking 6.25). Het breken van de golven leidt tot plaatselijke turbulentie en menging, zodat
een meer geleidelijke overgang tussen de lagen ontstaat (fig. 6.4 f-h). De turbulentie wordt
onderdrukt door de gelaagdheid en dempt geleidelijk uit. De dikte van de overgangs(of tussen-)
laag neemt dan niet verder toe. We kunnen aannnemen dat het lagenmodel zoals opgesteld in
hoofdstuk 2 nog bruikbaar is, zolang deze dikte niet te groot ten opzichte van de laagdikten
wordt.

Voor de dikte 6 van de overgangslaag werd empirisch gevonden (2, 11, 12)

2
5~ 0348 (6.26)

€g

~ Voor de bruikbaarheid van het tweelagenmodel moeten we tenminste eisen, dat d duidelijk kleiner

is dan de waterdiepte a. Als praktisch criterium wordt wel gehanteerd Au?/(eg) < a, of

A 2
a4 < (6.27)

€ga
Aan te tonen is, dat aan deze ongelijkheid is voldaan als de stroming subkritisch is. Vandaar dat
bij deze stromingsvorm het lagenmodel vaak bruikbaar is. Ook zijn lange interne golven nog juist
stabiel als aan (6.27) voldaan is, zie (3.6) en (3.9). Turbulentie in onder- of bovenlaag kan de
stabiliteit eveneens beinvloeden (hoofdstuk 7, 10, 13).
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Vanuit de rusttoestand beginnen de lagen
in tegengestelde richtingen te stromen,; #,
en u, blijven verder constant.

Er ontstaan instabiele korte golven.
De golfamplitude neemt toe, de golf

wordt scheef.

De scheefheid neemt toe.

De golven rollen op.

Het oprollen leidt tot breken en
turbulente menging, waardoor een
overgangslaag van eindige dikte ontstaat.

De invloed van de oorspronkelijke golven
verdwijnt.

De turbulentie wordt door de
gelaagdheid onderdrukt; de dikte van de
overgangslaag neemt niet verder toe.

Dichtheids- en snelheidsprofiel in de
eindtoestand.

Fig. 6.4 - Kelvin-Helmholtz instabiliteit
(2.
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4 Stabiliteit bij geleidelijk dichtheidsverloop
Tijdens het in fig. 6.4 weergegeven proces wordt een gedeelte van de kinetische energie van de

aanvankelijk horizontale stroming omgezet in potenti€le energie van de gelaagde vloeistof Het
proces kan dan ook (benaderend) beschreven worden met een energiebeschouwing.

14

If""‘-\‘ ~
{ ¥ A" uo- Py - u
\‘~..- "'l

—
Ua s v Up

{ - z P, u

A “@_’ N 0 \’ /™

4 —p(2) —=u(2)

Fig. 6.5 - Verticale uitwisseling van twee vioeistofpakketjes onder invioed van een interne
golfbeweging. Dichtheids- en snelheidsprofielen gelden voor de toestand voordat
uitwisseling optreedt.

We nemen eerst eens aan dat twee vloeistofpakketjes, die zich op verschillende niveaus
bevinden, onder invloed van een interne golfbeweging van niveau verwisselen, zie fig. 6.5. De
twee pakketjes hebben een even groot volume V (behoud van volume), dichtheden p, en p,,
horizontale beginsnelheden #, en u,, en horizontale eindsnelheden #, en 4, . De pakketjes

verplaatsen over een verticale afstand 8. Voor de uitwisseling is benodigd een hoeveelheid arbeid
W. De beschikbare kinetische energie uit de hoofdstroom is K. De gelaagde stroming zal nu
stabiel zijn als de benodigde arbeid groter is dan de beschikbare kinetische energie, dus als

W>K (6.28)

We berekenen vervolgens W en K. Voor W geldt

z, + 0

W= [ - p@V &+ | lp, - p@Y

0)
%

of
W = ApgVé (6.29)

waarin 4dp = p -p,. Voor de berekening van K mogen we de dichtheidsverschillen
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verwaarlozen, mits deze klein zijn (0, = p, = p, verg. paragraaf 3 van hoofdstuk 1), zodat
- %,,V(u; -2+ %pV(ubz - @2 (6.30)
Verder nemen we aan, dat tijdens de uitwisseling de horizontale impuls behouden blijft. Dit
geeft (weermet p, = p, = p)
pVu, + pVu, = pVa,  + pVi, (6.31)
Met (6.31) als nevenvoorwaarde is uit (6.30) een maximale waarde voor X af te leiden. Er blijkt,
dat

1
K < ZpVAuz (6.32)

waarin du = u,-u,. Als in (6.32) het gelijkteken geldt, dan is %, = @, = (u, + u,)/2.

Blijkens (6.28), (6.29) en (6.32) is de stroming zeker stabiel als

ApgVs > %pm;2

dus als

5> 1 4u?

4 eg

(6.33)

waarin € = Ap/p.

Om het effect van de menging die tijdens Kelvin-Helmholtz instabiliteit optreedt, te simuleren
beschouwen we nog een wat ander proces. In plaats van de pakketjes van niveau te laten
verwisselen, nemen we nu aan dat ze elkaar halverwege ontmoeten en vervolgens vermengen, zie
fig. 6.6. De te verrichten arbeid is nu kleiner:

zy + 012 zy + 02

W = f lp, - p@@)gVdz + [ [p, - p(@)]gVdz (6.34)

zy+ 0

Benaderen we p(z) met p(z) = p,- 4p(z - z,)/J, dan wordt (6.34)

W = i—Angé



6.13

We nemen aan dat na vermenging #, en #, gelijk zijn. Dan geldt (zie de opmerking na (6.32))

1
K = —pVAu?
4,0

V
T Pb@“’ up

C =,

& aw{  y=(ugrup)2

.. {
1 Fa @_' Ua
14

Fig. 6.6 - Eenvoudig model van het mengproces in een brekende interne golf. De toestand na

vermenging van de twee vioeistofpakketjes is met een streeplijn weergegeven.

Weer het criterium (6.28) hanterend, vinden we nu als stabiliteitsvoorwaarde

1 1
—ApgVé > —pVAu?
JArEVS > —p

of

Au?
€g

J>

(6.35)

Vergelijking met het empirische resultaat (6.26) laat zien, dat (6.33) een wat te lage, en (6.35)
een te hoge schatting van de stabiliteitsgrens geeft.

Als volgende stap beschouwen we de stabiliteit van een stroming met willekeurig (in verticale
richting) verlopende gelaagdheid. Onderzoek hiernaar met behulp van de basisvergelijkingen (par.
3 van hoofdstuk 1) is uitgevoerd door o0.a. Miles (4), Howard (5) en Hazel (6), zie ook de boeken
van Yih (Z) en Turner (3). De gelineariseerde theorie voor kleine verstoringen in stroming en
dichtheidsverdeling levert het volgende resultaat: als overal in de vloeistof geldt dat (o en u zijn
weer functies van z)

(6.36)
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dan is de stroming stabiel. Het linker lid van deze ongelijkheid is het z.g. (gradient-)getal van
Richardson, aangeduid met Ri. (6.36) geeft aan dat een grotere dichtheidsgradient |dp/dz| de
stroming stabieler maakt, terwijl een toename van de snelheidsgradient |[du/dz| destabiliserend
werkt. Ook R; hangt in het algemeen van z af In een ongelaagde stroming met een
snelheidsgradient ongelijk aan nul is R/ = 0; deze stroming is (bij voldoend groot Reynoldsgetal)
dus instabiel. De stroming wordt daardoor turbulent.

Het criterium 6.36 is slechts een voldoende voorwaarde voor stabiliteit. Nabij vaste wanden
kan een stroming al stabiel zijn bij Ri ~ 0,1.
Voor eindige, driedimensionale verstoringen ver van vaste wanden is, weer met behulp van de
basisvergelijkingen, als (strengere) voorwaarde voor stabiliteit gevonden

Ri>1 (6.37)

We kunnen de resultaten (6.36) en (6.37) aannemelijk maken met de hierboven gegeven
energiebeschouwing. Substitutie van de benaderingen

Auzgl- en Apz—gﬁé’
dz dz

in (6.33) voor verplaatsing van vloeistofpakketjes door een nietbrekende interne golf, of in (6.35)
voor een brekende interne golf (die dan ook een grote amplitude zal hebben) levert juist (6.36)
resp. (6.37) op. Een eenvoudige energiebeschouwing blijkt in dit geval dus dezelfde resultaten op
te leveren als een meer exacte analyse.
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Hoofdstuk 7 - TURBULENTIE EN MENGING

1 Fysische uitgangspunten

In de voorgaande hoofdstukken zijn onderwerpen behandeld die een vrij nauwkeurige theoretische
beschrijving toelieten. Dit is niet meer het geval bij het onderwerp van dit hoofdstuk. Bij de
beschrijving van turbulentie is men voor een belangrijk deel op experimenten aangewezen.
Theoretische beschouwingen hebben vaak het karakter van hypothesen (met een beperkt
geldigheidsgebied), die het soms echter wel mogelijk maken tendensen aan te geven.

In een turbulente stroming beinvloedt de turbulentie de snelheidsverdeling en schuifspanningen,
maar ook de verdeling van de dichtheid, saliniteit, temperatuur e.d. In een ongelaagde stroming
beinvloeden deze laatste grootheden de stroming en de turbulentie niet. In een gelaagde stroming
echter beinvloedt de dichtheidsverdeling in het algemeen niet alleen de stroming, maar ook de
intensiteit en structuur van de turbulentie. Er ontstaat dan behalve door dichtheidsverschillen ook
door turbulentie een wederzijdse beinvloeding van snelheids- en dichtheidsverdelingen.

Afhankelijk van de geometrie van de begrenzingen en de opgelegde stroming aan de randen van
het stromingsveld kunnen er zich verschillende processen voordoen. We zullen ons hier beperken
tot een enkel geval, n.l. de afschuifstroming over een flauw hellende of horizontale bodem waarbij
de diepte klein is t.0.v. een karakteristieke horizontale lengtemaat van de stroming. Dit geval dekt
een aantal stromings- en stofverspreidingsproblemen in estuaria, kanalen en bekkens. Voor de
eenvoud beschouwen we alleen tweedimensionale gevallen (één horizontale en de verticale
codrdinaat), zie fig. 7.1. De behandeling van b.v. stralen, pluimen en de stroming om lichamen valt
buiten het kader van deze handleiding, zie voor deze onderwerpen (5).

W ] d d
Zj T——.u ’ é

X

Fig. 7.1 - Quasi-horizontale afschuifstroming.

De hypothesen (modellen) die we zullen hanteren voor de turbulente uitwisseling van impuls
en massa zijn de eenvoudigste waarmee tot op zekere hoogte zinvolle resultaten verkregen kunnen
worden. Alvorens aandacht te schenken aan turbulentie in een gelaagd medium beschouwen we

- enkele eigenschappen van turbulentie waarbij gelaagdheid geen rol speelt. Voor een meer volledige
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behandeling van dit onderwerp wordt verwezen naar het college Turbulentie in de waterloop-
kunde (b82, 1), 2 en 6.

Na bespreking van een aantal aspecten van turbulentie bij gelaagdheid, worden in par. 2
wiskundige modellen voor de verschillende stromingsvormen opgesteld. In par. 3 wordt aandacht
besteed aan zoutindringing in estuaria.

1.1 Enkele opmerkingen over turbulentie waarbij gelaagdheid geen rol speelt

We beschouwen de stroming door een buis, waarbij we als randvoorwaarden aan de boven- en
benedenstroomse einden constante (maar verschillende) drukken kiezen. Als het getal van
Reynolds (= DU/ v, waarin D = buisdiameter, /= gemiddelde stroomsnelheid en v= kinematische
viscositeit) voldoende klein is, zal de stroming laminair zijn: alle waterdeeltjes bewegen evenwijdig
aan de buisas. De stroomsnelheden zijn onafthankelijk van de tijd. Vergroten we nu het drukverval,
dan zullen de stroomsnelheden en het getal van Reynolds toenemen. Bij grotere waarden van dit
getal wordt de stroming instabiel: de waterdeeltjes gaan grillig gevormde banen afleggen en de
stroomsnelheden fluctueren. De stroming is dan turbulent. De productie van turbulentie vindt
voornamelijk plaats bij de wand. De stroomsnelheid in een bepaald punt is nu een z.g.
stochastische grootheid: de grootte ervan op een bepaald tijdstip na aanvang van de stroming is
onvoorspelbaar. Injecteren we in een bepaald punt van de dwarsdoorsnede een kleurstof, dan zal
deze zich vanwege de grillige deeltjesbanen snel over de dwarsdoorsnede verspreiden. Ook de
kleurstofconcentratie is een fluctuerende (stochastische) grootheid. In de (civiele) praktijk zijn de
Reynoldsgetallen meestal zo groot, dat een ongelaagde stroming turbulent is.

Er kunnen (over een zekere tijd) gemiddelde grootheden bepaald worden (b.v. de gemiddelde
snelheid, turbulente spanningen en transporten, de gemiddelde concentratie), die wel onafhankelijk
van de tijd en voorspelbaar (niet veranderend bij herhaling van het experiment) zijn. Deze
gemiddelden verschaffen in het algemeen voldoende informatie over de stroming.
Turbulentiemodellen zjn dan ook meestal opgesteld met het doel verbanden tussen twee of meer
van deze gemiddelde grootheden aan te geven.

Zoals uit het hierboven gegeven voorbeeld kan blijken, is een belangrijk aspect van turbulentie
de sterke toename van het transport (ten opzichte van het moleculaire transport) van impuls en b.v.
opgeloste stof of warmte.

Vooral de turbulente transporten in een richting loodrecht op de gemiddelde stromingsrichting
zijn van belang, omdat in deze richting geen meevoering (advectie) door de gemiddelde stroming
zelf plaats vindt.! Om voor deze transporten benaderende uitdrukkingen op te stellen beschouwen
we een eenvoudig model voor eenparige stroming (fig. 7.2): door een vlakje samenvallend met de

'Deze transporten spelen een rol in de later op te stellen balansvergelijkingen (par.2.2).
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gemiddelde (horizontale) stromingsrichting bewegen als gevolg van de turbulentie pakketjes
vloeistof afwisselend omhoog en omlaag (er is geen netto volumetransport). De betrokken
snelheidscomponenten in z-richting zijn w en -w. De horizontale component van de impuls van het
omhoog bewegende pakketje bedraagt ongeveer: pu, per volume-eenheid. Hierin is. # de voor
turbulentie gemiddelde horizontale snelheidscomponent. Het transport van de x-component van
de impuls door het vlakje bedraagt dan owu,. Het omlaag bewegende pakketje levert een bijdrage
-pwu,. Het netto verticale transport van horizontale impuls s_, is dan

1
S % 7 P, ~ U (7.1)

Fig. 7.2 - Uitwisseling van impuls.

De grootheid s,, heeft het karakter van een (turbulente) schuifspanning: als b.v. u, groter is
dan u#,, dan wordt de vloeistof boven het beschouwde vlakje afgeremd door het omhoog
vewegende pakketje, en de vloeistof eronder versneld door het omlaag bewegende pakketje. We
nemen aan dat de z.g. mengweglengte /, (zie fig. 7.2) klein genoeg is om voor afschuifstroming
te mogen stellen

Een overstreepte grootheid geeft een gemiddelde weer, waarbij turbulente fluctuaties zijn
uitgefilterd. (7.1) wordt nu
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s, = = pwl —
Xz Sz

Hierin zijn w en /; grootheden die betrekking hebben op de eigenschappen van de turbulentie. Er
zijn twee gangbare methoden om tot turbulentiemodellen te komen. In één er van - de z.g.
mengweglengtehypothese van Prandtl - wordt gesteld

= [ %;;; (7.2)
en
s, = pl? %%— %3‘;-- (7.3)
De tweede methode is de z.g. Boussinesqhypothese. Daarbij stelt men wl, = K, zodat
See ® - sz%—f— (7.4)

Hierin is K, de z.g. turbulente viscositeit (de index s duidt op - turbulente - schuifspanning). Zowel
1,in (7.3) als X, in (7.4) worden door de aard van de stroming bepaald en zullen daardoor in het
algemeen van de plaats en eventueel van de tijd afhangen. De in par. 1 genoemde stroming (nog
zonder dichtheidsverschillen) kan vaak redelijk goed met (7.3) of (7.4) beschreven worden. Voor
andere stromingsvormen behoeft dit echter niet het geval te zijn. Voor toepassingen zie ook (3).

Het turbulente transport van een opgeloste stof of warmte kunnen we op dezelfde wijze
analyseren als het impulstransport. We veronderstellen in deze paragraaf dat de aanwezigheid van
de opgeloste stof of temperatuurverschillen de turbulentie niet beinvioedt. Als ¢ = ¢ (z,7) de voor
turbulentie gemiddelde concentratie (b.v. in kg per m® vloeistof) van een opgeloste stof voorstelt,
vinden we analoog aan (7.1) t/m (7.4), zie ook fig. 7.3,
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C.=-=-w, -¢)= -wl.-=
¥4 (b a) wCaz
en
du| dc
C =~ - ]2220 5 7.5
z € laz| a2z (7:3)
of
dc
C.=~-K.=—
z Caz (76)

Hierinis C, het turbulente transport van de opgeloste stof in z-richting en K, de turbulente
diffusiviteit. Experimenteel blijkt dat de transportcoéfficiénten voor opgeloste stof kunnen
afwijken van die voor impuls. Er geldt

De waarde 1 geldt bij benadering voor turbulentie nabij een bodem of wand, de waarde 2 voor
turbulentie waarvan de structuur niet door begrenzingen wordt beinvloed (vrije turbulentie).

Fig. 7.3 - Uitwisseling van opgeloste stof.

Bij het transport van warmte kunnen we een verband aannemen tussen de inwendige energie
E per massa-eenheid en de absolute temperatuur 7. Voor vloeistoffen geldt £ ~ ¢,T, waarin ¢, de
soortelijke warmte is. Voor de warmtestroom (transport van inwendige energie) (), in z-richting
vinden we dan
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du| T
~ -c IZ|<H 9% 7.7
Q. ?C|3z| 3z @.7)
resp.
. oT
Q,= - CPKQ—é'; (7.8)

waarin [, = [, en K, = K, als moleculaire effecten geen rol spelen.
Door de aanwezige concentratie -en temperatuursverschillen zal er in het algemeen ook een
turbulent transport van massa plaats vinden. Omdat p = p(c, 7), zie (1.3), geldt

op _ ap(eD) 3¢, 3p(e.D) BT

3z dc oz a7 oz (7.9)

Nemen we aan dat de turbulente diffusiviteiten voor opgeloste stof, warmte en massa dezelfde zijn,
dan vinden we voor het verticale massatransport m,

~ ap(c’T)C + i ap(C:I)Q
z dc ¢ oT z

P

(7.10)

Deze relatie geldt strikt genomen slechts als de relatie tussen p en de toestandsgrootheden ¢ en

T lineair is. Zie ook par. 1.3.

Opmerkingen:

- Deverdelingen van/ en K over de verticaal worden uit experimenten afgeleid. Daartoe meet
men turbulente transporten, snelheids- en concentratie (temperatuur-) profielen en bepaalt /_
en K uit (7.3) t/m (7.8).

- De hier opgestelde gradiént-transporthypothesen zijn in verschillende gevallen aanvechtbaar.
Als er b.v. plotselinge veranderingen in de stroming optreden door een lichaam in de stroom,
een oneffenheid in de bodem of iets dergelijks, dan is toepassing van (7.3) t/m (7.8) vaak niet
gemotiveerd. Turbulentiemodellen met een groter geldigheidsbereik, zoals het z.g. k~-€ model,
worden behandeld in o.a. (6), (7), (15) en (16).

- Vergelijkingen 7.5 en 7.7 voorspellen dat het transport van opgeloste stof resp. warmte gelijk
aan nul zou worden als 0u/8z = 0. In werkelijkheid is dit in het algemeen niet zo (in de as van
een buis is 0u/dz = 0, de transporten van opgeloste stof en warmte zijn dit niet als ter plaatse
dcldz + 0 resp. 8118z # 0).

- Invoorkomende gevallen behoeven (7.5 en (7.7) een correctie.
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1.2 De invloed van gelaagdheid

In par. 1.1 werd er van uitgegaan dat de dichtheid voor wat de turbulentie betreft constant
genomen mocht worden. Nu veronderstellen we dat de dichtheid een (nog onbekende) functie van
plaats en tijd is, zodanig dat de dichtheidsverschillen de turbulentie wel beinvloeden.

Bij voldoend kleine dichtheidsverschillen zal de in par. 1.1. beschouwde afschuifstroming nog
turbulent kunnen zijn. Zoals echter aangetoond is in par. 4 van hoofdstuk 6 werkt een
dichtheidsgradiént dp/dz stabiliserend als deze negatief is, dus als de dichtheid afneemt met de
hoogte. Een maat voor de stabiliteit van de stroming bleek het gradiéntgetal van Richardson Ri
te zijn. In de definitie van Ri gebruiken we nu gemiddelde grootheden,

dp
%%
Ri = (7.1D
— Quy,
P (-a;)

Omdat pen uvan plaats (x,z) en eventueel tijd afhangen, zal dit ook het geval zijn met Ri. In par.
4 van hoofdstuk 6 werd gevonden dat de stroming instabiel, dus turbulent, kan worden als Ri <
1/4. Reeds bestaande turbulentie kan zich in bepaalde gevallen nog bij grotere waarden van Ri
handhaven, zie ook (6.37). Wand- of bodemturbulentie kan voorkomen bij R7 kleiner dan ongeveer
0,2 (4, 11). Voor vrije turbulentie kan de grenswaarde van Ri aanzienlijk hoger liggen. We komen
hierop later terug.

Het in par. 1.1 gebruikte model voor de turbulente transporten is tot op zekere hoogte ook
bruikbaar in de gelaagde situatie. Voor het uitvoeren van de verticale bewegingen van de
vloeistofpakketjes moet nu echter arbeid worden verricht. Als gevolg hiervan zullen de verticale
snelheidscomponent van de pakketjes en de mengweglengte gaan afhangen van de mate van
gelaagdheid, hier gekarakteriseerd door het getal van Richardson. De eenvoudigste hypothese
voor het in rekening brengen van gelaagdheid in afschuifstroming is de mengweglengte, en de
turbulente viscositeit en diffusiviteit afhankelijk te stellen van het getal van Richardson. (7.3) en
(7.6) worden dan (iets soortgelijks geldt voor (7.4), en (7.6) en (7.7))

s, = - plfl%ﬂ‘-F(Rz) (1.12)
dz| d.

C, = ﬁ’_‘._aﬁG(R) (7.13)
€ 10z|0z
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waarin F(Ri) en G(Rf) z.g. dempingsfuncties zijn die van R/ afthangen, met als eigenschappen:

F=G=1voorRi=0
FenG - 0voor Ri - o
dF/dRi en dG/dRi < 0

(7.12) en (7.13) resulteren in verticale turbulente transporten van impuls en stof die van Ri, dus
van de snelheids- en dichtheidsverdeling athangen. Deze transporten beinvloeden omgekeerd
snelheid en dichtheid, zodat een onderlinge beinvloeding van deze grootheden ontstaat.

Fig. 7.4 toont kwalitatief het verloop van F en G als functies van Ri zoals afgeleid uit metingen
(4, 18, 24), waarbij onderscheid gemaakt is tussen bodemturbulentie en vrije turbulentie. De
dempingsfuncties voor bodemturbulentie zijn van belang als de gelaagdheid zich tot aan de bodem
uitstrekt, b.v. bij mobiele sliblagen of bij de stroming van warm water over een koude bodem. In
wateren waarin deze sliblagen niet voorkomen is R/ aan de bodem meestal klein, en treedt demping
van bodemturbulentie niet op. De laag met de hogere waarden van Ri (het grensvlak) bevindt zich
doorgaans hoger in de verticaal. De turbulentie is hier meer op te vatten als vrije turbulentie.

ro -

0 1 Ri

Fig. 7.4 - Kwalitatief verloop van de dempingsfuncties F en G. De streeplijn heeft betrekking op
wandturbulentie, een getrokken lijn op vrije turbulentie.

Voor het feit dat in vrije turbulentie nog verticaal transport optreedt bij waarden van Ri
waarvoor de stroming stabiel zou moeten zijn (hoofdstuk 6), zijn twee oorzaken aan te geven:
- Het Richardsongetal volgens (7.11) is gebaseerd op gemiddelde grootheden. Het Richard-

songetal gebaseerd op gradiénten van momentane dichtheid en snelheid, zal een fluctuerend
gedrag vertonen en kan tijdelijk kleiner worden dan de waarde waarbij de stroming stabiel is.
Dan kan turbulentie ontstaan, die weer uitdempt als het momentane Richardsongetal groter
wordt dan de grenswaarde (intermitterend gedrag).
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- Het hier gepresenteerde eenvoudige model gaat uit van z.g. lokaal evenwicht van de turbulentie
(lokaal geproduceerde kinetische energie van de turbulentie wordt op dezelfde plaats
gedissipeerd). Door turbulente diffusie van turbulente kinetische energie en door de
aanwezigheid van kleinschalige (chaotische) interne golven kan echter turbulentie ontstaan, ook
al is Ri ter plaatse groot.

Bijj vrije turbulentie blijkt voor grote waarden van Ri de turbulente viscositeit groter te zijn
dan de turbulente diffusiviteit. De oorzaak hiervan is dat de genoemde kleinschalige niet-brekende
interne golven wel horizontale impuls in verticale richting kunnen overdragen, maar geen
opgeloste stof.

Een moeilijkheid bij het hier beschouwde turbulentiemodel (de vergelijkingen 7.12 en 7.13)
is het bepalen van de mengweglengten /, en /.. Men kiest hiervoor in het algemeen de waarden die
gelden voor ongelaagde stroming. Dit is echter niet juist in (eventueel plaatselijk) sterk gelaagde
stroming. Meer geavanceerde turbulentiemodellen, zoals het al genoemde % - € model, hebben dit
bezwaar in veel mindere mate.

Een andere grootheid die de mate van gelaagdheid karakteriseert, is het z.g. fluxgetal van
Richardson, R, Het is gedefinieerd als de verhouding van de arbeid die nodig is voor het verticale
massatransport 72, en de arbeid verricht door de turbulente schuifspanning s, (deze arbeid levert
de kinetische energie van de turbulentie, zie b.v. 2, 6, 7),

gm,
Ry = —=-—
T eu
¥ oz

Omdat turbulentie gepaard gaat met dissipatie van mechanische energie, moet in afschuifstroming
die in lokaal evenwicht is gelden R, < 1. Experimenteel blijkt R, dan niet groter dan 0,15 4 0,2
te worden (b.v. 4, 26). Met de eerder gegeven uitdrukkingen voor m, en s_ vinden we voor het
fluxgetal
1 ;

C Ri G(R7)

f 2 FRi)

Ry is bij lokaal evenwicht dus een functie van Ri.
Voor de functies F en G wordt in het geval van bodemturbulentie wel de empirische relatie

van Monin-Obukov gekozen,
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(1 - 52Riy* (0 < Ri<1/52)
F(Ri) = G(Ri) = | (7.14)
0 (Ri »5.2)

In wandturbulentie geldt /.. ~ [, zodat het fluxgetal van Richardson dan ten hoogste 1/5,2 = 0,19
wordt. (7.14) is afgeleid uit waarnemingen in de atmosfeer.
In het geval van vrije turbulentie gaat men wel uit van uitdrukkingen van de vorm

FRi) = (1 + yeRi) ™"

GRi) = (1 + yoRi) "

waarin ¥, ¥, Mp €n g positieve empirische coéfficiénten zijn. Uit de eis R, <1 volgt voor
Ri-

n; 2 ng + 1

Uit een stabiliteitsanalyse, die buiten het kader van deze handleiding valt, volgt

3 1
nGS EnF"'

De empirische waarden van 7, liggen meestal tussen 0,5 en 1; die van 7, tussen 1,5 en 2,5. De
waarden gevonden voor ¥ en ¥, vertonen een grote spreiding. Het gemeten verloop van R, met
Ri geeft hier enige houvast. R, is gelijk aan nul voor Ri = 0, neemt dan toe tot een maximale
waarde (~ 0,15 4 0,2) voor Ri tussen ca. 0,2 en 1, en neemt vervolgens af. Een dergelijk verloop
wordt bijvoorbeeld gevonden voor (12 = 1,5 1?)

ng =1 ng =25 Ye= Vg =4

De bijbehorende dempingsfuncties F en G lijken redelijk te voldoen (4, 18).

Tot nu toe hebben we aandacht besteed aan al bestaande turbulentie in een gelaagde stroming. Van
belang is echter ook na te gaan hoe de turbulentie die in een bepaald deel van de verticaal wordt
geproduceerd, zich uitbreidt over delen van de verticaal waarin nog geen turbulentie aanwezig is.
Gelaagdheid kan dit proces sterk vertragen. Voor wat de hier beschouwde klasse van problemen
betreft kan turbulentie geproduceerd worden door:
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- snelheidsverschillen tussen de vloeistof en de begrenzingen van het stromingsveld, hier dus vrij
oppervlak (wind) en bodem (wandturbulentie), en door

- snelheidsverschillen in het inwendige van de vloeistof (vrije turbulentie).

We behandelen van beide gevallen een voorbeeld, zie verder (10, 30, 33).

Turbulentie opgewekt aan bodem en/of vrij oppervlak
Als voorbeeld van de eerste mogelijkheid behandelen we het geval van een gelaagd systeem dat
oorspronkelijk in rust is en aangedreven wordt door een windschuifspanning aan het vrije
oppervlak. We nemen aan dat de horizontale afmetingen van het systeem zo groot zijn dat
(tijdelijk) de invloed van de oevers niet merkbaar is. Door de windschuifspanning ontstaat een
stromende en turbulente bovenlaag, zie fig. 7.5. De onderlaag blijft in rust.

Als gevolg van de turbulentie in de bovenlaag komen er regelmatig vloeistofpakketjes
(wervels) uit deze laag bij het grensvlak aan. Doordat deze pakketjes een zekere hoeveelheid
kinetische energie bezitten, kunnen ze bij zwakke gelaagdheid de onderlaag over een bepaalde
(meestal relatief kleine) afstand binnendringen en stijgen vervolgens weer op naar de bovenlaag.
Tijdens dit proces wordt wat vloeistof uit de onderlaag meegesleurd. Bij sterke gelaagdheid en
relatief zwakke turbulentie wordt dit proces onderdrukt en wordt de menging voornamelijk
veroorzaakt door het breken van korte interne golven in het grensvlak. De vloeistof uit de
onderlaag wordt vervolgens geheel of gedeeltelijk door de turbulente bewegingen over de
bovenlaag gemengd. Op deze wijze neemt de hoeveelheid vloeistof die in turbulente beweging is
geleidelijk toe. Het niveau van het grensvlak moet dus geleidelijk dalen. Anders gezegd: de
vloeistof uit de onderlaag beweegt zich met een snelheid w, = da,/df in opwaartse richting door
het grensvlak (op z = a,). Dit verschijnsel wordt als "aanzuiging" aangeduid (Engels: entrainment).
Een zelfde verschijnsel als hierboven beschreven treedt op als de dichtheid van de onderlaag
toeneemt met de diepte.

So

P

— [

a

———
ks)
)

7 /. 7 -
——-p —_—

=)

Fig. 7.5 - Menging in een gelaagd systeem door wind.
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Binnen de turbulente laag zijn de formules 7.11 t/m 7.13 bruikbaar®. Voor het opstellen
van een uitdrukking voor de mengsnelheid w, kunnen we ook gebruik maken van dimensie-analyse
(9). Bepalende grootheden woor w, zijn

u, = \/.% de schuifspanningssnelheid t.g.v. de wind,

a, de dikte van de bovenlaag,

-p)g het (tijdsafhankelijke) verschil in soortelijk gewicht van de lagen,
en

e de dichtheid van de onderlaag.

Uit dimensieoverwegingen volgt dan (e=(p,-p,)/ p;)

w, ( u? ]
2 =f (7.15)
u*

€ga,

waarin f een experimenteel of theoretisch te bepalen functie voorstelt. Zowel experimenteel (27)
als theoretisch (28) kan (7.15) benaderd worden met

2
w, u,
u*

= a’l
€ga,

(7.16)

a, W, .
- > ca. 10; P = 0,3 in het ongelaagde geval)
u

*

(mits

*

waarin &, = 0,6 voor een tweelagensysteem (fig. 7.5) en ongeveer half zo groot voor een
oorspronkelijk lineair gelaagd systeem. Als (7.16) geldt, is de stroming sterk gelaagd’.

In het geval dat de invloed van de oevers wel merkbaar is en de situatie van voorbeeld
3 in hoofdstuk 2 is ontstaan, geldt een andere relatie, b.v.

w, u?
_— =

u, ? ega,

?De mengweglengten zijn evenredig met de dikte van de turbulente laag.
*Dit is als volgt in te zien: benader in (6.33) of (6.35) dmet a, en Au met u,. Elimineren van u, met behulp van de

impulsvergelijking %(u}al) = uyw, = u? geeft een uitdrukking als (7.16).
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met & = 0,1 20,2 (29, 30). In dit geval treedt alleen bij het grensvlak sterke gelaagdheid op.

Als in het hierboven beschouwde geval de schuifspanning aan de bodem wordt
uitgeoefend, wat het geval is als de onderlaag stroomt en de bovenlaag in rust is, zal de onderlaag
turbulent worden en zich in opwaartse richting uitbreiden. Het grensvlak beweegt zich dan
omhoog.

We kunnen ons afvragen wat er gebeurt als we zowel aan oppervlak als bodem een
schuifspanning uitoefenen (in onderling tegengestelde richtingen). De turbulentie in de bovenlaag
zal ervoor zorgen dat vloeistof vanuit de onderlaag door het grensvlak omhoog getransporteerd
wordt, terwijl de turbulentie in de onderlaag transport in tegenovergestelde richting zal
veroorzaken. Omdat het meesleuren van vloeistof door het grensvlak een betrekkelijk zeldzame
gebeurtenis is, mogen deze twee processen vaak als onafhankelijk van elkaar beschouwd
worden(10, p. 292). Vergelijking 7.16 of 7.15 geldt dan weer voor w,; voor de transportsnelheid
w, van bovenlaag naar onderlaag geldt een dergelijke uitdrukking. In de loop van de tijd zal de
dichtheid van de bovenlaag toenemen, en die van de onderlaag afhemen, zie fig. 7.6. Het grensvlak
kan zich zowel omhoog als omlaag bewegen, of op zijn plaats blijven. Experimenten over dit type
stroming worden beschreven in (8).

In de hier beschouwde gevallen zijn de stroming en de dichtheidsverdeling tijdsafhan-
kelijk. Aanzuiging kan ook optreden in stationaire stromingen. Veranderingen in dichtheid treden
dan op in stromingsrichting. Zie hiervoor de voorbeelden bjj fig. 7.7 en 7.11.

Opmerking:
Ondanks het feit dat er transport door plaats vindt, is het nog wel zinvol om van een grensvlak te
spreken. Het is ook nu het vlak waar de (absolute waarde van de) dichtheidsgradiént het grootst

18.

Z TII7ITT ‘ 5

Fig. 7.6 - Menging in een tweelagensysteem met turbulente onder- en bovenlaag. Deze situatie
doet zich 's zomers voor in de Centrale Noordzee. De (thermische) gelaagdheid
ontstaat door zoninstraling. Getijstroming en wind veroorzaken schuifspanningen aan
bodem resp. vrij opperviak.
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Turbulentie opgewekt aan het grensvlak

Aan dit onderwerp is uitvoerig aandacht besteed in par. 3 en 4 van hoofdstuk 6. We beschouwen
hier menging in stationaire stroming. Om de gedachten te bepalen nemen we het geval van de
uitstroming van zoet water over zout water, zie fig. 7.7. Het zoete water en de zoute laag zijn
beide niet-turbulent.

] =
~ =2 5’_'1:2-_ S T==C —Z/‘—_}: 6
7 Wy )
/ ——
@ zout
Ll ALY,
" instabiele " stabiele overgangslaag
ay —-»-——u—-ua < -1 c b =
7 Tw; ~ S - “
® 7 /4 STES——
interne sprong
/ g
1:_ 727 1/ /f// 7
" instabiele ' stabiele overgangslaag
Fig. 7.7-  Turbulentie ontstaan door het uitstromen van een lichtere laag over een zwaardere,

a. subkritische uitstroming, b. sterk superkritische uitstroming.

We beschouwen eerst het geval dat de uitstroomsnelheid zo laag is, dat het zich vormende
turbulente gebied (de overgangslaag) niet in aanraking komt met het vrije oppervlak (fig. 7.7a).
Dit is het geval als 26 < a, Gebruiken we de metingen van Thorpe (zie par. 3 van hoofdstuk 6)
voor de schatting van &, dan vinden we als voorwaarde voor dit geval #,%/ ega, < ca. 7. De
stroming zou dus nog superkritisch kunnen zijn. We beschouwen echter eerst het geval van
subkritische uitstroming (u,%/€ga, < 1). Het grensvlak zal aanvankelijk (nabij het vitstroompunt)
instabiel zijn. Door breken van interne golven en daardoor ontstane turbulentie zal zich geleidelijk
(in stromingsrichting) een stabiele overgangslaag vormen. Bij afwezigheid van andere verstorende
invloeden zullen turbulentie en menging daarna geleidelijk verdwijnen. De stromende bovenlaag
ondervindt echter weerstand van de oevers en kan daardoor toch wat turbulent blijven. In dat
geval zal er stroomafwaarts nog enige menging optreden. Experimenteel vindt men wel een relatie
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van de volgende vorm:

w. A
2 =~ f= (7.17)

| du| ega,

waarin Au het snelheidsverschil tussen de lagen is en w, de aanzuigsnelheid. De waarden van de
coéfficient /3, variéren sterk, b.v. van 5.10 tot 3.10° (4, e.a.).

Vervolgens beschouwen we het geval van sterk superkritische uitstroming (fig. 7.7b), zie
ook voorbeeld 3 van hoofdstuk 4. De overgangslaag wordt nu zo dik dat de gehele bovenlaag er
onderdeel van gaat uitmaken. De stroming heeft dan het karakter van een straal (5, 6, 10, 12, 13).
Het experimentele verband tussen aanzuigsnelheid en intern Froudegetal is nu ongeveer als
aangegeven in fig. 7.8. De overgang naar een op den duur stabiele situatie met subkritische
stroming vindt, als het kanaal lang genoeg is, plaats via een interne sprong. Stroomafwaarts wordt
de situatie dan als die van de stabiele stroming in fig. 7.7a.

0,1

0 0,5 1 £ga,
Ay?

Fig. 7.8 - Aanzuigsnelheid in superkritische opperviaktestroming.

Opmerkingen:

- Hierboven zijn gevallen beschouwd waarbij de turbulentie of bij de begrenzingen of bij de
overgangslaag wordt opgewekt. Beide mechanismen kunnen echter ook gelijktijdig werkzaam
zijn. Als b.v. de lozing van fig. 7.7 aan de bodem plaats vindt, wordt turbulentie zowel door
bodemweerstand als door snelheidsverschillen aan het grensvlak opgewekt. Een dergelijke
situatie is beschreven in (14, 28, 31).

- De hier gegeven behandeling van turbulentie in een gelaagde vloeistof steunt in hoge mate op
empirische resultaten, en de verschillende hypothesen hebben een beperkte geldigheid. In meer
geavanceerde turbulentiemodellen wordt vitgegaan van de basisvergelijkingen, waarbij toetsing

en ijking plaats vindt met behulp van experimentele resultaten. Op deze wijze is een meer
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1.3 Het behoud van volume bij menging
Als twee verschillende vloeistoffen gemengd worden, zal in het algemeen het volume ¥, na menging niet gelijk zijn aan
de som van de twee volumes (¥, en ¥;) voor menging. Alleen onder bepaalde omstandigheden blijft het volume bij
benadering behouden. We zullen de voorwaarde hiervoor nagaan, omdat bij het opstellen van vergelijkingen (par. 2)
vereenvoudigingen mogelijk zijn als van het behoud van volume uitgegaan mag worden.

We beschouwen het geval dat we een hoeveelheid zout water (volume V), saliniteit S;, dichtheid p,) mengen met een

hoeveelheid water met een ander zoutgehalte (volume V,, saliniteit S,, dichtheid p,). Voor andere toestandsgrootheden,
zoals de temperatuur, verloopt de afleiding analoog. Het behoud van massa, toegepast op de vloeistof en het zout, levert

PV + PV, = PV (7.18)
PIS\Vy + PSS,V = Py (7.19)

waarin de index 3 duidt op de toestand na menging. Verder hebben we de toestandsvergelijking
p = pE©) (7.20)

We beschikken dus over drie vergelijkingen waaruit we ¥, S; p, en kunnen oplossen. Ondanks de elementaire vorm van
deze vergelijkingen is het oplossen ervan niet eenvoudig.
Om na te gaan in welke gevallen het behoud van volume geldt, dus dat

v, vV, =V, (7.21)

beschouwen we daarom een wat ander probleem: we onderzoeken, uitgaande van (7.18) en (7.19), voor welke
toestandsvergelijking het behoud van volume (7.21) exact geldt. Deel daartoe beide leden van (7.18), (7.19) en (7.21)
door V;, en elimineer V,/V, en V,/V;. Dan ontstaat de relatie

(PI - P;)p3S3 + (P2 - P3)P1S1 + (P3 - Pl)stz =0 (7.22)

De toestandsvergelijking 7.20 kunnen we ook schrijven in de vorm
PS = f(p) (7.23)

Ontwikkeling van (7.23) in een Taylorreeks ten opzichte van p= g, geeft een uitdrukking van de vorm

PS = pSy + by (P - py) + by(p - p) ...



7.17

waarin by, b,,..... constanten zijn. Substitutie in (7.22) geeft dan als resultaat dat de coéfficiénten b, gelijk aan nul moeten
zijn voor k=2, 3, ... Het behoud van volume geldt dus exact als het verband tussen pen pS lineair is, dus als

b -
p=p bi(pS -pSy of L=l 2 (7.24)
1

P b -8

Nu zal in het algemeen niet aan (7.24) voldaan worden - zie b.v. de toestandsvergelijking 1.5 - zodat ook het behoud
van volume dan niet exact zal gelden.

In het geval van kleine relatieve dichtheidsverschillen echter kan een willekeurige toestandsvergelijking lokaal
gelineariseerd worden. Verglijkingen 7.20 en 7.24 geven dan respectievelijk

. dp(Sy)
Po as

(S - Sy + hogere orde termen

p=py+ ?’—(S—So) + hogere orde termen
1

Bij verwaarlozing van de hogere orde termen zijn deze twee uitdrukkingen wel van de zelfde vorm.

Samenvattend: saliniteit (of temperatuur) en dichtheid na menging mogen bepaald worden uit het behoud van volume
en het behoud van massa van de vloeistof, als de relatieve dichtheidsverschillen voldoende klein zijn om het verband
tussen dichtheid en saliniteit (temperatuur) lineair te mogen veronderstellen. Aan deze eis wordt voor wat betreft de
watertemperatuur zeker niet voldaan bij temperaturen nabij 4 “C (het anomale temperatuurgedrag van zoet water, zie
(1.5) en (1.6)). Bij hogere temperaturen wordt er bij benadering aan voldaan als de temperatuurverschillen klein zijn.
Het verband tussen dichtheid en saliniteit is over een relatief groot interval nagenoeg lineair, zodat in dit geval aan deze
eis wel voldaan zal zijn.

2 Wiskundige modellen

De bespreking van turbulentie en menging in par. 1.2 brengt ons op twee modellen voor gelaagde

stroming waarbij rekening gehouden wordt met menging:

- een (twee-)lagenmodel met uitwisseling van massa en impuls (fig. 7.5, 7.6 en de gedeelten met
subkritische stroming in fig. 7.7); de overgangslaag wordt geschematiseerd tot een grensvlak,
en

- een model met continu verlopende dichtheids- en snelheidsprofielen (fig. 7.1 en het gedeelte
met superkritische stroming in fig. 7.7b).

We zullen in par. 2.1 en 2.2 de behoudswetten voor deze modellen opstellen, en enkele

eigenschappen ervan nagaan. Daarna (par. 2.3) komt een derde model - het z.g. dispersiemodel -

ter sprake, dat zinvol is als de menging in verticale richting zo sterk is dat de dichtheidsverschillen
tussen bodem en oppervlak klein zijn ten opzichte van de dichtheidsverschillen in horizontale
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richting, b.v. het dichtheidsverschil tussen een zee en een rivier. In par. 2.4 maken we enkele
opmerkingen over gekoppelde modellen, zoals hierboven beschreven voor het geval van fig. 7.7b.

De overstreping van variabelen die voor turbulentie gemiddeld zijn, wordt hierna weggelaten
(vergelijking 7.41 is een uitzondering).

2.1 Tweelagensysteem met menging tussen de lagen

Dit model kan van toepassing zijn als er een relatief dunne overgangslaag aanwezig is die tot een discreet grensviak
geschematiseerd mag worden. Transporten van vloeistof door het grensvlak vinden plaats van een niet-turbulente naar
een turbulente laag, of van de ene turbulente laag naar de andere. Transport van een turbulente naar een niet-turbulente
laag treedt, zoals bleek in par. 1.2, niet op. We nemen aan dat de door het grensvlak getransporteerde vloeistof
momentaan mengt over de gehele hoogte van de binnengetreden laag. Als gevolg hiervan zal de dichtheid in een laag
niet van de verticale coordinaat z athangen. De dichtheid zal door de menging wel van de horizontale coordinaat en de
tijd athangen , dus g,= po,(x,7). Evenals in hoofdstuk 2 veronderstellen we dat we de stroomsnelheden mogen benaderen
met de over de hoogte van de laag gemiddelde snelheden, dus u,, = u,(x,2).

Bij het opstellen van de behoudsvergelijkingen voor massa, impuls, en eventueel warmte en volume moeten we
rekening houden met de transporten van de betrokken grootheden door het grensvlak. Door turbulentie in de bovenlaag
wordt vanuit laag 2 naar laag 1 getransporteerd een volume w, (per eenheid van oppervlakte van het grensvlak en per
tijdseenheid), door turbulentie in de onderlaag een volume w, in tegengestelde richting, zie fig. 7.9. De grootheden w,
en w, hebben de dimensie van een snelheid en kunnen in bepaalde gevallen benaderd worden met uitdrukkingen als
(7.15),(7.16) of (7.17). Omdat de van laag 2 naar laag 1 getransporteerde vloeistof de dichtheid, saliniteit, temperatuur
e.d. van de onderlaag bezit, bedraagt het massatransport van laag 2 naar laag 1: p,w, per eenheid van oppervlak, het
massatransport van zout alleen : S,ow,, van warmte c,7,0,w,, enz. De overeenkomstige transporten van laag 1 naar laag
2zim: pyw,, S,pw, en c,T)pw,. Denetto transporten in opwaartse richting zijn: gw, - pw,, S,0w, - S,pw, en
c,lopw, - c,Tpywy.

e —— ] l
= —= (%t a, (x,t
pl(x’t) W, (x,t) 1( ) ! 1( )
' a(x,t)
—— Uy (X,1) ay(x:t)
/L, 7z
B

Fig. 7.9 - Tweelagensysteem met menging tussen de lagen.

We kunnen de netto transporten nog wat anders schrijven. Zo vinden we voor b.v. het netto massatransport

PyWy = Wy = p(wy — W) + €pw (7.25)

met p=(p,+ )2, w=(w,+w,)/2 en €= €x,1)=(p,- p)/p. De cerste term in het rechterlid vertegenwoordigt het
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massatransport dat gekoppeld is aan het netto volumetransoprt w, - w,. De tweede term is een uitwisselingsterm, die het
deel van het massatransport weergeeft dat niet gekoppeld is aan een netto volumetransport.

We gaan nu over tot het opstellen van de behoudswetten voor de lagen 1 en 2. De afleidingen verlopen analoog
aan die in hoofdstuk 2. De transporten door het grensvlak leiden tot extra termen. Het behoud van massa van de vloeistof
inclusief eventuele opgeloste stof levert.

J a

Frie St b L PiWy - P, =0 (7.26)
9 3 e o =0

g;pzaz + apzazuz PVt PpWy = (7.27)

Als de dichtheidsverschillen worden vercorzaakt door verschillen in saliniteit, levert het behoud van massa toegepast
op het zout de z.g. saliniteitsvergelijkingen,

d a
531!"1“1 * 'a—xSlP1“1"1 + 8wy - Syp,w, = 0 (7.28)
d 0
Eszpzaz * "ézszpzazuz = 81pywy + Sypw, = 0 (7.29)

Als temperatuurverschillen een rol spelen, kunnen warmtebalansvergelijkingen opgesteld worden. Deze zijn van dezelfde
gedaante als (7.28) en (7.29), waarbij echter S,p, vervangen moet worden door c,7,,0,

Zoals blijkt uit par. 1.3, kunnen onder bepaalde voorwaarden de saliniteits- en warmtebalansvergelijkingen
vervangen worden door volumebalansvergelijkingen (continuiteitsvergelijkingen). Deze luiden

6a,+_§_a" +w, -w, =0 (7.30)
at ax 171 1 2

da 3

_Ef + aazu2 w, +w, =0 (7.31)

Uit de massabalansvergelijkingen voor de vloeistof (7.26) en (7.27), en de saliniteitsvergelijkingen (7.28) en
(7.29) valt af te leiden (vermenigvuldig (7.26) met S, en trek het resultaat af van (7.28), enz):

8s, s, m, W,
—_ —_ = iS5, - S)=
= Pl( h ) z (7.32)
as, as, P, W,
3 —2 =20, -8)—=
FYRRE pz( 2”59 S (7.33)

In de linkerleden van deze vergelijkingen staan "meebewegende afgeleiden”. Vergelijking 7.32 brengt tot uitdrukking
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dat, als we met de vloeistof in de bovenlaag meebewegen, veranderingen in S, alleen ontstaan door het transport vanuit
de onderlaag. Dit is ook begrijpelijk, want het verlies van vioeistof uit de bovenlaag (het transport S, p, w,) beinvioedt
S, dan niet. Vergelijking 7.32 geeft iets dergelijks aan voor de onderlaag. Als we van het behoud van volume mogen
uitgaan, vinden we voor g, en p, vergelijkingen van dezelfde vorm:

ap, ap, w,

= + uI-é—;cm = (p, pl)-;-]- (7.34)
ap, ap, W,
5 Ty T o, - Pl)a— (7.35)

2

Het behoud van horizontale impuls levert voor laag 1 en laag 2

0 5} 0
—pay + —pagu’ plgai'é;(hb tayta)+

at ox
(7.36)
+lgazapl+s -5, +tpuw, - puw, =0
289 5y o =5 1% %, rhbLe
en
el d 1 d
Epzazuz + ‘a—x'l"za:z“z2 * P1gaz"a—; * p.ga, a(hb tay) +
(7.37)
+gaa§f—1-+lgazap2+s -5, - pjuw, + pu,w, =0
192 5= 589 175 1H W) T PrUgw,

Vergelijkingen (2.2), die de quasi-hydrostatische drukverdeling weergeven, gelden ook in het geval dat menging
optreedt, p, is echter geen constante meer. Hierdoor ontstaan termen met afgeleiden van p, naar x. Het transport van
laag 2 naar laag 1 van de horizontale impulscomponent samenhangend met menging bedraagt pu,w,, dat in
tegengestelde richting p,u, w,. Deze bijdragen hebben het effect van een schuifspanning.

Bewegingsvergelijkingen kunnen worden opgesteld door (7.26) met «, en (7.27) met u,te vermenigvuldigen, en
de resultaten van (7.36) resp. (7.37) af te trekken.
Voor de zes onbekenden g, ay, #,, 2, a, en u, hebben we nu een stelsel van zes vergelijkingen, n.1.

2 massavergelijkingen,

2 saliniteitsvergelijkingen (als p = p(S)), of anders b.v.,

2 warmtebalansvergelijkingen als p= p(7), en

2 impulsvergelijkingen, of daarvan afgeleide bewegingsvergelijkingen.

Op dit stelsel kunnen we weer de methode der karakteristieken toepassen, zoals beschreven in par. 2. van
hoofdstuk 3. Er zijn nu zes voortplantingssnelheden, gegeven door

[{(c - "1)2 - ga}( - u2)2 -gat - (1 - e)gzalaz](c -—u)-uy) =0

Het gelijk aan nul stellen van de vorm tussen vierkante haken levert weer (3.2). We vinden dus dezelfde uitdrukkingen
voor interne en externe golfsnelheden als in het geval zonder menging. Dit betekent dat de beschouwingen in de
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hoofdstukken 2 t/m 5 zinvol zijn, al is daar het aspect van de menging buiten beschouwing gelaten. We vinden nu echter
twee extra wortels,nl. ¢ = u, en , dus verstoringen die met de vloeistof in laag 1 en die in laag 2 meebewegen.
De compatibiliteitsrelaties die langs deze richtingen gelden, zijn

R = 2(S. -S§)—=
( dr]c,u, AR 3
dSz] Py W,
— =-—,-8)— 7.39
[dr ¢mty P, 2 ! a, (7.39)

dus de vergelijkingen 7.32 en 7.33, zie ook het commentaar bij deze vergelijkingen.

Het integreren langs karakteristieken (of numerieke integratie) vereist rand- en beginvoorwaarden. Behalve de
in de hoofdstukken 3 en 4 genoemde, moeten nu ook rand- en beginvoorwaarden voor S| en S, gegeven worden om
integratie, 0.a. van (7.38) en (7.39), mogelijk te maken. Stel we willen in een punt gelegen in het gebied tussen de randen
x =Xx,enx =x, de saliniteit berekenen (fig. 7.10, vergelijk ook par. 4 van hoofdstuk 4). Voor het bepalen van S, en S,
in het punt A in fig. 7.10 moeten S, en S, op ¢ = 0 bekend zijn (beginvoorwaarden). Voor het punt B moet, als #,<0, S,
bekend zijn op x = x,, zie (7.38). In fig. 7.10 is aangenomen dat «, < 0. Dan moet S, gegeven worden op de rand x =
x, om integratie van (7.39) mogelijk te maken. Als #, <0 dan moet S, op x = x, gegeven worden, enz. We moeten dus
ter plaatse van "instroomranden" de saliniteit, temperatuur e.d. opleggen. Dit kan soms moeilijkheden opleveren, b.v.
het opleggen van de saliniteit in de monding van een rivier, waarbij in een aangrenzend deel van de zee al menging tussen
rivier- en zeewater heeft plaatsgevonden (17).

Fig. 7.10 - Het opleggen van randvoorwaarden.

Voorbeeld - stromende onderlaag in diep kanaal
We beschouwen de stationaire subkritische stroming in een tweelagensysteem, waarvan de dikte
van de onderlaag klein is t.0.v. de diepte (a, << a). De bodem is horizontaal; de bovenlaag is
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nagenoeg in rust (%, = 0) en heeft een constante dichtheid p,. De dichtheidsverschillen zijn relatief
klein. De stroming in de onderlaag is turbulent als gevolg van de bodemweerstand; de gemiddelde
snelheid u, is positief (fig. 7.11). We schrijven daarom op de linker rand de dichtheid (o,, = p, (x,))
voor. We leggen daar ook een debiet g¢,, = a,, u,, op. Ter plaatse van de uitmonding in het bekken
(fig. 7.11), dus op de rand x =x;,, veronderstellen we kritische stroming. De transportsnelheid w,
zal gelijk aan nul zijn, vanwege het feit dat de bovenlaag niet turbulent is. We gaan uit van het
behoud van volume (par. 1.3).

s
Z
/ p——
—— T
Z |
2 kanaal : bekken
/ ———
A a
1 P I Py
5 ‘ |
? ¢! E
11 | | 1] ] |
a
924 _) 2 2 ) ) P ) |\\\
I I ALY, I, Q M
Xg b N

e X

Fig. 7.11 - Stromende onderlaag in diep kanaal.

Vergelijking 7.31 wordt dan

dau—w
dx22 1

Het behoud van massa in de onderlaag (7.27) geeft

d
iz Pra U, = PV,
In de impulsbalans voor de bovenlaag (7.36) isu; =0, b, =0, s,=0 en dp,/dx = 0. Verder ver-
waarlozen we de schuifspanning s,. We vinden zo dat het vrije oppervlak horizontaal is,

d
E;(al +ay) =0

De impulsbalans voor de onderlaag (7.37) wordt, weer met verwaarlozing van s,
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d 5 da, da, 1 dp,
apzazuz * P18y~ " ngaz“a‘;,“ * “igazza— -5, =0

We nemen aan dat we w, en s, mogen benaderen met, zie (7.17) en (2.9),

3
u, R

w, = b, en s, = - kypyu,
€ga,

Ook het relatieve dichtheidsverschil €= (p, - p,)/p, is nu athankelijk van de plaats: p, en dus €
nemen af in stromingsrichting.
Uit bovenstaande vergelijkingen zijn de volgende resultaten af te leiden:

1
da, by + By QF - )
dx 1-F

2 3
F = “2 = “2 <1
€ga, €.89,,
ky + B(F + 1)
du, u, 2 2 2
—2-22F
X a, 1 -F
qu = eana

waarin €, = €(x,), en F het kwadraat van een intern Froudegetal is. Uit de vergelijking voor
da,/dx blijkt dat de laaghelling niet alleen beinvloed wordt door wrijving (de coéfficiént ,), maar
ook door menging (de coéfficiént B3,). Het product van € en g, blijkt onathankelijk van de plaats
te zijn.

De turbulentie dissipeert een deel van de hydrodynamische energie van de hoofdstroming.
Deze energie moet dus afnemen in stromingsrichting, of anders gezegd, de productie van energie
van de gemiddelde stroming moet negatief zijn. Er zijn drie brontermen in de balansvergelijking
voor mechanische energie van de gemiddelde stroming:

- een afname door bodemschuifspanning (s,u, = - k,p.u,°),
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- eentoename van de potenti€le energie door menging (+2(p, - p,) ga,w,),

- en een afname doordat het aangezogen water uit de bovenlaag oorspronkelijk een
snelheid nul heeft en versneld moet worden, waardoor de kinetische energie er van
toeneemt (-Y50,,°w,).

We vinden zo de voorwaarde

- kyu,? + «leegazwl - %uzzw1 <0

of

1 1
k, + —F-=)>0
2 /32(2 2)

Uit de uitdrukkingen voor da,/dx en duy/dx volgt nu dus dat da,/dx <0 en du,/dx>0. Ook
blijkt uit deze ongelijkheid dat er - bij kleine waarden van F - een bovengrens is aan de
aanzuigsnelheid:

B, < 2k,

Op derand x =1x, is de stroming kritisch. Vergelijking 4.9 geeft dan 7 (x,) = 1, dus

ulb = (ea qua)IB

De stroomsnelheid #,, op x = x, is dus onafhankelijk van wrijving en menging. Dit geldt niet voor
ay, en €,

Verdere uitwerking van dit voorbeeld i1s mogelijk m.b.v. numerieke integratie van de
vergelijkingen voor da,/dx en du,/dx.

2.2 Continue gelaagdheid

We beschouwen nu het geval dat de turbulentie over de gehele verticaal voorkomt en dat
grensvlakken of uitgesproken overgangslagen afwezig zijn. De verschillende grootheden, zoals
snelheid, dichtheid, saliniteit en temperatuur, zullen dan continu over de verticaal verlopen zie fig.
7.1. Er geldt dus

u = u(x’z’t)’ w = w(x’z’t) p = p(x’z)z)3 enz'

Bij praktisch voorkomende problemen zal meestal ook de variatie van deze grootheden met de
derde ruimtelijke codrdinaat een rol spelen, zie b.v. (24). Voor de eenvoud laten we deze hier
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buiten beschouwing.

De verschillende balansvergelijkingen stellen we nu op voor een gebiedje met zijden x en z
in het (x,z)-vlak (fig. 7.12). Deze vergelijkingen bestaan uit drie bijdragen: de verandering in de
tijd van de beschouwde grootheid binnen het balansgebied, transporten door de zijvlakken door
de stroomsnelheden die voor de turbulentie gemiddeld zijn, en turbulente transporten. Bij de
impulsbalans moeten we ook de drukken en schuifspanningen op de zijvlakken in rekening
brengen.

De massabalans hudt

%+-‘f_x(pu+mx)+§;(pw+mz)=0

Hierin zijn m, en m, de turbulente massatransporten in x- en z-richting. De turbulente transporten
in x-richting zijn vaak verwaarloosbaar ten opzichte van het convectieve (of advectieve) transport
in die richting door de gemiddelde snelheid. Met deze verwaarlozing wordt de massabalans

op , 8 9

_— U t —
xp dz

3 3 (ow +m,) = 0 (7.40)

Worden de dichtheidsverschillen veroorzaakt door verschillen in saliniteit, dan levert het behoud
van massa toegepast op het zout de saliniteitsvergelijking

0 — 0 —5 Jd —5
—pS + —p§ — (pS C)=0
3P T g PN g P C) (7.41)

Hierinis p§ de massa zout (in kg) per m® zeewater, gemiddeld voor de turbulentie. Het turbu-

lente zouttransport C, in z-richting is gekoppeld aan het massatransport m,, zie ook (7.13). Een
vergelijking als (7.41) is ook op te stellen voor het warmtetransport.

Als aan de in par. 1.3. genoemde voorwaarde voor het behoud van volume voldaan wordt,
geldt bij benadering de continuiteitsvergelijking voor een onsamendrukbaar medium,

ou ow
—— + Z_ =90
o 37 (7.42)
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Os
> f‘Z+ oz
Az 5

Fig. 7.21 - Balansgebiedje bij continue gelaagdheid.

Bewegingsvergelijkingen kunnen afgeleid worden met behulp van de impulsbalans en de
massabalans, zie ook par. 2.1. We vinden als resultaat voor de x-richting

ou du ou dp 1908, m, 3y

—_—tU— FW— + — - m - S - (7.43)

1 .
ot ox dz pox p Oz p oz

Hierinis s_ de turbulente schuifspanning in x-richting in een horizontaal vlakje. s_ kiezen we
positief als de vloeistof onder dit vlakje een schuifkracht in positieve x-richting uitoefent op de
vloeistof boven het vlakje (fig. 7.12).

In (7.43) is de bijdrage van de turbulente normaalspanning s, (een impulstransport in x-
richting) verwaarloosd ten opzichte van de drukgradient dp/dx. Ock de laatste term is meestal
verwaarloosbaar. De bewegingsvergelijking in z-richting heeft dezelfde vorm als (7.43), maar moet
worden uitgebreid met een zwaartekrachtterm. Voor de hier beschouwde klasse van problemen -
zie fig. 7.1 - zijn de verticale versnellingen meestal te verwaarlozen. Verwaarlozen we ook de
turbulente impulstransporten, dan vinden we weer de quasi-hydrostatische drukverdeling, gegeven
door

1o . _

% g (7.44)

De dichtheid p hangt nog van z af, dus het drukverloop in de verticaal zal niet-lineair zijn.

De turbulente transporten kunnen we modelleren met de hypothesen (7.3) t/m (7.11) of met
een meer geavanceerd turbulentiemodel.

Voor het oplossen van de vergelijkingen zijn randvoorwaarden vereist. Bij de randen die het
stromingsveld in horizontale zin begrenzen (x = x, en x = x, ) zal het snelheidsprofiel opgelegd
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moeten worden. Als de rand (eventueel gedeeltelijk) een instroomrand is, moet ook de
dichtheidsverdeling gegeven worden. Er zijn nu echter ook randvoorwaarden aan bodem en vrij
oppervlak vereist. Zo geldt aan de bodem voor de snelheden de kleefconditie

u=w=0 z=h, (7.45)

b

Ook is er geen transport van massa door de bodem, dus (voor een horizontale bodem)

m, =0, z=h, (7.46)

Aan het oppervlak gelden dynamische en kinematische randvoorwaarden, zie ook par. 2 van
hoofdstuk 6,

p=0, z=h,=h, +a
dh,
sz = SO XX _é; ® [0} z = hO
(7.47)

dh, dh, dh,
W= — + U — & —— z = h,

at ox at
m_ =0, z =h,

De benaderingen in (7.47) gelden voor kleine hellingen 0/,/0x van het vrije opervlak.
Resultaten van numerieke berekeningen voor estuaria met modellen van het hier geschetste type
en vergelijking ervan met metingen worden vermeld in (18, 32).

Voorbeeld - estuarium met sterke verticale menging

Bij ongelaagde stroming variéert de snelheid u op enige afstand van de bodem niet zo sterk met
de diepte. Bij gelaagde stroming is dit vaak wel het geval en kan u zelfs van teken wisselen. De
snelheid u kan echter ook sterk met de diepte variéren als er, door menging over de verticaal ten
gevolge van een krachtige getijbeweging, voornamelijk nog slechts dichtheidsverschillen in
horizontale richting zijn (p bij benadering onafhankelijk van z dus p = p(x,#). Dit is als volgt aan
te tonen: integratie van (7.44) naar z levert met (7.47) de drukverdeling in de verticaal. Vervolgens
differentiéren naar x geeft

p

oh 3p(x,1)
e . Ne—2 + o(h. - 7) 2LP%D
™ px,0g Fm g(h, - 2) o

Verwaarlozen we de versnellingstermen in de bewegingsvergelijking (7.43), dan vinden we met
(7.47) voor het geval dat s, = 0 als schuifspanningsverdeling
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oh 1 3
S = PRy = ) =2 + —glhy - 2 22

De snelheidsverdeling kunnen we dan bepalen met b.v. (7.4). Nemen we voor K, het voor
ongelaagde stroming niet ongebruikelijke parabolische verloop volgens

*

z
K, = kz(1 - -];;)u
waarin #. bodemschuifspanningssnelheid en x de coéfficiént van Von Karman is, dan levert (7.4)
voor een horizontale bodem en positieve bodemschuifspanning.

sy(= pu®) = pghydhfox + %gh;ap/ax

u h
u = - _.ilni + lg_a(z -z ia_p (748)

K 2z, 2ku pox

*

Hierin is z, een ruwheidsmaat. Naast de bekende logaritmische verdeling vinden we ook een
bijdrage die lineair met z verloopt. Als de positieve x-as naar de zee toe gericht is, is dp/0x positief.
Fig. 7.13 geeft een voorbeeld van de snelheidsverdeling volgens (7.48), waarbij nabij de bodem
zoutindringing plaatsvindt. Daarboven is de stroming naar de zee toe gericht: er ontstaat een
circulatiestroming in het verticale vlak: de gravitatiecirculatie (19). Een overzicht van de
verschillende transportmechanismen in estuaria is te vinden in (34).

vd Z=h0
£ /
1 /
/A\— laatste term in (7.48)
/
— / ——zee
— /
|/
/.
y Z=ZU

Fig. 7.13 - Gravitatiecirculatie ten gevolge van een longitudinale dichtheidsgradient.
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2.3 Dispersie*

Zoals opgemerkt in bovenstaand voorbeeld, kan het getij zo sterk zijn dat de daardoor veroorzaakte turbulentie - de
bodemweerstand zorgt voor de productie - tot menging over de gehele verticaal leidt. De dichtheidsverschillen tussen
bodem en vrij oppervlak zijn dan klein ten opzichte van dichtheidsverschillen in horizontale richting, b.v. die tussen een
zee en een rivier. Het wordt dan aantrekkelijk om met over de diepte gemiddelde vergelijkingen te gaan werken, omdat
de dichtheid in dit geval nog maar weinig met de verticale codrdinaat variéert. Zoals (7.48) en fig. 7.13 laten zien, is dit
laatste echter zeker niet het geval voor wat betreft de horizontale snelheden.

De massabalans voor een balansgebied dat zich over de gehele diepte witstrek luidt (fig. 7.14, effecten in dwarsrichting
zijn verwaarloosd)

3 hy
d
2 f pdz + = f pudz = 0 (7.49)
h

hb b

We voeren nu de over de diepte gemiddelde dichtheid en snelheid in volgens

1 1
p== [ pdz en v =~ [ udz
a h, ah,
De overstreping duidt nu op dieptemiddeling. (7.49) wordt hiermee
ho
%'ﬁa + -(%550 + _aa; ! P -P@-udz=0 (7.50)
b
—= |
f -
hy
a
z‘_—
z .
T
hy A% |
— —_— - —_ — —-‘--ﬂb—x

Fig. 7.14 - Balansgebied.

De tweede term in (7.50) geeft het massatransport aan dat betrekking heeft op de over de diepte gemiddelde
grootheden. De derde term geeft een transport aan, dat ontstaat door de afwijkingen van deze gemiddelde grootheden.
Dit transport wordt het dispersieve transport genoemd.

In de dispersieve transportterm komen pen # nog voor. Het werken met een over diepte gemiddelde vergelijking
is slechts zinvol, als er alleen over de diepte gemiddelde grootheden in voorkomen. We zouden daarom p-p en u-u

4Zie ook par.3
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willen uitdrukken in @ u Jp/Ox, Ohy/Ox, enz. Het snelheidsprofiel is gegeven door een uitdrukking zoals (7.48).
Daaruit is afte leiden dat -# eenfinctieisvan z, u, h,, p, 0hy/Ox en dp/ox. Uitgaande van de massabalans (7.40)
envan (7.6)° is aannemelijk te maken dat hetzelfde moet gelden voor p- p, als tijdsathankelijke termen weer verwaar-
loosd mogen worden. Gebruikmakend van dimensieoverwegingen vinden we dan voor de dispersieterm een uitdrukking
van de vorm

h,

1 Wz

M, =—=] g
a h,

- B)u - Wdz = b %k adp
(p - P - wdz = Pw/gaf (;’ 2 _j_éx_]

Uit een meer gedetaileerde analyse blijkt dat de functie / benaderd kan worden met een Taylorontwikkeling naar
(a/p)dplox. De eerste term in deze ontwikkeling is gelijk aan nul, omdat er geen dispersief massatransport is als Jp/0x
gelijk aan nul is. De ontwikkeling geeft dan

M_=~ - [Dxa_e + Ex(ﬁﬂ)z + Fx(@f + ] (7.51)
ox Ox ox

waarin de coéfficiénten D, E, en F, nog van de overige grootheden kunnen afhangen.
Als de invloed van de dichtheidsverschillen op de stroming relatief klein is, wat het geval is als (zie de uitdrukking
voor s, bij (7.48))

9P
ox

dh,
dx

a

= (1.52)
P

dan blijkt de reeks in (7.51) na de eerste term af te breken. Het dispersieve massatransport is dan evenredig met 6p/0x.
Vergelijk dit resultaat met (7.6), waarin het turbulente transport ook evenredig gesteld is met de gradiént in de
beschouwde richting. Deze benadering voor het dispersieve transport wordt vaak toegepast, zie de overzichten in (20)
en (34). De dispersiecogfficient D, wordt dan soms plaatsafthankelijk verondersteld (en onafhankelijk van de hierboven
genoemde grootheden). Als niet aan (7.52) voldaan is, moeten in principe meer termen in (7.51) meegenomen worden,
b.v. twee (21) of drie (22). De dispersiecoéfficiénten moeten meestal experimenteel bepaald worden, waardoor de
voorspellende waarde van dit model beperkt is. De eenvoud ervan heeft echter toch tot een veelvuldig gebruik van het
dispersiemodel geleid.

Opmerkingen:

- Vaak wordt behalve over de diepte ook over de breedte van een rivier of estuarium gemiddeld. Dan zijn effecten in
dwarsrichting (de y-richting) vaak belangrijk, of zelfs overheersend, als gevolg van de vorm van het snelheidsprofiel
in y-richting en onregelmatigheden in de bodemconfiguratie (23, 34, 35).

- Inhettweelagenmodel behandeld in par. 2.1 zijn afwijkingen van de gemiddelde snelheid en dichtheid in een laag
verwaarloosd. Deze afwijkingen kunnen eventueel in de vorm van dispersieve termen in rekening worden gebracht.

% Toegepast op het transport van massa, dusc¢ = penC, = m,.
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2.4 Gekoppelde modellen

Het is in bepaalde gevallen mogelijk het probleem van de turbulente menging te vereenvoudigen door het stromingsveld
in zones te verdelen, en wel zodanig dat in elke zone één van de hiervoor besproken turbulentiemechanismen overheerst.
Als voorbeeld kan dienen de stroming weergegeven in fig. 7.7b. In het gedeelte tussen lozingspunt en interne sprong is
de stroming superkritisch en heeft het karakter van een straal. De gelaagdheid kan dan als continu beschouwd worden
en is een theorie als die van par. 2.2 (of een geavanceerder model) van toepassing. Na de interne sprong wordt de
stroming subkritisch en kan aan een lagenmode] gedacht worden. Het is dan niet altijd nodig om in det lagenmodel
menging op te nemen, omdat deze gering kan zijn in vergelijking met die in het gedeelte met superkritische stroming.
De twee zones worden wel aangeduid met de angelsaksische benamingen "near field" (hier het gedeelte met
superkritische stroming) en "far field". De koppeling tussen near field en far field is soms een probleem. In het gegeven
voorbeeld kunnen hiervoor de sprongrelaties van par. 3.1 van hoofdstuk 5 worden gebruikt. Een tweede voorbeeld is
het koelwaterprobleem van fig. 4.9. Het near field bestaat hier uit de opwaartse stroming (een straal of pluim) bij het
lozingspunt. Het far field bestaat aan de stroomopwaartse zijde uit een tweelagensyssteem; voor de stroomafwaartse zijde
zou een dispersiemodel van toepassing kunnen zijn. Er zal dan wel rekening gehouden moeten worden met warmteverlies
aan het vrije oppervlak. Meer in het algemeen gesproken is het zo dat het far field veel meer dan het near field beinvioed
wordt door de eigenschappen van het ontvangende medium. Bij lozing aan de kust bijvoorbeeld hebben de stroming in
de zee en de daar aanwezige turbulentie een sterke invloed op het far field.

Als derde voorbeeld van een geval waar een gekoppeld model mogelijk is, beschouwen we de situatie van fig. 7.15.
Aan de landzijde van een spuikanaal naar zee wordt aan de bodem zoet water gespuid. Dit water zal in het gebied tussen
x =0 en x = x, mengen met het zoute zeewater, dat als onderlaag in het kanaal aanwezig is. Het
mengwater is lichter dan het zeewater en zal als een bovenlaag afstromen. In het gedeelte tussen x = x, en x = x, ontstaat
dan een tweelagensysteem. De menging in de zone 0 < x < x, kan zo effectief zijn dat de menging in het
tweelagensysteem verwaarloosd mag worden. De koppeling tussen de twee zones is nu minder eenvoudig dan in het
eerstgenoemde voorbeeld. De stroming in de doorsnede x = x,, zal subkritisch of ten hoogste kritisch zijn. Is dit laatste
het geval, dan kan een eenvoudige oplossing worden gevonden (25). Het door de spuistraal aangezogen debiet is dan
maximaal. Als de stroming in de doorsnede x = x,, subkritisch blijft, b.v. omdat het gespuide debiet niet groot genoeg
is om een toestand met kritische stroming te bereiken, zal vastgesteld moeten worden hoeveel zeewater de spuistraal

aanzuigt.

e L=
— kritische stroming
.C /—,:“/,‘4 zee (zout)

PRIDY Yl |

zoet — )i ]
LI, Z 7. x*a I Z 7 x%
straal —x >

Fig. 7.15 - Spuikanaal.

3 Zoutindringing in een goed gemengd estuarium

Het getij beinvloedt in het algemeen in sterke mate de waterbeweging in een estuarium. De
varierende waterstand op zee veroorzaakt in het estuarium een langegolfbeweging. Door
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bodemwrijving neemt in een prismatische rivier de golfamplitude af met de afstand tot de
monding®. Naast het getij speelt ook de bovenafvoer een rol.

De getijbeweging in het estuarium beinvloedt de zoutindringing: bij vloed stroomt zout
zeewater het estuarium binnen, terwijl bij eb zeewater, in mindere of meerdere mate gemengd met
het zoete rivierwater, naar zee afstroomt. Het turbulentieniveau en de menging worden doorgaans
bepaald door de sterkte van de getijbeweging. Doordat het soortelijk gewicht van het zeewater
groter is dan dat van de zoete bovenafvoer, zal de verdeling van de zoutconcentratie in het
estuarium de stroming beinvloeden. Zo ontstaat een wisselwerking tussen zoutverdeling en
waterbeweging.

Gelaagdheidsstructuur

In. par. 5 van hoofdstuk 4 is aangegeven dat in gevallen zonder getijbeweging de zoutindringing
de vorm aanneemt van een stationaire zoutwig aan de bodem. Bij geringe getijbeweging en relatief
grote bovenafvoer treedt een zoutwig nog wel op, maar de indringingslengte gaat variéren met de
getijfase en de verticale uitwisseling neemt toe onder invloed van de hogere turbulentieintensiteit
(samenhangend met de hogere stroomsnelheden). In dit geval spreekt men van een gelaagd
estuarium. Een voorbeeld van een gelaagd estuarium is de Rhone.

Bij sterkere getijbeweging en/of kleinere bovenafvoer kan de verticale uitwisseling van massa
zo toenemen dat, hoewel er nog aanmerkelijke dichtheidsverschillen in de verticaal voorkomen,
geen zoutwig meer optreedt. Het estuarium is dan gedeeltelijk gemengd. De Nieuwe Waterweg
is meestal gedeeltelijk gemengd.

Bij nog sterkere getijbeweging of kleinere bovenafvoer kunnen ten gevolge van de verticale
uitwisseling de dichtheidsverschillen tussen bodem en oppervlak klein worden ten opzichte van
het dichtheidsverschil tussen zeewater en rivierwater. Men noemt het estuarium dan goed
gemengd. Ook in dit geval blijft de zoutverdeling de waterbeweging beinvloeden, doordat er nu
longitudinale dichtheidsgradienten optreden (zie het voorbeeld in par. 2.2). De Westerschelde is
een voorbeeld van een goed gemengd estuarium.

De gelaagdheidsstructur van een estuarium is niet altijd dezelfde. De oorzaak hiervan is dat de
verticale getijamplitude op zee kan variéren (doodtij-springtijcyclus, meteorologische invloeden)
en de bovenafvoer aan verandering onderhevig is. Een estuarium dat b.v. in een natte periode
gelaagd is, kan in een droge periode goed gemengd zijn. Ook de afstand waarover het zout
binnendringt is in het algemeen veranderlijk.

Voor inleidingen in de zoutindringingsproblematiek van estuaria zie (4,36, 37, 38).

Een alluviaal estuarium heeft vaak een trechtervorm. De getijgolf dempt dan veel langzamer met de afstand.
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Voorspellen van zoutindringing

Het is meestal niet goed mogelijk zonder meetgegevens de gelaagdheidsstructuur van een bepaald-
estuarium te voorspellen. De grote variabiliteit in geometrie (bodemligging - b.v. platen en
geulen -, zijrivieren, havens, e.d.) en andere omstandigheden (getij, bovenafvoeren, wind,
scheepvaart) bemoeilijken sterk het opstellen van algemeen geldige regels. Veldmetingen zijn dan
ook vereist om de mate van gelaagdheid en lengte van de zoutindringing vast te stellen. Deze
metingen betreffen: de geometrie van het estuarium, de waterbeweging (waterstanden en
stroomsnelheden ten gevolge van het getij, bovenafvoeren), verdelingen van zoutconcentraties en
eventueel turbulentiemetingen. Bij voorkeur verricht men metingen bij verschillende waterstanden
op zee (doodtij- springtijcyclus) en verschillende bovenafvoeren.

De meetresultaten kunnen gebruikt worden voor het ijken van wiskundige modellen voor
zoutindringing. Met deze modelllen kunnen dan voorspellingen gedaan worden voor de
zoutindringing onder andere omstandigheden. Een vaak voorkomend geval betreft de toenemende
zoutindringing bij verminderde bovenafvoer in verband met een irrigatieproject. Voor verificatie
van de voorspellingen is men weer op metingen aangewezen: er is een wisselwerking tussen meten
en rekenen.

De keuze van het te gebruiken wiskundig model zal athangen van de aard van de gelaagdheid,
b.v. een lagenmodel bij een gelaagd, en een over de dwarsdoorsnede geintegreerd (z.g. dispersie-
)model bij een goed gemengd estuarium. Daamaast kunnen ook redenen van meer praktische aard
een rol spelen bij de modelkeuze. Zo is het rekenen met een model voor een gedeeltelijk gemengd
estuarium (par. 2.2 van hoofdstuk 7) relatief tijdrovend. Lagenmodel en dispersiemodel zijn in dit
opzicht aantrekkelijker. Het dispersiemodel heeft echter meestal een geringere voorspellende
waarde dan een drie-dimensionaal (numeriek) model.

Naast het werken met wiskundige modellen heeft men getracht parameters, waarin een aantal
gemeten grootheden wordt ondergebracht, op te stellen die de mate van gelaagdheid
karakteriseren. Het meest succesvol is gebleken het z.g. estuarium-Richardsongetal ( 5, 34):

_ 4pgag;
pAu;

Rig (7.53)

Hierin is Ap het dichtheidsverschil tussen zeewater en rivierwater, O, de zoete bovenafvoer, 4 de
oppervlakte van de dwarsdoorsnede in de monding, en u, de rms-waarde van de stroomsnelheid
ten gevolge van de getijbeweging in de monding. In de teller van (7.54) staat een maat voor de
arbeid die per tijdseenheid verricht moet worden om de bovenafvoer op te mengen, de noemer
vertegenwoordigt het beschikbare vermogen van de getijbeweging. Een kleine waarde van Rij zal
overeenkomen met een goed gemengde toestand, een grote waarde met een gelaagde toestand.
Het interval van waarden van Ri, waarbij de overgang tussen beide toestanden plaats vindt, zal
van geval tot geval verschillen. Men houdt voor dit interval wel aan 0,08 < Ri; <0,8.
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Dispersiemodel voor een goed gemengd estuarium met eenvoudige geometrie

In par 2.1 en 2.2 is aandacht besteed aan gelaagde en gedeeltelijk gemengde stromingen.
Hieronder volgt een beschrijving van een dispersiemodel voor de goed gemengde toestand. In dit
relatief eenvoudige geval kunnen toch nog verschillende mengmechanismen werkzaam zijn, b.v.
samenhangend met een onregelmatige geometrie (eb- en vloedscharen, havens). Beschouwd wordt
hier het geval dat het best aansluit bij de in dit hoofdstuk behandelde stromingen, n.1. het geval dat
de stroming nagenoeg horizontaal is.

—_—— e — — —

Fig. 7.16 - Definitieschets.

De massabalans voor een balansgebied dat zich over de gehele dwarsdoorsnede van het
estuarium uitstrekt luidt (zie fig. 7.16)

d d
- d4d + — d4 =0
at £P ’ ox ,J; o (7.54)

waarin A de oppervlakte van de dwarsdoorsnede is. Het is in een goed gemengde situatie zinvol
de over de dwarsdoorsnede gemiddelde dichtheid p en snelheid # in te voeren. De overstreping
van symbolen duidt hier op middeling over de dwarsdoorsnede. Deze grootheden worden gegeven

door
,E=ifpdA en §=lj'udA
A 2 A 4
Vergelijking 7.54 wordt hiermee
2pa+ Lpud+ 2 [ (p-Pw-wdd=0 (7.55)
ot ox dx 2 '

De integraal in (7.55) geeft een transport weer dat ontstaat door afwijkingen van dichtheid en
snelheid van de gemiddelde grootheden p en . Dit transport wordt het dispersieve transport
genoemd.
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Samen met de continuiteitsvergelijking

94 [ O 4 -0

dat ox

kan (7.55) nog geschreven worden als

o .90, 138 - D) - BdA = 0
P 3 1 ax£(9 P)( ) (7.56)

Omdat er een relatie bestaat tussen dichtheid en saliniteit, beschrijven (7.55) en (7.56) ook de over
de dwarsdoorsnede gemiddelde zoutverdeling.

In de uitdrukking voor het dispersieve transport komen de variaties van p en # over de
dwarsdoorsnede nog voor. Om deze onbekende variaties uit het model te elimineren, maakt men
doorgaans gebruik van de gradiénttransport hypothese (vergelijk par. 1.1). Deze hypothese luidt
hier

- - ~ a;_,

[ -u)p-p)d4=-4D5P (7.57)

4 ox
waarin D, een longitudinale dispersiecoéfficiént voorstelt. Deze coéfficiént zal met plaats en tijd
variéren, en is vooralsnog onbekend. Er zijn dus ook hier veldmetingen nodig, nu om waarden van
de dispersiecoéfficiént te bepalen. De eenvoudigste aanpak hierbij is te trachten een empirische
correlatie op te stellen tussen de dispersiecoéfficiént D,, het estuarium-Richardsongetal, en andere
karakteristieken van het estuarium (21, 41). De dispersiecoéfficiént hangt in het algemeen af van
de afstand tot de monding.

Uit empirische gegevens blijkt dat in het gebied met zoutindringing de dispersiecoéfficiént D,
veel groter is dan bovenstrooms van dit gebied. De oorzaak hiervan is de gravitatiecirculatie (zie
het voorbeeld in par. 2.2) in het verticale maar vooral ook in het horizontale vlak.

Een beter gefundeerde benadering voor de bepaling van de dispersiecoéfficiént D, zou zijn uit
te gaan van wiskundige modellen voor de dichtheidsverdeling (0) en snelheidsverdeling (), b.v.
zoals aangegeven in 22, 34, 35 en 40, en met behulp van (7.57) een uitdrukking voor de disper-
siecoéfficiént op te stellen . Een dergelijke analyse is echter zeer gecompliceerd, onder meer
doordat de stroming en zoutverdeling als gevolg van de variabele bodemligging drie-dimensionaal
zijn. Bij vergelijking met meetgegevens blijken deze meer complexe modellen niet beter te voldoen
dan de hierboven genoemde eenvoudige empirische modellen (39). In de praktijk wordt daarom
meestal uitgegaan van een dergelijk dispersiemodel, aangevuld met veldmetingen. Een alternatief
is een drie-dimensionaal numeriek model (waarbij ook veldgegevens vereist zijn!).

Een probleem bij het oplossen van de dispersievergelijking vormt soms de randvoorwaarde aan
de zeezijde, doordat de saliniteit in de monding kan variéren met de getijfase. Vooral bij eb zal de



7.36

saliniteit aldaar lager zijn dan die op enige afstand uit de kust (21).

De plaats- en tijdsafthankelijke stroomsnelheid # in de dispersievergelijking kan, evenals de
waterstanden, berekend worden met een waterbewegingsmodel. Figuur 7.17 geeft een indruk van
de longitudinale zoutverdelingen voor verschillende getijfasen. In deze figuur is p; de dichtheid van
het rivierwater.

Je
- /’ .—’
rivier zee
/5=)Of ) X
monding

Fig. 7.17 - Longitudinale dichtheidsverdeling.

Invloed van de bovenafvoer

Er wordt niet zelden waargenomen dat in een goed gemengd estuarium de zoutverdeling met de
eb- en vloedbeweging heen en weer beweegt, maar verder niet veel van vorm verandert, zie fig.
7.17 Nadere analyse van dit geval geeft een goede indruk van de rol die de bovenafvoer speelt bjj
de zoutindringing. Stel daarom in (7.56) en (7.57) dat in een met de getijsnelheid #; heen en weer
bewegend assenstelsel - gegeven door £ = &Xx,?) - de dichtheid niet meer van de tijd afhangt:

p=p(& met £=x- J'tuT(t’)dt’ (7.58)
0

De stroomsnelheid # in (7.56) is te schrijven als een som van de snelheid u,ten gevolge van de
bovenafvoer (u, = 0,/4) en de getijsnelheid u;,

U=u,+1u

Uy (7.59)

Substitutie van (7.58), (7.59) en (7.57) in (7.56) geeft



(7.60)

Integratie van (7.60) is mogelijk, omdat #,4 = O,= constant. Met de randvoorwaarde

dp/dé= 0 voor p = p,ontstaat

- do
0, - p) = 4D,

(7.61)

Uit dit resultaat blijkt dat dp/d¢ toeneemt als O, toeneemt (bij gelijke p- p) . De lengte waar-
over zoutindringing plaats vindt neemt daardoor af als O, toeneemt, zie fig 7.18. In par. 5 van

hoofdstuk 4 werd een dergelijk resultaat voor de zoutwig gevonden.

In bovenstaande beschouwing is aangenomen dat O, niet van de tijd afhangt. In werkelijkheid
zal O,echter variabel zijn, b.v. doordat droge en natte seizoenen elkaar afwisselen. Het duurt dan
een zekere tijd voordat de zoutverdeling zich aan de nieuwe situatie heeft aangepast. Vooral in het
geval van lage bovenafvoeren in een groot estuarium kan deze aanpassingstijd zo groot worden,

dat een evenwicht nooit bereikt wordt.

P
Qf =0
- Pf +AP
rivier zee
™ toenemende 0 [
=Py monding ¢

Fig. 7.18 - Invioed van de bovenafvoer op de longitudinale dichtheidsverdeling.
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