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1, I n l e i d i n g 

B i j de analyse en de v o o r s p e l l i n g van heL g e t i j v/ordt er van oudsher 
v a n u i t gegaan, dat de f r e q u e n t i e s van de g e t i j componenten bekend z i j n . 
Z i j volgen n a m e l i j k u i t een analyse van de g e t i j p o t e n t i a a l of de g e t i j -
verwekkende k r a c h t . Van iedere component moeten de amplitude en de fase, 
de g e t i j c o n s t a n t e n , berekend worden u i t een waarnemingsreeks. Acht e r a f 
moet dan nog onderzocht worden of het r e s i d u j het v e r s c h i l tussen­
waarneming en t h e o r e t i s c h berekende waarde nog s i g n i f i c a n t e b i j d r a g e n 
bevat. Een v e e l g e b r u i k t e analysemethode i s d i e der k l e i n s t e kwadraten. 
Hoewel de methode met behulp van de F o u r i e r - t r a n s f o r m a t i e en daarna 
de toepassing van de methode der k l e i n s t e kwadraten i n het f r e q u e n t i e ­
domein v e e l i n f o r m a t i e g e e f t , wordt deze methode minder g e b r u i k t . Een 
der redenen kan z i j n , dat 'gaten' i n een r e g i s t r a t i e u i t e r m a t e h i n d e r ­
l i j k z i j n , doch voor de methode der k l e i n s t e kv/adraten g e l d t d i t 

• 

bezwaar n i e t . 
M. en C. hebben'in hun methode de gedachte l a t e n varen, dat voor een 
analyse, of deze nu i n het t i j d s d o m e i n of i n het frequentiedomein wordt 
u i t g e v o e r d , de van belang z i j n d e f r e q u e n t i e s van te voren gekozen moeten 
worden. Daarentegen baseren M. en C. z i c h op de systeemaanpak door het 
ver l o o p van b.v. een w a t e r s p i e g e l t e beschouwen a l s de gesoimneerde 
responsie ( u i t g a n g s s i g n a a l ) van een a a n t a l systemen, d i e ieder hun 
eigen ingangssignaal hebben. Op het u i t g a n g s s i g n a a l i s dan nog s t o r i n g , 
r u i s , aanwezig i n de vorm van meteorologische invloeden. Schematisch 
zou een d e r g e l i j k systeem v o o r g e s t e l d kunnen worden i n de vorm van een 
blokdiagram, waarin , x^, v. ., de r e s p e c t i e v e ingangssignalen 

k , ( t ) k , ( t ) 

k 3 ( t ) k 3 ( t ) 

k ^ ( t ) k ^ ( t ) 

X j ( t ) 

X 2 ( t ) , 

X3 ( t ) : : 

x ^ ( t ) _ 

v o o r s t e l l e n en x ( t ) de gesonmieerde responsie, waarin dan nog s t o r i n g n 
i s opgenomen. Responsie en s t o r i n g vormen tesamen b.v. een gemeten 
w a t e r s p i e g e l . 

X >lunk, .W,H.-and C a r t w r i g h t , D.E, -. . . ' 
T i d a l spectroscopy and p r e d i c t i o n 
P h i l o s o p h i c a l Transactions of the Royal Society of London 
v o l . 259, A 1105, pp 533-581, 1966 



De ingangssignalen worden ontleend aan de g r a v i t a t i e - i n v l o e d e n van 
zon en maan, en z i j n derhalve a l s f u n c t i e van de t i j d bekend. Het 
gaat er xiu om u i t de gemeten v;aterspieg"el en de bekende ingangssignalen 
de eigenschappen van ieder systeem a f z o n d e r l i j k te bepalen. H i e r b i j gaat 
het a l s het l i n e a i r e systemen b e t r e f t om de i m p u l s i e r e s p o n s i e f u n c t i e s 
k ( t ) , of hun e q u i v a l e n t de f r e q u e n t i e r e s p o n s i e s K ( a ) , 
M, en C. besteden ook aandacht aan een geval w a a r b i j het systeem 
zwak n i e t - l i n e a i r i s . Gezien het f e i t dat de nadruk van de methode 
toch V7el l i g t op de l i n e a i r e systemen, z a l daarom i n een volgende 
paragraaf e e r s t aandacht besteed v;orden aan de t h e o r i e van de l i n a i r e 
systemen, zoals d i e van toepassing i s i n d i t geval. Daarna worden 
s u c c e s s i e v e l i j k i n de volgende paragrafen behandeld de ingangs¬
s i g n a l e n , het a a n t a l t e bepalen punten van de o v e r d r a c h t s f u n c t i e s , 
de tv/ee b r u i k b a r e analysemethoden en t e n s l o t t e de behaalde r e s u l t a t e n 

* 

voor een ' l i n e a i r * s t a t i o n a l s Honolulu. 
De l a a t s t e paragraaf z a l handelen over de u i t b r e i d i n g van de methode 
voor een (zwak) n i e t - l i n e a i r g eval. 

f 

Enige opmerkingen over l i n e a i r e systemen 
* • 

Achtereenvolgens z u l l e n beschouwd worden 

a) systemen met êên ingangs- en êên u i t g a n g s s i g n a a l 
b) systemen volgens a ) , echter op het u i t g a n g s s i g n a a l i s r u i s gesuper­

poneerd; a l l e e n de s u p e r p o s i t i e van u i t g a n g s s i g n a a l en r u i s i s bekend 
c) systemen met twee ingangssignalen en ëën u i t g a n g s s i g n a a l plus r u i s ; 

d i t geval i s eenvoudig u i t t e br e i d e n voor systemen met meer dan twee 
ingangssignalen. 

I n a l l e g e v a l l e n z a l aandacht worden geschonken aan de w i j z e waarop u i t 
ingangs- en u i t g a n g s s i g n a l e n (plus r u i s ) , de systeemeigenschappen kunnen 
worden bepaald, 

X 
Nadere i n f o r m a t i e kan worden gevonden i n Jenkins en Watts . 

Jenkins, G.M. and Watts, D.G. S p e c t r a l a n a l y s i s and i t s a p p l i c a t i o n s , 
1-968, San Fransisco. 

• 
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2.1 Systemen met een ingangssignaal en ëën u i t g a n g s s i g n a a l 

Schematisch kan een d e r g e l i j k systeem a l s v o l g t weergegeven worden. 

X j ( t ) - ^ 

I n d i e n k ( t ) de responsie i s op een s t o o t a l s ingangssignaal op het 
t i j d s t i p t = O, dan g e l d t voor de responsie van een l i n e a i r systeem 
op een w i l l e k e u r i g ingangssignaal:. 

X^Ct) X j ( t - T)k(T)d'c'' 

Omdat volgens het c a u s a l i t e i t s b e g i n s e l k ( t ) = O voor t<0 kan de 
ondergrens vervangen worden door _co * 

Het e q u i v a l e n t i n het frequentiedomein i s : 

X^C^) = X j ( a ) K (O) 

wa a r b i j de h o o f d l e t t e r s i n het v e r v o l g de F o u r r i e r t r a n s f o r m z u l l e n 
aangeven van t i j d s f u n c t i e s , d i e aangeduid worden met overeenkomstige 
k l e i n e l e t t e r , volgens :; 

X(a) = x(t)e-^-^^°^dt 

Voorts z u l l e n k ( t ) en z i j n t r a n s f o r m K(a) i n het v e r v o l g aangeduid 
worden met de benamingen impulsresponsief u n c t i e ( i r p ) r e s p f r e q u e n t i e -
r e s p o n s i e f u n c t i e ( f r p ) . 

^ 

Een eenvoudige methode om de r e s p o n s i e f u n c t i e s t e bepalen zou z i j n de 
berekeningen u i t t e voeren i n het frequentiedomein en gebr u i k t e maken 
van ( 3 ) , De f r p kan echter ook v i a het a u t o - ( e n e r g i e d i c h t h e i d s ) s p e c t r u m 
en het k r u i s s p e c t r u m bepaald worden.- Deze kunnen berekend worden met 
behulp van de c o v a r i a n t i e f u n c t i e s . 

Deze u i t d r u k k i n g wordt ook wel geschreven a l s 

x^{t) = X j ( T ) k ( t - T)dT 

Deze kan worden verkregen door i n (1) t - T t e vervangen door T 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



Zo i s de auCocovariantie van een f u n c t i e X j ( t ) g e d e f i n i e e r d a l s v 

a u t o c o v a r i a n t i e = i " ^ Ĉ ) ? x (t-tT) = _ryf x ( t ) x ( t 

waarin E = mathematische verwachting 
2T = t i j d s i n t e r v a l 

D i t l e v e r t voor het spectrum op: 

1 er 1 9 
C ( a ) - l i m — X (o-)X. (o) = l i m ̂  X. (a) 

C C 
waarin ., = complex toegevoegde 

• * X-

De k r u i s c o v a r i a n t i e tussen ingangs- en u i t g a n g s s i g n a a l i s per 
d e f i n i t i e : 

1 +T 
C J ^ C T ) - -T"̂  X j ( t ) x^Ct + T ) d t 

* zodat het k r u i s s p e c t r u m wordt: 

Cj^Ca) = l i m ~ X^^(a) X^{o) 

U i t (6) en (8) , auto- en kruisspectrum, kan eveneens de f r p van het 
F 

systeem bepaald worden. Immers:, 

C^^(o) • X^^ (o)X^io) X^Ca) 
- — = l i m • — • — • — • = ^ . . = K(a) 

S l ^ ^ ) T-x;^^ ( a ) X j ( a ) 

^ Systemen met ëën ingangssignaal en ëën u i t g a n g s s i g n a a l , met r u i s 
daarop gesuperponeerd 

Schematisch wordt d i t systeem h e t z e l f d e weergegeven a l s i n de v o r i g e 
paragraaf,doch nu g e l d t : 

V 

X^Ct) = _J X j ( t - T ) k ( T ) d T + Z ( t ) 

Het e q u i v a l e n t van _ ƒ x ( t ) x ( t - T ) d t i s i n het frequentiedomein 
2 

X (o) (complex) 
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H i e r i n i s z(l:) een s t o r i n g , waarvan aangenomen z a l worden, dat deze 
zi c h gedraagt a l s w i t t e r u i s . D i t houdt i n , dat de r u i s i n het van • 
belang z i j n d e f r e q u e n t i e - i n t e r v a l i n het energiedichtheidsspectrum-

j 
r •een bandstructuur h e e f t . 

Voorts wordt g e s t e l d , dat de r u i s n i e t g e c o r r e l e e r d i s aan h e t i n -
of u i t g a n g s s i g n a a l van het systeem. 
Opnieuw i s het probleem de systeemeigenschappen t e bepalen u i t het 
ingangssignaal en u i t g a n g s s i g n a a l + r u i s . De methode om de f r p t e 
bepalen volgens ( 3 ) , d.w.z. r e c h t s t r e e k s e t r a n s f o r m a t i e van ( t ) 
en de gemeten x ^ ( t ) l e v e r t nu geen j u i s t ' r e s u l t a a t omdat ^̂ .Ca) tevens 
de r u i s bevat. Er z a l een procedure gevolgd moeten worden waarmee de 
r u i s geëlimineerd kan worden. I n p r i n c i p e z i j n daarvoor twee methoden 
b r u i k b a a r , n l , " . 

i bepaling van de i r p i n het tijdsdomein met behulp 
van de methode der kl e i n s t e kwadraten 

i i bepaling van de f r p i n het frequentiedomein met 
behulp van x ^ ( t ) en x^Ct) 

I n de volgende paragrafen z a l h i e r verder aandacht aan worden gegeven 

2.2.1. D i r e c t e b e p a l i n g van de i m p u l s r e s p o n s i e f u n c t i e 

De methode houdt i n , dat de i n t e g r a a l i n (10) g e d i s c r e t i s e e r d wordt 
r 

volgens 

t l oo 
x^ ( t - T ) k ( T ) d T = y k X (t-mAT)AT 0 1 m z m=0 

De gewichten k^ z i j n de parameters, d i e nader bepaald moeten worden 
met behulp van de methode der k l e i n s t e kwadraten. De berekeningswijze 
i s zoals g e b r u i k e l i j k . ^ 
Jenkins en Watts ( b l z . 422 e.v.) p l a a t s e n de volgende k r i t i s c h e k a n t ­
tekeningen b i j deze methode: 

i Het a a n t a l mee te nemen punten van de i r p , k ( t ) , kan nog wel eens 
groot z i j n . Bovendien i s het 'vaak m o g e l i j k het probleem t e 'parame-

f 

t e r i z e r e n ' ^ v o o r a l i n het geval dat het probleem met l i n e a i r e 
d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n zou kunnen worden beschreven. 

(11 

4 
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i i de. s c h a t t e r s voor d i c l i t b i j elkaar gelegen punten van k ( t ) z i j n 
s t e r k aan elkaar g e c o r r e l e e r d . D i t üit z i c h i n i n s t a b i e l gedrag 
en g r o t e v a r i a n t i e s . Daarom v e r d i e n t de methode om de f r p t e 
bepalen, zoals beschreven i n dc volgende paragraaf vaak de 
voorkeur. 

2,2,2, D i r e k t e b e p a l i n g van de f r e q u e n t i e r e s p o n s i e f u n c t i e 

B i j deze methode v7ordt gebruik gemaakt van het f e i t dat de r u i s en 
het ingangssignaal n i e t g ecorreleerd z i j n , zodat de c o v a r i a n t i e 
tussen deze twee s i g n a l e n n u l i s : 

cov x ( t + T ) , z ( t ) = O voor a l l e T 

Van deze eigenschap kan gebruik gemaakt worden om de f r p van het 
systeem t e berekenen, waarbij de r u i s a.h.w, i s uit g e m i d d e l d door 
systematisch gebruik t e maken van c o v a r i a n t i e - f u n c t i e s . Dus: 

1 c c 
Cj^Cö) = l i m ~ {on^ia) 

Deze u i t d r u k k i n g gaat met behulp van 

X^Ca) = X j ( a ) K ( a ) + Z(a) 

over m: 

C,^(ö) = l i m ^ 12^^-^ 2T X j ^ ( a ) X j ( a ) K ( a ) + X j ^ ( a ) Z ( a ) 

* G: (ö)K(a) + l i m X*"̂  (a)Z(a) 

(1? 

(13 

(14 

(15 

Het e q u i v a l e n t van de tweede term i n het r e c h t e r l i d i n het t i j d s d o m e i n 
IS: 

1 -it» 
l i m -00-'" ( t ) z ( t + T ) d t = O 

zodat ook: 
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l i m ] - Xj,^:(a)Z(o) = 0 

waardoor (15) overgaat i n de bekende u i t d r u k k i n g : 

C,,(a) C j j ( a ) K ( a ) (9) 

d i e ook voor het s t o r i n g s v r i j e s i g n a a l g o l d . Het gebruik van de 
k r u i s c o v a r i a n t i e Cj^C^^) ^ ^ ^ e f t dus ingehouden, dat d a a r i n de r u i s 
i s u i t g e m i d d e l d , 

2.3. Tweevoudig systeem met twee ingangssignalen en een u i t g a n g s s i g n a a l 
met r u i s daarop gesuperponeerd 

Schematisch k a n - d i t systeem weergegeven worden a l s : 

X j ( t > ^ 

x^Ct) 
3 ( t ) 

Er g e l d t : 

x ^ ( t ) 
+CO 

—oo 
ƒ X, ( t - T)k, (T)dT + _J' X ^ ( t - T ) k ^ ( T ) d T + z ( t ) 1 1 —co 

Met a l s e q u i v a l e n t e r e p r e s e n t a t i e i n het frequentiedomein:; 

X3(a) X j ( a ) K j ( a ) + X^ia)K^ia) + Z(a) 

Om u i t de ingangs- en u i t g a n g s s i g n a l e n de f r p ' s t e bepalen moet 
opnieuw gebruik worden gemaakt van c o v a r i a n t i e s tussen de v e r s c h i l l e n d e 
s i g n a l e n . 
Voor de k r u i s s p e c t r a wordt dan gevonden: 

C,3(a) cc l i m Xj,^, (a)X3(a) 
X->oo 

cc l i m X̂.̂, (a)X^{o) 
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Door het r e s u l t a a t voor X (o) volgens (17) te superponeren i n 
bovenstaande u i t d r u k k i n g e n ontstaan opnieuv; k r u i s s p e c t r a van de 
r u i s en de ingangssignalen. Deze z i j n g e l i j k aan n u l , zodat: 

0,3(0) = j (a)=Ki(a) + Cj2(o)K^^(a) 

C23(a) = C 2 j ( a ) K j ( a ) C^^(a)K^iö) 

U i t deze twee v e r g e l i j k i n g e n kunnen de onbekenden K (a) en K (a) 
opgelost worden. Door F o u r i e r t r a n s f o r m a t i e z i j n ^ | ( t ) en k 2 ( t ) dan 
weer te bepalen. U i t e r a a r d kunnen deze i r p ' s ook r e c h t s t r e e k s i n 
het t i j d s d o m e i n bepaald worden met behulp van een k l e i n s t e kwadraten-
procedure. 

Het i s d u i d e l i j k , dat het beschouwde systeem eenvoudig u i t te b r e i d e n 
i s voor meerdere ingangssignalen, zoals M, en C. dat toegepast 
hebben. Het a a n t a l v e r g e l i j k i n g e n met een s t r u c t u u r volgens (20) en 

. (21) b l i j f t g e l i j k aan het a a n t a l t e bepalen i r p ' s . Als gevolg van 
enkele s p e c i f i e k e eigenschappen van de ingangssignalen b i j M. en C. 
z i j n nog een a a n t a l vereenvoudigingen m o g e l i j k . Deze z u l l e n i n de 
volgende paragrafen aan de orde komen. 

3. Het systeem volgens M. en C. 

Het g e t i j op aarde wordt opgewekt door de getijverwekkende k r a c h t , 
zoals deze o n t s t a a t u i t de g r a v i t a t i e w e r k i n g van maan en zon op de 
aarde. B i j astronomische analyse v7ordt echter vaak geb r u i k gemaakt 
van de g e t i j p o t e n t i a a l V. Voor de getijverwekkende k r a c h t F g e l d t 
dan, dat 

F = grad V 

D i t houdt i n , dat het oppervlak v a n ' g e l i j k e p o t e n t i a a l op het aard­
oppervlak het e v e n w i c h t s g e t i j oplevert', t e r w i j l dan de g e t i j verwekkende 
k r a c h t evenwicht maakt met het h y d r o s t a t i s c h drukverhang. 
I n p r i n c i p e i s de g e t i j p o t e n t i a a l a f h a n k e l i j k van de t i j d , alsmede 
van de beschouwde p l a a t s op aarde (breedte O, len g t e A): 

V = V(e,A,t) 

(2d 

(21 

(22 



Om tot: een systeembenadering t e komen zou men z i c h voor kunnen s t e l l e n , 
dat het w e r k e l i j k e g e t i j op een bepaalde p l a a t s ni.et a l l e e n beïnvloed 
V7ordt door de p o t e n t i a a l op d i e p l a a t s , maar ook door de p o t e n t i a l e n 
i n de p l a a t s e n daar omheen, i n f e i t e dus a l l e p l a a t s e n op aarde. 
De p o t e n t i a a l van ieder p l a a t s l e v e r t a.h.w. z i j n eigen s p e c i f i e k e 
b i j d r a g e t o t het g e t i j i n de beschouwde p l a a t s . Voor een l i n e a i r 
systeem zou men op de volgende manier schematisch kunnen aangeven 
hoe het g e t i j door de v e r s c h i l l e n d e p o t e n t i a l e n gegenereerd wordt. 

Vj = V ( e j , A j , t ) 

V3 = v(e3,A3,t) 

> 

^2 = ^^Ö2'^2'^^ > 

^3 

•• 

h ( t ) 

Of i n formule vorm ( r u i s op d i t moment :verwaerloosd) 

h ( t ) ,_/""Vj ( t - T ) k j (T)dx + ̂ J^^'^V^it -T)]^^{T)dx + /"^"^ 2 —CO 

I n d i t schema i s het a a n t a l subsystemen, ieder met hun eigen 
ingangssignalen n i e t aan beperkingen gebonden, zodat v e r m o e d e l i j k 
op deze w i j z e een onhanteerbaar t o t a a l systeem o n t s t a a t vanwege het 
gr o t e a a n t a l t e bepalen i r p ' s . 
Nu b l i j k t evenwel, dat de p o t e n t i a a l geschreven kan worden a l s een 
som van termen, w a a r b i j iedere term bestaat u i t een product van een 
t i j d s a f h a n k e l i j k deel en een p l a a t s a f h a n k e l i j k d e e l , volgens: 

C9 

v ( e , x , t ) =• -l 
CO 

l 
n=0 m=0 

> ( t ) U ^ (0,X) + b^(t)v^(e,A^)'l n n n n 

I n deze uitdrukking•hangen de coëfficiënten a en b n i e t af van de 
p l a a t s op aarde en U en V n i e t van de t i j d . 

Wordt de uit d r u k k i n g w v o o r V volgens (24) g e s u b s t i t u e e r d i n 
(23) dan o n t s t a a t : 
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h ( t ) - --CO ƒ 
oo CO 

I 1 
n-0 m=0 

(T)dT 

— 0 0 

+ 00 
ƒ 

OO 00 

n-O m=0 
( t - T ) U (6 ,A ) + b (t:-T)V (0 ,A ) n n z z n n z 2 k2(T)dT -H 

— CO ƒ « • • 
k3(T)dT + 

enz. 

Door de termen piet g e l i j k e a en b b i j e l k a a r t e neipen wordt verkregen: 

h ( t ) = 
— OO 

CO CO 

n=0 m=0 
m . . ( t - x ) 4 • dT 

OO CO 

^ ̂ CO n=0 n=0 " 
U-''(0.,AJk.(T) ^ n 1 1 I dT 

Bovenstaande u i t d r u k k i n g bevat opnieuw een a a n t a l c o n v o l u t i e - i n t e g r a l e n 
De g e d e e l t e n t u s s e n g r o t e haken i n (26) z i j n f u n c t i e s van de t i j d en 
kunnen d e r h a l v e beschouwd worden a l s de i r p ' s van systemen d i e a l s 
i n g a i i g s s i g n a l e n a ( t ) en b ( t ) hebben: 

oo co 

h ( t ) = —co 

oo co 

^ L L a ^ ( t - T ) u ^ ( T ) d T + l l b_(t-T)v_^ (T)dT 
n=0 m=0 n n n=0 m=0 n n 

Naderhand z a l b l i j k e n , dat hiermede b e l a n g r i j k e w i n s t i s behaald, omdat 
s l e c h t s enkele coëfficiënten a en b waarden hebben, d i e n i e t g e l i j k aan 

r 

n u l z i j n . V o o r u i t l o p e n d op de behandeling van de ingangssignalen wordt 
h i e r vermeld, dat voor de coëfficiënten a s l e c h t s van groot belang z i j n 
0 1 '2 0 1 2 3 ^2' ^2 ^2 v e e l minder belang c i ^ , a^, a^ en a^. 

De ingangssignalen . 

M. en C. beschouwen 2 soorten ingangssignalen, n a m e l i j k e n e r z i j d s de 
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g e t i j p o t e n t i a l e n , d i e bepaald worden door de i n v l o e d van maan en 
zon en a n d e r z i j d s de z o n n e s t r a l i n g . Met name het rekening houden 
met de l a a t s t e i n v l o e d was en i s nog t a m e l i j k nieuw. Men kan op 
deze manier min of meer rekening houden met meteorologische i n ¬
vloeden, waarin een zekere regelmaat t e herkennen v a l t . 

4.1. De g e t i j p o t e n t i a a l 

De g r a v i t a t i e p o t e n t i a a l van een massa M (maan of zon) i n een 
w i l l e k e u r i g punt op aarde P(a,e,X) i s : 

GM 
P 

(25 

waarin: 
G = g r a v i t a t i e c o n s t a n t e 
M = massa hemellichaam 
p = afstand tussen het punt P en het hemellichaam 

M 

le n t e p u n t 
Met behulp van de p a r a l l a x ^ = ( r = OP, R - af s t a n d zwaartepunt K 
aarde t o t hemellichaam) kan geschreven worden a l s : 

V = GM R 
1 7 

2 U = cosa 

GM 
R 

y r > (y) 
n=0 

(2 

V7aarin P ( m ) de polynomen van Legendre v o o r s t e l l e n , b.v, n 



^0 = ' 

3 2 1 
^2 = 2 - 2 
p 5 3 3 
^ = 2 ^ - 2 

I n (26) h e e f t de e e r s t e term (n=0) geen betek e n i s . De'tweede 
term ( n = l ) vertegenwoordigt s l e c h t s i n de r i c h t i n g OM een 
constante k r a c h t , d i e g e l i j k i s aan de kr-acht benodigd voor 
het doorlopen van de aarde i n z i j n baan. Pas de derde term wordt 

I 

van belang. Gezien de r e l a t i e , d i e er bestaat tussen de u n i v e r ­
sele g r a v i t a t i e c o n s t a n t e en de zwaartekracht g: 

G 
2 

M 

M =' mass a 
X .= s t r a a l aarde 

•= v e r s n e l l i n g 't.g.v. de zwaartekracht 

4 
1 

^ I 

gaat (26) over i n : 

V 
g 

= r 
oo 

a n=2 

= l K ^ • n Tl=2 
R n-Hl 

P^(y) M -n+1 met K = r r — E n M 

met R = OM = a f s t a n d tussen de zwaartepunten van de 
hemellichamen 

5, R = gemiddelde 5» 

D i t i s de g e b r u i k e l i j k e f o r m u l e r i n g (Schureman, Doodson ) 

Schureman, P. Manual of harmonie a n a l y s i s and p r e d i c t i o n of t i d e s , 1941, 
Washington 

Doodson, A.T. Proc. Royal S o c , A, 100, 305-329 
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Waarden voor K ' z i j n gegeven i n onderstaande t a b e l . 

maan 

M/M a 0,01229 
• « • * . 

0,01659 

0,35785 m 

^3 0,00593 m 
^ ̂  i 

zon 

332700 

4,2635 X 10 -5 

0,16427 m 

0.000007 m 

u i t deze t a b e l b l i j k t , dat termen -met index d r i e zeer k l e i n 
z i j n t,OoV. de termen met index 2. 
De v e r g e l i j k i n g (27) g e e f t het e v e n w i c h t s g e t i j en i s aldus een 
f u n c t i e van a. Deze hoek z a l voor een vaste p l a a t s op aarde 
(coördinaten OjA) u i t g e d r u k t worden i n de v a r i a b e l e coördinaten 
van Q, de p l a a t s van het hemellichaam op de aa r d b o l . 
Met behulp van z,g. geassocieerde polynomen van Legendre gaat (27) 
over i n (Z= c o - l a t i t u d e , L = l e n g t h w . r . t . v e r n a l equinox): 

V 
g ^2 R 

y^P2(Z)cos L U^Ce,^) - */-ŷ  P2(Z)sLn Lvl_{Q,X) 

+ K R 
3\R 

+ 

+ 

y| P2(Z)cos 2L vlie,\) + 

f^P^CZ) 1 . u^ce,^) 

^ P^(Z)cos L U3(e,x) 

2y5P3(Z)cos 3L \]1{Q,X) + 

3f3P^;(Z)cos 3L U^CG.A) 

~ P2(Z)sin 2L V^O.A) 

^•p^CZOsin L ¥3(0,X) 

~ P 3 ( Z ) s i n 2L V3(0,X) 

3 j ^ P 3 ( Z ) s i n .3L V3(0,X) 

+ 



f' 

1 

waarin de coëfficiënten P, w e l k e ' a l l e e n afhangen van Z z i j n ; 

Pj = cos Z 3 2.̂  cos Z 2 
5 3,. — cos Z 3 

2 cos Z 

pJ = s i n Z 1 
2 

1 P̂  = 3 s i n Z cos Z P̂  = 3 
3 . 2 s i n Z(5 cos Z 1) 

2 2 P^ - 3 s i n Z 2 15 s i n Zcos Z 

15 sin^Z 

Qua s t r u c t u u r bestaat iedere term i n (28) u i t Pcos nL (n = 1 , 2, . . . ) , 
of m.a.w. u i t een langzaam variërend gedeelte P en een s n e l l e r 
variërend gedeelte i n de vorm van cos nL. 
Deze l a a t s t e term bepaalt het k a r a k t e r van het g e t i j , d.w.z. 
enkeldaags, dubbeldaags, enz. Voorts i s er nog een langzame 
v a r i a t i e i n R, d i e eveneens nog i n rekening moet worden gebracht. 
Door Z, L en R a l s f u n c t i e s van de t i j d t e geven o n t s t a a t nu een 
vorm, d i e overeenkomt met v e r g e l i j k i n g ( 2 4 ) • Voor de u i t d r u k k i n g e n 
voor Z, L en R wordt verwezen naar het o r i g i n e l e a r t i k e l van M, en C 

4-.2, Z o n n e s t r a l i n g 

Teneinde ook r e g e l m a t i g optredende meteorologische invloeden i n rekening 
t e brengen, s t e l l e n M. en C. een i n g a n g s f u n c t i e voor de s t r a l i n g , P , 

1 
voor i n de vorm van 

r = S — cosa P 
= O 

O < 
TT 

2 < 

a 

a 

< TT 

< TT 

overdag 

s'nachts 

(28) 

waarin S = constante 

• - t 
É 

Het l i j k t meer voor de hand te l i g g e n de i n s t r a l i n g evenredig t e 
2 v e r o n d e r s t e l l e n met 1/p dan met 1/p, om.dat aangenomen mag worden 

dat per t i j d s e e n h e i d een constante e n e r g i e f l u x door de zon afgegeven 
2 

v/ordt^ d i e g e t r a n s p o r t e e r d moet worden door een b o l met o p p e r v l a k t e 47vp , 
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overdac 

r 

a 

1 Dezu f u n c t i e van de s t r a l i n g --• wordt weer o n t w i k k e l d naar polynomen 
van Legendre, waardoor het r e s u l t a a t v7ordt; 

— co 

r - s 
n=0 

I n (29) s t e l t k een constante voor: n 

(5 = f ) 

1 

^2 = 

1 + 3 
2 8 ^ 

De eerste term (n=0) i n (29) s t e l t de gemiddelde s t r a l i n g voor. 
4 

Deze draagt n i e t b i j t o t de opwekking van het g e t i j . De volgende 
term ( n = l ) doet dat w e l , d i t i n t e g e n s t e l l i n g t o t de g e t i j p o t e n t i a a l , 
waar pas voor ii=2 een getijverwekkende i n v l o e d o n t s t a a t . 
Zoals b i j de g e t i j p o t e n t i a a l kan het polynoom i n (29) weer 
geschreven worden met behulp van geassocieerde polynomen van 
Legendre. 
Het u i t e i n d e l i j k e r e s u l t a a t wordt dan: 

Ar = S R R I Pj(Z)U^(Ö,A) 477 1 1 
j- (Z)cos LUj(Ö,A) - ^ p [ ( Z ) s i n LV|(Ö,^) 

+ eventueel 2e harmonische 

I n e erste i n s t a n t i e gaat het dus om een enkeldaags g e t i j , zoals dat 
door s i n L en cos L bepaald Xvzordt. Voorts z i j n l a n g - p e r i o d i e k e 
invloeden wederom aanwezig. - . 
Een punt van zorg z a l nog z i j n hoe de a f z o n d e r l i j k e o v e r d r a c h t s ­
f u n c t i e s voor p o t e n t i a a l en s t r a l i n g a l s ingangssignalen van v e r ­
s c h i l l e n d e systemen bepaald moeten worden, omdat i n beide ingangs­
s i g n a l e n d e zelfde f r e q u e n t i e s voorkommen (b.v, d i e van S2) 
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5. Eisen t e s t e l l e n aan de o v e r d r a c h t s f u n c t i e s 

Aangezien i n de ingangssignalen n i e t a l l e f r e q u e n t i e s voorkomen 
mag n i e t verwacht worden, dat over het gehele f r e q u e n t i e g e b i e d 
een i r p of f r p bepaald kan worden. A l l e e n voor d i e f r e q u e n t i e s , 
d i e i n het ingangssignaal voorkomen kunnen de f u n c t i e s bepaald 
worden. Voor een efficiënte gang van zaken v e r d i e n t het aanbe­
v e l i n g een v o o r s p e l l i n g met zo we i n i g m o g e l i j k bewerkingen u i t t e 
voeren. D i t houdt i n dat met name voor de f r p ' s s l e c h t s zoveel 
punten bepaald moeten worden a l s absoluut n o o d z a k e l i j k i s voor de 
berekening. ïwee aspecten bepalen het a a n t a l punten van een i r p . 

# 

i het maximaal t o e l a a t b a r e b e m o n s t e r i n g s i n t e r v a l van de 
i r p s 

i i de minimale t i j d s i n t e r v a l waarover de i r p ' s bepaald 
moeten worden 

I n de volgende twee paragrafen z a l aan deze aspecten aandacht worden 
+ * 

geschonken. 

5.1. Maximale b e m o n s t e r i n g s i n t e r v a l van de i r p ' s 

Het u i t v o e r e n van c o n v o l u t i e - o p e r a t i e s i n het t i j d s d o m e i n t e n behoeve 
van g e t i j v o o r s p e l l i n g moet i n de berekening gebaseerd z i j n op het 
gebruik van d i s c r e t e punten van de i r p ' s . Een en ander houdt i n , 
dat b i j de eq u i v a l e n t e o p e r a t i e i n . het frequentiedomein e x t r a , 
verschoven spectra optreden, d i e eventueel het e i n d r e s u l t a a t i n 
ongunstige z i n kunnen beïnvloeden. D i t z a l gebeuren, i n d i e n de 
verschoven spectra b i j d r a g e n l e v e r e n i n de van belang z i j n d e f r e q u e n t i e -
gebieden. De t h e o r e t i s c h e spectra van de ingangssignalen en dus ook 

• 

van de t e bepalen i r p ' s , de f r p * s z i j n gegeven op nauwe f r e q u e n t i e -
...banden. Voor de enkeldaagse g e t i j d e n z i j n er b i j d r a g e n voor . . , . 
-0,8 < O < 1,1 (omw/dag) en voor de dubbeldaagse g e t i j d e n voor 
1,75 < O < 2,05 (omw./dag). 
Als het bemionsteringsinterval van de i r p ' s At i s , dat ontstaan i n 
het frequentiedomein e x t r a s p e c t r a , d i e g e l i j k . z i j n aan het oor­
s p r o n k e l i j k e m.aar versclioven z i j n op de f r e q u e n t i e - a s over een 
af s t a n d = 2a_̂  (o^ ~ vouwf r e q u e n t i e ) . 
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-a 2 1 2 f 1 f O f a -2a. a„-2a 
1 f "2 f ^1 ^2 

Bijgaande f i g u u r i l l u s t r e e r t d i t nog eens voor een w i l l e ­
k e u r i g spectrum dat t h e o r e t i s c h a l l e e n op het i n t e r v a l 

I 

( O j , o^) waarden h e e f t . 
Om t e voldoen aan de e i s , dat het o r i g i n e l e spectrum n i e t v e r s t o o r d 
wordt door de verschoven spectra kan voor de vouv/frequentie aan­
getoond worden, dat: 

2 1 
n+1 f 

1 
2At n. n = 1, 2, 3, • • • ( 3 

Voor de enkeldaagse g e t i j d e n (0,8 < a < 1,1 omw/dag) l e v e r t d i t 
voor de g r o o t s t e At op, dat -1,25 < At < 1,35 dagen. M.en C. hebben 
voor At = 2 dagen gekozen. D i t houdt dan i n , dat het t h e o r e t i s c h e 
spectrum voor de enkeldaagse g e t i j d e n moet l i g g e n op het f r e q u e n t i e 
i n t e r v a l 0,75 < O < 1,0 (omw/dag) (n=3) of 1,0 < O < 1 ,25 
(omw/dag). De keus van At = 2 dagen l i j k t derhalve voor de enk e l ­
daagse g e t i j d e n minder g e l u k k i g . De v e r k l a r i n g inzake de toch 
wel bevredigende werking moet gezocht worden i n het f e i t , dat op 
het i n t e r v a l . 1 ,0 < ö < 1^1 (omw/dag) de ingangssignalen k l e i i i ' z i j n 
Voor de dubbeldaagse g e t i j d e n , 1,75 < a 2,05 (omw/dag), l e v e r t 
h e t c r i t e r i u m (31) dat met de keuze van At = 2 dagen een f r e q u e n t i e 
i n t e r v a l t o e l a a t b a a r i s van 1,75 < < 2,0 (omw/dag). D i t stemt 
r e d e l i j k overeen met het w e r k e l i j k e f r e q u e n t i e i n t e r v a l . 

• Resumerend kan g e s t e l d worden, dat voor de i r p ' s met een groot 
b e m o n s t e r i n g s i n t e r v a l gewerkt kan worden; i n ieder geval v e e l 

f 



L 

- 18 -

g r o t e r clan men op grond van de e i s dat de vouv/frequentie 
g r o t e r moet z i j n , dan de hoogste f r e q u e n t i e , d i e nog i n het 
spectrum voorkomt, normaal zou nemen. Deze methode i s h i e r 
m o g e l i j k vanwege de'begrensde frequentiebanden van de e n k e l ­
en dubbeldaagse ingangssignalen. 

5.2, T i j d s i n t e r v a l , waarover i r p ' s bepaald moeten worden 

De l e n g t e van de i r p * s bepalen volgens het c r i t e r i u m van 
r 

Rayleigh het scheidende vermogen i n h e t frequentiedomein. Als 
aangenomen wordt, dat de f r p ' s glad v e r l o p e n (credo of smoothness) 
behoeven aan de lengten geen g r o t e eisen worden g e s t e l d . M. en C. 

1 

s t e l l e n , dat i n de f r p * s geen * o s c i l l a t i e s * voorkomen met een 
'periode k l e i n e r dan Aa = -r̂  (omw/dag). D i t l e v e r t dan volgens 

b 
van Rayleigh een minimaal benodigde l e n g t e van de i r p ' s op van . 4~ = 6 dagen, Aa ^ 

. 6, De b e p a l i n g van de r e s p o n s i e f u n c t i e s 

,.... De r e c h t s t r e e k s e b e p a l i n g van de f r p ' s i n het frequentiedomein 
geschiedt met de methode der k r u i s s p e c t r a , zoals beschreven i n 
,§ 2.3, Als b i j z o n d e r h e i d kan d a a r b i j opgemerkt worden, dat met 
name voor de langere waarnemingsperioden de c o r r e l a t i e tussen de 
ingangssignalen van v e r s c h i l l e n d e s o o r t e n g e t i j d e n g e r i n g i s , 
waardoor de m a t r i x van k r u i s s p e c t r a i n blokken u i t e e n v a l t , d i e 
a f z o n d e r l i j k geïnverteerd kunnen worden. D i t i s verder n i e t zo 
e s s e n t i e e l ; b e l a n g r i j k e r i s , dat i n êën bewerking a l l e f r p ' s 
verkregen worden. M. en C. duiden d i t aan met 'lumped a n a l y s i s ' I 
M, en C. b e s c h r i j v e n ook een methode, w a a r b i j e e r s t voor de 
b e l a n g r i j k s t e ingangssignalen (P^) de analyse wordt u i t g e v o e r d . 
Het r e s u l t a a t wordt afgetrokken van het gemeten s i g n a a l , waarna 
het r e s i d u met behulp van een ander in g a n g s s i g n a a l , b,v. P^, 
opnieuw geanalyseerd wordt enz, 'M. en C, noemen d i t 'sequential 
a n a l y s i s ' . Formeel bezien l i j k t deze ha n d e l w i j z e echter minder 
c o r r e c t , omdat d i t zou i m p l i c e r e n . m dat de ingangssignalen P̂  en 
P^ i n geen enkel o p z i c h t g e c o r r e l e e r d z i j n . D i t v a l t echter te-
b e t w i j f e l e n , aangezien beide ingangssignalen zowel enkeldaagse,'. 
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a l s dubbeldaagse g e t i j d e n b e v a t t e n , waai'van de f r e q u e n t i e s 
met elkaar overeenkomen en derhalve dus wel g e c o r r e l e e r d 

0 ë z i j n . 
Als eenmaal de f r p * s bepaald z i j n , kunnen u i t e r a a r d de i r p ' s 
u i t de f r p ' s v i a de F o u r r i e r t r a n s f o r m a t i e bepaald worden. 
De d i r e c t e b epaling van de i r p ' s kan ook gebeuren met de 
methode zoals beschreven i n § 2.2,1,^ I n ëên procedure z u l l e n 
a l l e coëfficiënten (punten van de i r p ' s ) opgelost moeten worden. 

4 

Ook h i e r z a l b l i j k e n , dat vanwege de geringe c o r r e l a t i e tussen 
de v e r s c h i l l e n d e soorten g e t i j d e n de coëfficiënten m a t r i x u i t e e n 
z a l v a l l e n i n een aan t a l a f z o n d e r l i j k e blokken, d i e apart 
-gcïiaverUeerd kunneu worden 

7. Opmerkingen over de r e s u l t a t e n b e r e i k t voor Honolulu 

. M. en C. passen de methode toe voor twee s t a t i o n s , n l . Honolulu 
en Newlyn. Daarvan i s Honolulu a a n t r e k k e l i j k , omdat n i e t -
l i n e a i r e invloeden s l e c h t s een geringe r o l spelen. De volgende 
r e s u l t a t e n z i j n verkregen: 

f i g . 1 ..spectra en a d m i t t a n t i e s voor• ingangssignalen b e t r e k k i n g 
hebbend op 
0 1 2 ' P^, P^-en F^, r e s o l u t i e 1 omw/maand 

- » O f i g . 2 idèm voor P , r e s o l u t i e 1 omw/jaar 

f i g . 3 ^2' 
I I I I 

f i g . 4 " p2, I I I I f I 

f i g . 5 I I 1 2 3 
3' ^ 3' "̂ 3 ^3 * r e s o l u t i e 1 omw/maand 

f i g . 6 z o n n e s t r a l i n g s g e t i j d e n 

I n a l l e f i g u r e n z i j n afgebeeld voor p o s i t i e v e f r e q u e n t i e s 

M. en C. ver],aten het c a u s a l i t e i t s b e g i x i s e l door toe te l a t e n , 'dat 
k ( t ) o n g e l i j k aan n u l kan z i j n voor t < 0 , d.w.z. de waarden van 
k ( t ) worden symmetrisch om t = O gegroepeerd. 

F 
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a) het energiedichtheidsspectrum van de ingangssignalen, 
gebaseerd op het e v e n w i c h t s g e t i j 

b) idem van de w a t e r s p i e g e l met d a a r i n met zwarte kolom.men 
aangegeven dat deel van de e n e r g i e , dat afkomstig van de 
ingangssignalen (coherente energie) i s . Zowel b i j a) a l s 
b x j b) z i j n de energieën van het l i n k e r - en van het 
r e c h t e r h a l f v l a k samen genomen .̂ 

c) de f r p ' s gedefineerd volgens 

Z(ö) = . / " ( a ( t ) + i b ( t ) ) e ^''^''^dt — 00 (32) IS 

De a d m i t t a n t i e s z i j n op twee w i j z e n berekend. De c i r k e l s 
(zwart voor reële deel en open voor imag. deel) z i j n 
berekend i n het frequentiedomein; de l i j n e n s t e l l e n de 
F o u r i e r t r a n s f o r m voor van de i r p ' s zoals berekend i n het 
t i j d s d o m e i n . 

B i j de f i g u r e n kunnen de volgende opmerkingen gemaakt worden. 

a) er i s een 'plateau' van r u i s aanwezig, waarvan de s t e r k t e 
2 

ongeveer 0,01 m dag bedraagt over het gehele beschouwde 
f r e q u e n t i e i n t e r v a l 

b) het coherente energiepatroon v e r t o o n t v e e l overeenkomst met 
dat van de ingangssignalen; de r u i s neemt wat toe ( t i d a l cusp), 
waar s t e r k e componenten a l s b.v. M2 voorkomen 

c) het r e l a t i e f g r o t e deel n i e t - c o h e r e n t e energie i n de zonne-
groepen (11) en (22) moet worden toegeschreven aan s t r a l i n g s ­
processen 

d) a l l e f r p ' s v erlopen b e t r e k k e l i j k v l a k 
e) de energie van i s c i r c a 4 ordes van g r o o t t e k l e i n e r dan d i e 

van P^; v o o r t s z i j n de f r p ' s heel anders dan b i j P^ 

M. en C. geven geen r e s u l t a t e n voor negatieve f r e q u e n t i e . D i t 
l i j k t i n d i t geval wel n o o d z a k e l i j k , omdat b i j een complexe f u n c t i e 
de F o u r i e r t r a n s f o r m i n het l i n k e r h a l f v l a k n i e t de complex toege­
voegde i s van d i e van het r e c h t e r h a l f v l a k ' . 

F 
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f ) s t r a l i n g s i n g a n g s s i g n a a l i s r e l a t i e f s t e r k voor lang 
p e r i o d i e k e g e t i j d e n a l s Sa en enkeldaags g e t i j (SI) 
vergeleken met g r a v i t a t i e i n g a n g s s i g n a a l 

g) het S2 afkomstig van s t r a l i n g h e e f t b i j Honolulu ongeveer 
een amplitude van 1,8 cm. 

8. V o o r s p e l l i n g 

i t 

M. en C. hebben de r e s u l t a t e n van de door hun ontwikkelde 
methode vergeleken met d i e van de gewone harmonische analyse 
voor het " l i n e a i r e " s t a t i o n Honolulu, waar de berekeningen 
voor z i j n gemaakt. De gegevens voor beide methoden z i j n beide 

m 

ontleend aan eenzelfde lange reeks van waarnemingen. De voor­
s p e l l i n g e n d i e met behulp van beide methoden gedaan kunnen 
worden w i j k e n zeer w e i n i g van e l k a a r a f . B i j de responsie­
methode z i j n wat minder constanten nodig dan b i j de harmtonische 
methode, doch het v e r s c h i l i s n a u w e l i j k s s i g n i f i c a n t . Zo g e e f t 
b.v. de harmonische methode met 20 s t a t i o n s c o n s t a n t e n een va-

2 
r i a n t i e van het r e s i d u van 0,4 cm op een t o t a l e v a r i a n t i e van 

2 
de v o o r s p e l l i n g van 155 cm . De responsiemethode b e r e i k t een 

2 
v a r i a n t i e van het r e s i d u van 0,2 cm met de h e l f t van het a a n t a l 
constanten. 

m De b i j d r a g e van het g e t i j a f k o m s t i g van b l i j k e n erg k l e i n t e 
z i j n t .o.v. de r u i s , d i e b i j Honolulu erg laag i s . 
B i j de harmonische methode komt overigens een 3x- daagse component 
n i e t voor. 

m 

9. - U i t b r e i d i n g t h e o r i e voor zwak n i e t - l i n e a i r e systemen 

Vooral i n de ondiepe kustwateren worden de g e t i j d e n beïnvloed 
door n i e t - l i n e a i r e e f f e c t e n a l s w r i j v i n g en convectieve v e r s n e l l i n g . 
Als deze e f f e c t e n n i e t t e g r o o t z i j n kan geprobeerd worden deze te 
b e s c h r i j v e n met behulp van een u i t b r e i d i n g van de l i n e a i r e systeem­
t h e o r i e geldend voor zvwak n i e i - l i n e a i r e processenv Het .het g e t i j a l s 
voorbeeld z a l d i t inhouden, dat er ook boventonen opgewekt worden, 
dus b i j v o o r b e e l d een M̂ , MS^ of com.ponenten met nog hogere f r e q u e n t i e s . 
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I n bet: puur l i n e a i r e geval i s d i t n i e t m o g e l i j k , zoals 
o g e i i b l i k k e l i j k b l i j k t u i t v e r g e l i j k i n g ( 3 ) , geldend i n 
het frequentiedomein. Immers, i n d i e n i n het ingangssignaal 
deze hoge freque n t i e s n i e t voorkomen dan z i j n z i j ook i n 
het uitgangssignaal n i e t aanwezig. 
Voor de u i t b r e i d i n g van de t h e o r i e wordt t.eruggegrepen op 
v e r g e l i j k i n g ( 1 ) : 

X^Ct) X j ( t - T ) k ( T ) d T (1) 

De i n t e g r a a l i n het r e c h t e r l i d kan benaderd worden door 

+00 

l X j ( t - iAT)k(iAT)AT 
2^=—co 

+00 
- 1 x ( ^ : ) ( t ) k < i > =k(°)x(°\t) . k ^ ' ) x ( ' ) ( . ) . ic^^-^x^^^.t) 

l = "CO 

4* - . • 
> O 9 * 

I n d i t geval i s x^ een l i n e a i r e combinatie van vele f u n c t i e s 
van de t i j d . Meer algemeen zou g e s t e l d kunnen worden, dat 
X een w i l l e k e u r i g e f u n c t i e i s van x (1) X (2) X (3) 

x^Ct) = i { ; ( x ^ ^ ^ t ) , x ^ ^ - \ t ) . ) 

Een benadering voor x^ wordt verkregen door het r e c h t e r l i d met 
behulp van een meer-dimensionale Taylorreeks te ontwikkelen naar 
X (0) X (1) zodat 

X ( t ) = ipiO, O, O, ...) . 

+ x ^ ^ \ t ) II^QCO, O, ..) + x* ^ ^ ^ ( t ) ^ (O, p, ..) + 
+ -,[[x^°\t)] ^ , , ( 0 , O, ..) + x^°^ ( t ) x ^ ' ^ t ) i|; 

é • • 

? 'L^'" ^ ^ ^ J •̂ 00 01 (O, O ..) + 

(O, O, . . ) • + x ^ ^ \ t ) x ^ ^ \ t ) II^JQCO, O, ..) 

+ 3e orde termen 

waarin \h. = -^V^ 5 ^ • - = ~7'v-.--* T-T . 
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Na souimering• kan d i e geschreven worden a l s : 

+00 

x..(t) = v(0, O, O, ..) + l x'^'-^it) ip,(0,0, O, . . ) 

+00 • +00 

+ | r l l ̂ ^'-ht)J^\t) ^p. .(O, O, O, ) 
J^ — — ü3 J r r — 0 0 

-f'to +00 +CO 

+ 4-, I ^ x ^ ^ \ t ) x ^ ^ \ t ) x ^ ^ ' ^ t ) ,1.. ., (0,0,0,..) 

+ 

Voor een systeem zonder r u i s IJJCOJ O, O,,. ) = O en a l s d i t aan¬
genomen v;ordt dan gaat bovenstaande r e l a t i e door over t e gaan 
op het continue geval over i n : 

X^Xt) = _J Xj ( t - T ) k ( T ) d T (33) 

— 00 +CO 

^ -co^ +J • " T j ) X j ( t - T 2 ) k ( T j , T 2 ) d T j d T 2 

+00 +CO + co: 

+ -J. ( t - T j ) X j ( t - T 2 ) X j ( t - T 3 ) k ( T | ,T2, T3)d:^,jdT2dT3 

^ • • • V 

H i e r i n heet het deel met de dubbele i n t e g r a a l de b i - l i n e a i r e 
b i j d r a g e , het deel met de dr i e v o u d i g e i n t e g r a a l de t r i - l i n e a i r e 
enz. Overeenkomstig i s k ( T j , T ^ ) de b i - l i n e a i r e i . r . p , en 
k ( T j , T ^ , T^) de t r i - l i n e a i r e i . r . p . van het systeem. 
V e r g e l i j k i n g (33) too n t d i r e c t dat nu ook hogere f r e q u e n t i e s 
i n het u i t g a n g s s i g n a a l kunnen voorkomen dan i n het ingang s s i g n a a l . 
Het b i - l i n e a i r e deel l a a t b i j v o o r b e e l d het product van ( t " T^) en 

( t "" T^) z i e n . Als ( t ) een sinus met f r e q u e n t i e 0 i s , dan z a l 
het u i t g a n g s s i g n a a l een siiiuscomponent met f r e q u e n t i e 2a be v a t t e n . 
U i t het bovenstaande v o l g t voor het g e t i j , dat het b i - l i n e a i r e 

• ¥ 

deel wel een M, (= M,, x M^) of een MS, (=̂M,-. x S^) kan b e v a t t e n , ^ /. A A /. 2 
maar geen M, , Deze l a a t s t e z a l u i t het t r i - l i n e a i r e deel m.oecen komen 



1 

Eeti en.̂ andeï' i s ook af te l e i d e n voor het frequentiedomein. 
2 

I n d i e n dc b i - r e s p o n s i e x ^ ( t ) wordt genoemd, dan; 

'2 / -+00 +CO 

^2^^y - _J ^J- X j ( t - T j ) X j ( t - T 2 ) k ( T , , T ^ d T j d x ^ (34) 

Aangezien 

X ( t ) = ƒ A (o)e da 
1 -co 1 

'.an voor (34) ook worden geschreven: 

2 , , +CO +CO +00 +CO 2 T T i a ( t - T ) . 2 7 r i a ( t - T ) 
x ^ ( t ) = ƒ ƒ ƒ ƒ x(o)e ^ \ XAo)e ^ 2 k ( T , , T J 
_/ —co —co —co —oo 1 '1 

dx.dx^dT.dTo 
1 2 1 / . 

+CO 2 i r i ( a +0 ) t 
J _J X | ( O j ) X j ( a 2 ) e da^da^ 

+CO +O0 -2Tii(a- ï + .0 T ) 

De l a a t s t e i n t e g r a a l s t e l t de 2-dimensionale F o u r i e r t r a n s f o r m voor 
van k ( T ̂  5 T^) : 

IC(aj, 0^) = k ( T ^ , T2)e ' 1 1' 2 2Q_T^dT2 (35) 

zodat 

4(t) = _ y " ' _ y " x : , ( a p x ^ ( a 2 ) K ( a , , a 2 ) e - ^ 2 . i ( a j . . ö^) t 

(36) 

F o u r i e r t r a n s f o r m a t i e van deze u i t d r u k k i n g l e v e r t op: 

9 +00 +0O 
^2(0) = _ c o ^ &(.a^ + -o)X^(o^)X.^{a^nia^,a^)da^a^ (37) 
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Deze u i t d r u k k i n g g e e f t , dat voor de berekening van ëên 
2 

waarde van x^io) de i n t e g r a a l berekend moet worden langs de 
l i j n + = O. A l s er sprake i s van een beperkt a a n t a l 
basiskomponenten, zoals b i j g e t i j d e n het geval i s , l e v e r e n 
dus d i e componenten een b i j d r a g e waarvoor de som of v e r s c h i l -
f r e q u e n t i e s g e l i j k z i j n aan a. 
Deze.laatste u i t d r u k k i n g i n het b i j z o n d e r maakt d u i d e l i j k , 
dat a l s gevolg van de i n t e r a c t i e tussen (getij)componenten 
met z e k e r e , f r e q u e n t i e andere componenten gegenereerd worden. 
De o n d e r l i n g e i n t e r a c t i e wordt beppald door de b i - a d m i t t a n t i e 

I n het algemeen z u l l e n .er i n een n i e t - I i n e a i r systeem a l s gevolg 
van i n t e r a c t i e tussen de componenten o n d e r l i n g ook b i j d r a g e n 
komen b i j f r e q u e n t i e s d i e b i j het l i n e a i r e systeem ook a l i n 
het systeem zouden voorkomen. Daarom v e r l i e z e n de bewerkingen 
i n het frequentiedomein hun eenduidigheid. Immers het spectrum 
van het u i t g a n g s s i g n a a l i s opgebouwd u i t 

« « « 

2 1 
I n d e z e . u i t d r u k k i n g kan b i j v o o r b e e l d X2(o) n i e t van yi^io) 
gescheiden worden. Voorts kan het bi-spectrum opgebouwd z i j n u i t 
b i j d r a g e n van i n t e r a c t i e s van v e r s c h i l l e n d e componenten. Ook d i t 
i s n i e t t e scheiden. M.a.w, ook a l s X.^(a) bekend zou z i j n , dan 
nog i s ¥.(p^^ö^) n i e t t e berekenen. Derhalve dienen de bewerkingen 
i n het t i j d s d o m e i n p l a a t s t e vinden. 
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Voorbeeld 

Om een en ander u i t 9 toe te l i c h t e n z a l een gedempt m.assa-
veer systeem beschouwd worden, waarvan de veerconstante van de 
v e r p l a a t s i n g afhangt volgens 

4-

C = c ( l - ex): e << 1 

Het massa-veer-systeem wordt g e e x c i t e e r d door een \ v i l l e k e u r i g e 
k r a c h t f ( t ) . De v e r g e l i j k i n g , d i e de bev/eging van het systeem 
b e s c h r i j f t wordt: 

»• 2 ax -I- b x H- c ( x - ex ) = f ( t ) 

Er wordt gezocht naar oplossingen van het systeem volgens 

2 X = X + EX, + e x^ + • O 1 2 

Het O^^-orde systeem w^ordt: 

ax + b x ^ + CXQ = f ( t ) 

De oplossing voor x^ wordt: 

-foo 
•XpCt) - _ y k ( T ) f ( t - T)dT 

waarin ^Q(^') de i . r . p . van het nulde orde systeem v o o r s t e l t 

Het 1---orde systeem wordt: 

a X j +^bXj + cx^ = CXQ 

waarvan de o p l o s s i n g i s : 

X , ( t ) - f " k ( T ' ) c X ^ ( t - T ' ) d T ' 1 "co U 



I n d i t b i j z o n d e r e geval z i j n de i , r , p . ' s van het 0^-orde en 
e 

1 -orde systeem g e l i j k . 

V e r g e l i j k i n g (AO) kan m.b,v. (39) geschreven worden a l s : 

^1*^^) " ^-co^ k(T')dT' _J k ( T ) f ( t - T ' - T ) d T _ / k (T ") f ( t - T ' - T " ) dx" 

Voer i n T' + T =:TJ 

zodat 

^ ] ( ^ ) = C ̂ /'kCTMkCT' - T ^ ) k ( T ' -T2)dT' _ / ' ' " ' f ( t - T j ) d T j _ ƒ " " f ( t " T3 ) dx ̂  

I n bovenstaande v e r g e l i j k i n g kan de i n t e g r a t i e naar T ' u i t g e v o e r d 
worden: 

-f-CO 

C k ( T ' ) k ( T ' - T)k(T' - T2)dT' - k ' ( T j , T^) ( A l ) 

zodat: 

-{•co +CO 
^ l ( t ) = C k'(T^, T 2 ) f ( t - T ^ K t - T2)dTjdT2 (^2) 

I n d i t geval i s de i . r . p . k ( t ) van het O-de orde systeem voor 
2 2 a = Aac - b > O (gedempte t r i l l i n g ) 

k ( t ) = i - e 2m a t 
m 

zodat 

•^-1 ^ 2m*̂ '̂̂ ' "̂ '"''̂ ''̂  . a t ' . a ( T ' - u ) . a ( T ' - v ) ^ U i 5 ^ ^ ; - c J — e s m •— s m —̂ = — ^ s m — ' — d r * 1 ^ "~ m m " m 

Het r e s u l t a a t van de i n t e g r a t i e v/ordt: 
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k' (TJ j T ^ ) = 16ame 
— (x + X ) 
2m ^ 1 V 

2 3.., 2 2 2a cos a/mCxj-T^) - absin a/m(T ̂  - i - T ^ ) ( / 4 b " - a ) s i n a/m T ^ s i n a/m 

(9b^ + 4a^)(3b^ + 12a^) 

(43) 

Voor de i n t e r p r e t a t i e van bet l a a t s t e r e s u l t a a t z a l de responsie 
op een eenheidsstoot op t=^0 beschouv/d worden. De responsie i s dan; 

1 2 x^Ct) - X 2 ( t ) + x^Ct) 

- ~ t , . . 1 1 / \ ^ 2in . a t w a a r b i j x ^ ( t ) = k ( t ) = -TT- e s m — 

2 , -rOo 
en ^^{z)^_J _J 6 ( t - x j ) 6 ( t - X2)k'(T j ,X2)dx ^dx^ 

• • . • 

b , J 2 3 ^ 2 ,3 ̂ 2 1 2 ^ ^ , ry - — t l-;r a + — b + (7.- b - TT O, )cos 2a/ra t 
X ( t ) = Ibam e • ^ j r 

(9b + 4a ) ( 3 b + 12a ) 

2 
Het r e s u l t a a t voor ^2^^^ l a a t z i e n , dat naast een midden­
stan d s v e r s c h u i v i n g een component met een f r e q u e n t i e o n t s t a a t , 
d i e het dubbele i s van de f r e q u e n t i e , d i e i n k ( t ) voorkomt. 

Er- i s verder vanaf gezien de b i - a d m i t t a n t i e t e berekenen 

11. Werkwijze van Munk en C a r t w r i g h t voor Newlyn 
É 

M« en C. hebben uitgaande van v g l , (33) v e r s c h i l l e n d e mogelijkheden 
voor n i e t - l i n e a i r e i n t e r a c t i e onderzocht, n l 

i - de ingangssignalen bestaan u i t de g e t i j p o t e n t i a l e n 
i i de ingangssignalen bestaan u i t de u i t g a n g s s i g n a l e n , d i e 

verkregen worden door het systeem a l s z u i v e r l i n e a i r 
t e beschouwen. 



M. en C, vonden geen principiële v e r s c h i l l e n i n de benaderingen 
- en z i j n daarom.uitgegaan van i i , d.w.z. de 1e-orde benadering 
voor de w a t e r s p i e g e l . Hoev/el M. en C. d i t n i e t aangeven i s 
w e l l i c h t h i e r v o o r de r e c h t v a a r d i g i n g dat de hogere orde termen 
:,nntstaan a l s gevolg van de waterbeweging, 

4 

De berekeningen voor het n i e t - l i n e a i r e s t a t i o n b e t r e f f e n Newlyn. 
De n i e t - l i n e a i r e e f f e c t e n z i j n echter zwak, zodat v o l s t a a n kan 
worden met de be p a l i n g van s l e c h t s enkele punten van de b i - i r p ' s 
Voorts i s nog een punt van de t r i - i r p bepaald. De voornaamste 
r e s u l t a t e n worden gepresenteerd i n f i g . 12, 
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a ( t ) , bCD ingangsfuncuies a f g e l e i d u i t de g e t i j p o t e n t i a a l 

c ( t ) c ovar i an t i ef u n c t i e 

g v e r s n e l l i n g van de zwaartekracht 

h w a t e r s p i e g e l 

i,m,n i n t e g e r s 

k ( t ) i m p u l s r e s p o n s i e f u n c t i e 

s t r a a l aarde 

t t i j d 

ü(v), y ( t ) i m p u l s r e s p o n s i e f u n c t i e s 

x ( t ) i n - of uitgangsfunctieö 

z ( t ) r u i s 

C ( T ) , K ( T ) , X ( T ) , Z ( T ) l'ouriergetransformeerde van c ( t : ) , k ( t ) , x C t ) , z ( t ) 

F k r a c h t 

G g r a v i t a t i e c o n s t a n t e 

1 cons tanten 

L l e n g t e 

M massa 

M massa aarde 

R af s t a n d tussen aarde en hemellichaam... 

S s t r a l i n g s c o n s t a n t e 

T halve meetperiode 

p l a a t s f u n c t i e s a f g e l e i d u i t g e t i j p o t e n t i a a l 

a lioek 

constante 

constante (= cosa) 

P afs t a n d tussen hemcllichaan en p l a a t s op aarde 

e. A coördinatei 
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0 f r e q u e n t i e 

t i j d 

r e l a t i e v e s t r a a l aarde (~r/R) 


