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_ i 

I n l e i d i n g 

Voor een "bepaald s o o r t d e e l t j e s kan men een diffuslecoëfficiënt 

definiëren met behulp van het gemiddelde van h e t kwadraat van 

de v e r p l a a t s i n g e n der d e e l t j e s gedurende een zeker t i j d s v e r l o o p . 

Deze d i f f u s l e e o n s t a n t e i s a l l e s b e p a l e n d voor z e l f d i f f u s i e s t r o m e n 

i n m a t e r i a l e n d i e u i t één o f u i t meerdere componenten z i j n op­

gebouwd. 

Voor d i f f u s i e s t r o m e n a l s g e v o l g van een concentratiegradiënt 

van de componenten worden i n h e t algemeen de t r a n s p o r t v e r g e ­

l i j k i n g e n g e c o m p l i c e e r d e r . Ook dan e c h t e r kan van genoemde d i f -

f u s i e c o n s t a n t e nog met v o o r d e e l g e b r u i k geraêiakt worden, 

gen ruwe e e r s t e b e n a d e r i n g voor deze d i f f u s i e c o n s t a n t e kan 

gevonden worden door t e v e r o n d e r s t e l l e n d a t de opeenvolgende 

sprongen der d e e l t j e s h e l e m a a l o n g e c o r r e l e e r d z i j n . 

D i t was t o t voor enige j ; r e n de algemeen g e b r u i k e l i j k e gang 

van zaken, l i e t b l i j k t e c h t e r vaak v r i j eenvoudig voor h e t c o r r e ­

l a t i e - e f f e c t t e c o r r i g e r e n ^ 

Voor z u i v e r e z e l f d i f f u s i e w o r d t voor de c o r r e l a t i e f a c t o r een 

waarde gevonden d i e v r i j w e l g e l i j k i s aan i j voor z e l f d i f f u s i e 

i n l o g e r i n g e n en voor d i f f u s i e i n een concentratiegradiënt (',e.t, 

kan de f ac cor w el waar den aannemen k l e i n e r dan 1/4, 5r wordt nu 

zov/el voor l . r . g . a l s k.v.g. r o o s t e r s een e e r s t e b e n a d e r i n g 

gegeven voor de c o n c e n t r a t i e - a f h a n k e l i j k h e i d van deze c o r r e l a t i e ­

f a n t o r j w a a r b i j w o r d t u i t g e g a a n van h e t vacature-mechanisme. 



1,1De w e t t e n van F l c k 

Reeds l a n g voor 1900 vormden de b e i d e w e t t e n van R i c k de 

g r o n d v e r g e l i j k i n g e n voor de d i v e r s e d i f f u s i e v e r s c h i j n s e l e n . 

Beperken we ons t o t één coördinaat x en noemen wo h e t a a n t a l 

atomen van het s o o r t i per volume-eenheid N̂^ dan z i j n de 

v e r g e l i j k i n g e n z o a l s bekend: 

j. = - D.. grad.Nj^ 

2\ ( 2 ) 

B i j b e r e k e n i n g e n aan de Brownse beweging van i n v l o e i s t o f f e n 

gesuspendeerde d e e l t j e s vond E i n s t e i n eveneens de l a a t s t e 

v e r g e l i j k i n g . De w i s k u n d i g e u i t d r u k k i n g , d i e h i j voor D^ vond, 

komt onder I I I . 1 niider aan de o r d e . 

Op de be i d e genoemde v e r g e l i j k i n g e n v a l t n a t u u r l i j k n i e t s aan 

t e merken, wanneer men z i c h maar goed rekenschap g e e f t van het 

z u i v e r f e n o m e n o l o g i s c h k a r a k t e r e r v a n . Om t o t een a t o m a i r e 

i n t e r p r e t a t i e van D t e komen, gaf B i n s t e i n i n 1905 een e e r s t e 

h i n t ; h i j s c h r e e f t o e n : "An d i e s e E n t w i c k l u n g l a s s t s i c h noch 

e i n e w i c h t i g e Ueberlegung anknüpfen. V/ir haben angenonimen dass 

ciie e i n z e l n e R e l l c h e n a l l e a uf dasselbe K o o r d i n a t e n s y s t e m 

bezogen s e i n . Dies 1 s t j e d o c h n i c h t nötig, da d i e Bewegungen 

der e i n z e l n e T e i l c h e n voneinander unabhangig s i n d " . 

A l , g e l d t d i t u i t e r a a r d a l l e e n voor d e e l t j e s i n zeer verdunde 

o p l o s s i n g , t o c h z a l b l i j k e n d a t het beschouwen van de d i f f u n ^ 

derende d e e l t j e s a f z o n d e r l i j k vo.n g r o o t b e l a n g i s voor een 

c o r r e c t e f o r m u l e r i n g van de diffusiecoëfficiënt. 



T . 2 I ) 1 f f u 5 1 e_c O ëf f 1 c i ë n t 

Zo go.UïV i) n i e t meer f e n o m e n o l o g i s c h g e z i e n w o r d t , m;.,ar i n 

a t o m a i r e g r o o t h e d e n w o r d t u i t g e d r u k t , moet men n a t u u r l i j k er 

op z i j n q u i v i v e z i j n . Ter i i : L u s t r a t i e l i i e r v a n z u l l e n we een 

t o t voor k o r t nog o f f i c i e e l gebezigde a f l e i d i n g geven van de 

d i f fu.si ecoëf f iciënt voor zeer verdund s u b s t i t u t i o n e e l opgelos 

D-£i,tomen, Deze atomen worden a,angenomen z i c h s l e c h t s v i a h e t 

e n k e l v o u d i g vacaturemechanisme door de ma.trix vani f-éitomen 

te bewegen, 

:Cen atoom kan z i c h h i e r dus a l l e e n v e r p l f u a t s e n door i n een 

l e g e n a b u r i g e r o o s t e r p l a a t s ( v a . c a t u r e ) t e s p r i n g e n . 

De stroom van B-atomen i n de x - r i c h t i n g , t u s s e n de 2 n;^"mrige 

v l a k k e n gemeten, i s g e l i j k ar̂ .n h e t a a n t a l B atomen dat van 

vla.k 1 no.ar een b u u r v a c a t u r e i n v l a k 2 s p r i n g t , v e r m i n d e r d 

m t het a a n t a l dat I n omgekeerde r i c h t i n g i n g t . 

1 2 1 -\ c)'B' ^ 

"^B- 2 ^ ^^B +^-ö3r^^ 2 V B X 

V^B 

?-^'^Bx 'Tl 

^ ' zodat D^ - ^ ( 3 ) 

Bi er i n i s 

n„ = a a n t a l B-atomen per o p p e r v l a k t e - e e n h e i d 

Vbx = gemiddelde s p r o n g f r e q u e n t i e van een ''.-atoom i n h o r i z o n t 

r i c h t i n g (de h e l f t van de sprongen naar r e c h t s en de 

h e l f t nanr l i n k s , vandaar de f a c t o r ) . 

X = a f s t a n d der beide v l a k k e n , 
•Dn ''vB 

T7m 

Yoor ^ s c h r i j : t men g e w o o n l i j k V,.̂  = ('.e . 

w a a r i n met Ci^^ (m = m o b i l i t y ) b e d o e l d w o r d t de e n e r g i e h o o g t e 

van de pas d i e h e t B-atoom moet pa.sseren om op een vacante 

b u u r p l a a t s te komen en v/aa,rin met Û-,, ^'Q v o r m i n g s e n e r g i e 



\7 O i" cl t t) e cl 0 e 1 cl. voor zo' ri a n. a een, 13 -• a too rn g e b o rid en vac a t ur e . 

Dat de i n t e r p r e t a t i e van D a l s gegeven i n v g l . ( 3 ) mank kan 

gan.n, moge b l i j k e n u i t de c o n c l u s i e d i e men zou moeten t r e k k e n 

voor h e t g e v a l VQ zeer g r o o t zou worden. Dan zou n l . D en 

daarmee ook de rnassastroom zeer g r o o t worden, I n f e i t e b e h o e f t 

een B-atoom z i c h e c h t e r , a l w i s s e l t h e t nog zo s n e l van p l a a t s 

met een n a b u r i g e v a c a t u r e , n i e t o f n a u w e l i j k s t e v e r p l a a t s e n 

( d i t hangt o.a, a f van de f r e c t u e n t i e waarmee de andere atomen 

(d-atomen) i n genoemde va c a t i ^ r e s p r i n g e n ) , '.ie z u l l e n v e r d e r o p 

z i e n , dat K l i t bezwr:.,ar door h e t i n v o e r e n van een zgn. c o r r e l a t i e 

f a c t o r wordt opgeheven. 



1.3 3 e aware 11 

Beperken we ons i n h e t v e r v o l g t o t z e l f d i f f u s i e en d i f f u s i e va 

s u h s t l t u t i o n e e l o p g e l o s t e atomen i n m e t a l e n , dan mag h e t 

vacature-mechanisme voor v e r r e w e g h e t meest w a a r s c h i j n l i j k e 

gehouden worden. 

Houden we v a s t aan de e i s de diffusiecoëfficiënt a l s een 

z u i v e r a t o m a i r e g r o o t h e i d te w i l l e n b l i j v e n i n t e r p r e t e r e n , 

dan t r e d e n enkele e r n s t i g e bezwaren te g e n P i c k ' s w e t t e n 

naar v o r e n , 

a. Het e e r s t e bezwaar i s wel dat B i c k ' s e e r s t e wet ( 1 ) de 

i n d r u k wekt dat de d r i j v e n d e k r a c h t voor massastroom steeds 

gevormd wordt door de gradiënt vana de d e s b e t r e f f e n d e concen 

t r a t i e . Tegenwoordig w o r d t algemeen a l s de e i g e n l i j k e d r i j f 

veer ( " k r a c h t " ) voor massatra.nsport h e t s t r e y e n naar een 

homogene thermodynamlsche p o t e n t i a a l G over h e t h e l e r o o s t e r 

g e z i e n . Door deze o f gene u i t w e n d i g e oorzaak v e r t o o n t G 

nu een gradiënt, d o o r d a t een o f meerdere chemische 

p o t e n t i a l e n een gradiënt hebben, immers ^ 

d = 1 ^ / ^ + Hg/ig H- Nc/^(. ...... 

H i e r i n i s 

waa,rbij = a a n t a l i-atomen. per volume-eenheid. 

Voor k l e i n e grai,diënten v a n j _ i s de massastroom hiermee 

r e c h t e v e n r e d i g . 

A l l e e n voor h e t b i j z o n d e r e g e v a l v / a a r b i j h e t beschouwde 

m a t e r i a a l chemisch homogeen i s , zodat de aftornen een s o o r t 

Brownse beweging u i t v o e r e n , i s voor de gra.diënt van 

s l e c h t s de m e n g e n t r o p i e t e r m van b e l a n g ( z i e h o o f d s t u k I I I ) 

. n i e r w o r d t da.n ook r e c h t s t r e e k s F i c k ' s e e r s t e wet gevonden. 

B i j v o o r b e e l d b i j z e l f d i f A u s i e van k l e i n e c o n c e n t r a t i e s 



t r ; i G e r s , waar op e l k t r a c e r a t o o m (inc'ex ) de genoemde k r a c h t 

g r a d i e n t p,^ werkzaam i s : 

^ i = ^ ' ' i % g r a d . ^ ^ (M^ = h e w e e g l i j k h e i d ) ( 4 ) 

I , I i e r i n i s ju^ = JH^ + kT I n , zodat ( 4 ) o v e r g a a t i n 

= -M^kT g r a d . = " g r a d . N. 

h. Een ander hez\7aar t e g e n F i c k ' s wetuen i s , d a t de zgn. d i i l u s i e 

c o n s t a n t e v r i j w e l s t eeds c o n c e n t r a t l e - a f h e n k e l i j k h l i j k t t e 

z i j n . Om h i e r i n i n z i c h t t e k r i j g e n , moet h e t mechanisme van 

de d i f ^ T u s i e nader onder de loupe genomen worden. 

c. Het g r o o t s t e bezv/aar i s e c h t e r wel d a t z e l f s na i n v o e r i n g 

( v o l g e n s 3a) van de gradiënt van de chemische p o t e n t i a a l , i n 

p l a a t s van de b e t r e f f e n d e concentratiegradiënt, i n P i c k ' s 

e e r s t e f o r m u l e nog de zga, k r u i s t e r m e n worden verwaarloosd« 

:6oals i n I I nog z a l b l i j k e n , mogen de t r a n s p o r t b i j d r a g e n a l s 

g e v o l g van de gradiënten van andere componenten n i e t zonder 

meer worden t e r z i j d e gescboven^ 

4 
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I I . 1 Kxniseffecten 

B i j t a l van v e r s c h i j n s e l e n kunnen v/e o v e r d u i d e l i j k z i e n , d a t 

een h e p a a l d t r a n s p o r t v e r o o r z a a k t w o r d t door een d r i j v e n d e 

k r a c h t , d i e s c h i j n b a a r hiermee n i e t s van doen h e e f t . B i j v o o r b e e l d 

. h e t B e l t i e r - e e f e e t , wa;,r a l s g e v o l g van een t e m p e r a t u u r -

gradiënt een concentratie-gradiënt o n t s t a a t . 

. h e t S o r e t - e f f e c t 5 waar a l s g e v o l g van een températuur-

gradiënt een concentratie-gradiënt o n t s t a a t . 

. h e t D u f o u r - e f f e e t , waar omgekeerd een temperatuurgradiënt 

o n t s t a a t t e n g e v o l g e van een concentratie-gradiënt. 

Het i s vanwege d i t ' s o o r t v e r s c h i j n s e l e n d a t men v o o r z i c h t i g e r 

i s geworden met h e t veronachtzamen van k r u i s t e r m e n , dkanneer 

de voor h e t f y s i s c h g e v o e l t o t a a l v e r s c h i l l e n d e g r o o t h e d e n reeds 

zo s t e r k g e c o r r e l e e r d z i j n , i s h et v o o r z e k e r o n v e r a n t w o o r d 

volkomen g e l i j k w a a r d i g e g r o o t h e d e n , a l s de gradiënten van 

de chemische p o t e n t i a l e n van de d i v e r s e componenten van een 

m a t e r i a a l t o c h z i j n , t e s c h e i d e n . 



-1.2 2ill££!I!££!lItî ^ i 

De k l a s s i e k e thermodynamica g e l d t s e a l s hekend s l e c h t s daar, ' 

waar sprake i s van t h e r m o - s t a t i s c h e v e n w i c h t . T r a n s p o r t v e r ­

s c h i j n s e l e n , ook a l z i j n ze s t a t i o n a i r , v a l l e n h i e r dus u i t e r ­

a a r d h u i t e n . 

Het i s nu de g r o t e v e r d i e n s t e van de thermodynamica voor 

i r r e v e r s i h e l e proeessen, dat voor n i e t a l te g r o t e a i w i j k i n g e n 

van de e v e n w i c h t s t o e s t a n d t o c h de thermodynamlsche f o r m u l e r i n g e n 

h r u i k h a r . r worden gemaakt. 

Ook h u i t e n h e t thermodynamisch e v e n w i c h t wordt de g e l d i g h e i d 

van de hoofdwet aangenomen: 

Tdd = dU + PdY -YL\ clM^ ( 5 ) 

met d i e n v e r s t a n d e dat g r o o t h e d e n a l s S ea T nu g e d e f i n i e e r d 

z i j n a l s de p l a a t s e l i j k e evenwichtswaarden die b e r e i k t zouden 

worden, i n d i e n h e t b e t r e f f e n d e ( k l e i n e ) d e e l van h e t r o o s t e r 

zou worden a f g e z o n d e r d van de r e s t . 

De a f w i j k i n g e n van de t h e r m o s t a t i s c h e waarden mogen n i e t t e 

g r o o t z i j n , daar anders de k i n e t i s c h e v e r d e l i n g s f u n c t i e s n i e t 

meer c o n v e r g e r e n naar een Maxwell-Boltzmann v e r d e l i n g ^ 

De e n t r o p i e - v e r a n d e r i n g i n ( 5 ) moeten we nu beschouwen a l s te 

z i j n opgebouwd u i t twee g e d e e l t e n n l . de van b u i t e n a f t o e g e ­

voerde e n t r o p i e 

d^^S = ^ dQ 

en de e n t r o p i e - p r o d u c t l e t e n gevolge van i r r e v e r s i b e l e p r o ­

cessen b i n n e n h e t systeem d^S 

Zo i s dus dS = -H. + ^ + (1^ S 

Door het o p t r e d e n van t r a n s p o r t e n b i n n e n h e t beschouwde systeem 

z a l de e n t r o p i e S n i e t meer maximaal z i j n | de k l e i n e a f w i j k i n g 

AS van h e t s t a t i s c h e e v e n w i c h t i s nu i n e e r s t e b e n a d e r i n g 

een k w a d r a t i s c h e u i t d r u k k i n g i n de v e r s c h i l l e n d e a^-waarden, 

d i t z i j n a f w i j k i n g e n van de e v e m v i c h t s t o e s t a n d v a n ' t o e s t a n d s -
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g r o o t h e d e n .nis d ruk, t e m p e r a t u u r en c o n c e n t r a t i e s . 

Zo g e l d t dan ds/b 

= - ^ ( S i k = S k i ) 

I n deze f o r m u l e mogen we a^ i n t e r p r e t e r e n a l s de f l u x en 

-r—^ a l s de k r a c h t X. z o a l s u i t h e t volgende v o o r b e e l d d u i d e l i j k 
i 

moge worden. 

',ïe nemen een systeem van één component bestaande u i t 2 even 

g r o t e dèlen I en I I , w a a r t u s s e n a l l e e n m a t e r i e - en e n e r g i e ¬

u i t w i s s e l i n g o p t r e e d t . - ^ 

Dan i s n a t u u r l i j k de e n e r g i e - u i t v / i s s e l i n g A U j = - A U j j 

en de m a . s s a - u i t w i s s e l l n g Z i M j = - A I I - j - j 

t e r w i j l v o l g e n s f a y l o r voor voldoende k l e i n e a f w i j k i n g e n 

g e l d t : 

^ S , = 4 | . A^J 4 1 . AM + 1 .0 . (z^ U ) 2 ^ l l f . AU AM 

Aangezien de e n t r o p i e - v e r a n d e r i n g / i S ( g e d e f i n i e e r d per 

massa-eenheid) g e l i j k i s aa,n ( ̂  Sj '^'^n-^^'^ v e r v ; a l l e n de 

liïieaire termen. 

Differenciëren we ( 6 ) naar de t i j d , dan k r i j g e n we: 

Yolgens ( 5 ) g e l d t 

3 S i 

b i j c o n s t a n t volume dat TdS = dü -^^dk zodat -^-^ - en 

= -A^ ^ zodat we k r i j g e n : 
-L n_ 

= JU'^U J a ^ ^ % • ^7) 



De e n t r o p i e p r o d u o t i e I s dus de sorn va.n de p r o d u c t e n van de 

geconjugeerde " f l u x e n " en "krachten-', p r e c i e s a l s h i j de w e l ­

bekende J o u l s e w a r r n t e - o n t w l k k e l l n g . 

Het i s de thermodynamica voor i r r e v e r s i b e l e p r o c e s s e n d i e h e t 

m o g e l i j k maakt de d r i j v e n d e "krachten'^ nader t e s p e c i f i c e r e n , 

Idet b e h u l p van h e t bovenstaande z u l l e n we nu F i c k ' s e e r s t e 

t r a n s p o r t v e r g e l i j k i n g vervangen door een v e e l algemenere. 
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11.3 " ^ o r m u l i ^ ^ 

Beperken we ons t o t d i f f u s i e i n m a t e r i a l e n , w a a r b i j noch een 

temperatuurgradiënt, noch e l e c t r i s c h e o f mechanische spanningen 

z i j n aangelegd, dan worden de enige d r i j v e n d e " k r a c h t e n " ge­

vormd door gradiënten van de chemische p o t e n t i a l e n van de 

d i v e r s e componenten. 

Voor k l e i n e gradiënten mogen we voor de f l u x e n een l i n e a i r e 

c o m h i n a t i e van de d r i j v e n d e k r a c h t e n s c h r i j v e n . 

Beschouwen we de d i f f u s i e v i a v a c a t u r e s i n A-B l e g e r i n g e n , dan 

v o l - t voor de s t r o o m v e r g e l i j k i n g e n : 

R = - B . ^ 4 ^ ) - B . B ^ - B y ^ ^ ) 

B = - - B B -è ( 4 ^ ) - "̂.3v ( 4 ^ ) 

= - B A i f ^ r - ) " B B C ^ ) - B v é 4 )̂ 
Secleiücen ive dr.t + = Jy •'''̂  '̂ '̂ ^ ""^'^Sel 

i a a,f g e l e i d d a t L^^ = L ^ j dan kunnen we de v e r z e i l j k l n c e n 

I e t s vereenvoudlf^en 

J.. - g r a d . (/^^ - / ^ y ) - Sïad (/^^^ - / ^ y ) 

g r a d . , ^ _ ^ ^ ) ^ ^^^^ - A r ) 

ïleraen we met Bardeen '̂̂  aan dat de v a c a t u r e s i n t h e r m i s c h 

e v e n w i c h t v e r k e r e n , d a t er met andere woorden door de t h e r m i s c h e 

a g i t a t i e van h e t r o o s t e r e v e n v e e l v a c a t u r e s v e r d w i j n e n a l s er 

nieuwe o Ut s t a a n , dan -is nog /<V = = O 

Aangezien de v e r g e l i j k i n g e n ( s ) n a t u u r l i j k ook g e l d e n voor h e t 

b i j z o n d e r e g e v a l van z e l f d i f f u s i e ( z e e r k l e i n e c o n c e n t r a t i e s 

t r a e e r a t o m e n B ) , mogen we a l s i n I . 3 a weer s c h r i j v e n d a t 

g r a d . ^ , = ^ . g r a d . N, en grad.^^., = ^ , g r a d . N,,. 

I n p l a a t s van de coëfficiënten ^ mogen we dus d i f f u s i e ­

coëfficiënten D. . s c h r i j v e n , zodat de v g l ( 8 ) t e n s l o b t e de 
X J 

volgende vorm k r i j g t : 



Het z i j nog opgemerkt fl;..t ook [9) s l e c h t s a l s een fenomeno­

l o g i s c h e u i t d r u k k i n g h e z i e n mag worden, w a a r i n de coëfficiënten 

geen c o n s t a n t e n hoeven z i j n CjUJ.^ =/^,^ -/^y ) • 

Vanwege z i j n zeer algemeen k a r o k t e r v e r d i e n t ( 9 ) e c h t e r 

s t e r k de v o o r k e u r hoven F i c k ' s v e r g e l i j k i n g . 

A l v o r e n s van bovenstaande v e r g e l i j k i n g e n g e b r u i k t e maken, 

z u l l e n we d i n s t e i n s i n t e r p r e t a t i e van "^ick^s 2e v e r g e l i j k i n g 

nog nader beschouwen. 
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I I I C o r r e l a t i e b e j ^ r i 2 

1) 

I I I . 1 Diffiisiecoëfficient Y o l j ^ e n n _ _ , _ _ ; ^ i j ^ ^ 

I l e t mecbanisrne van de d i f f u s i e nog volkomen i n h e t midden 

l a t e n d , i s h et a l s n o g m o g e l i j k i e t s naders van de d i f f u s i e -

ooëfficiënt u i t ( 2 ) t e zeggen, ,/el b e p e r k t de s c h r i j v e r z i c h 

t o t d i f f u s i e v a n ' d e e l t j e s d i e i n een zódanig k l e i n e concen­

t r a t i e aanv/ezig z i j n , dat ze e l k a a r geenszins beïnvloeden. 

S t e l t h i j 

f ( x , t ) = a a n t a l d e e l t j e s ( t e r p l a a t s e x en t e n t i j d e t ) per 

volume eenheid 

^ - v e r g r o t i n g van de x - c o o r u i n a a t van een d e e l t j e 

gedurende de t i j d T 

) = f r a c t i e der d e e l t j e s met een x-toename gedurende f 

t u s s e n ^ e n A+ d ^ , 

dan g e l d t voor de v e r d e l i n g der d e e l t j e s over x t e n t i j d e 

t d a t 
f ( x , t + r ) = f ( x - 4 , t ) <^(A)dZi . 

H i e r i n s t e l t dus f ( x - / l , t ) onder h e t I n t e g r a a l t e k e n h e t 

a^antal d e e l t j e s t e n t i j d e t voor welke met de kans PCA) 

na T seconden de coördinaat x b e r e i k t . 

O n t w i k k e l i n g aan be i d e z i j d e n van h e t g e l i j k t e k e n g e e f t : 

A=~-oo) 

. . . 1 ( A ) öA 
^ a A 

f 
Ö b ] J O ̂  

Omdat nu ^ ^ ( Z \ ) d Z i = 1 e n y ( A ) = ^ ( - Z ^ ) ^ 

— o6 

d i t l a a t s t e a l l e e n 
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voor chemisch homogene m a t e r i a l e n , g e l ^ l t : 

D i t i s dus F i c k ' s v e r g e l i j k i n g ( 2 ) aa n g e v u l d met een d u i d e l i j k e 

I n t e r p r e t a t i e van de diffusiecoëfficiënt D , 

= Tv; \A(fiA^d.A = < ^ ( 1 0 ) 

5) 

Ook Le C l a l r e ^ v i n d t l a n g s een i e t s andere weg d i t z e l f d e 

r e s u l t a a t . 

De diffusiecoëfficiënt i n de x - r i c h t i n g i s b e t gemiddelde 

van h e t kwadraat van de toename van de x - c o o r d i n a a t gedurende 

het t i j d s v e r l o o p g e d e e l d door 2 T . D i t m i d d e l e n g e s c h i e d t 

over a l l e d e e l t j e s van de b e t r e f f e n d e s o o r t . Yoor i s o t r o p e 

media i s dus 

Uitgaande van deze u i t d r u k k i n g voor de diffusiecoëfficiënt nu, 

z a l h e t voor d e e l t j e s i n zeer k l e i n e c o n c e n t r a t i e m o g e l i j k 

b l i j k e n u i t de fe n o m e n o l o g i e l o s t e komen. 



I l l , 2 C o r r e l a t i e voor z e l f d i f f u s i e 

De d i f f u s i e van v a c a t u r e s i n een homogeen en voor d i f f u s i e 

i s o t r o o p medium ( a l s de d l a m a n t s t r u o t u u r en de d r i e k u h l s c h e 

s t r u c t u r e n ) nemen, we aan a l s t e z i j n vollcomen random. 

De door een Va.cature a c h t e r e e n v o l g e n s u i t g e v o e r d e sprongen, 

z i j n h i e r i n h e t gehee l n i e t g e c o r r e l e e r d . 

Anders z a l d i t nu b l i j k e n t e z i j n voor de d i f f u s i e van de 

atomen z e l f , d i e Immers a f h a n g t van de v a c a t u r e v e r d e l i n g om 

de atomen^ 

I n t e g e n s t e l l i n g t o t de v a c a t u r e , d i e na e l k e sprong een 

v o l l e d i g symmetrische omgeving behoudt, i s de omgeving van een 

éénma.B.1 gesprongen atoom as y m m e t r i s c h en i s de kans dat de 

e e r s t e sprong door de tweede w o r d t t e n i e t g e d a a n g r o t e r dan de 

kans dat h e t atoom voor de tweede maal i n d e z e l f d e r i c h t i n g 

s p r i n g t 

V7e z u l l e n d i t c o r r e l a t i e e f f e c t w i s k u n d i g f o r m u l e r e n en 

voor een eenvoudig g e v a l e x a c t berekenen. 

We b e p a l e n d a a r t o e e e r s t de diffusiecoëfficiënt D,̂  voor een 

m a t r i x van A-atomen waarover een k l e i n e gradiënt van de 

v a c a t u r e c o n c e n t r a t i e s t a a t . 

Aangezien de v a c a t u r e s een z u i v e r brownse beweging z u l l e n 

u i t v o e r e n , i s h i e r E i n s t e i n ' s i n t e r p r e t a t i e v an F i c k ( 1 1 1 , 1 ) 

v o l l e d i g van k r a c h t , z o d a t : 

j - _ D — ^ . w a a r i n v o l g e n s ( 1 0 ) de coëfficiënt 
V, V Sx ' O V / 

< > > > < < > >^.ta2 >>a2 

(>'= v a c a t u r e s p r o n g f r e c i u e n t i e en a = s p r o n g a f s t a n d ) . 

I n d i t z e l f d e v o o r b e e l d mogen we e c h t e r ook v o l g e n s ( 9 ) t e 

v/erk gaa.n 



= _ grad^^kT ( i n N,., - I n N̂ -̂) 

= - ^ g r a d ^ Ik - g r a d ^ W,,) 

Bedenken we dat = - _ _ L dan w o r d t dus 

^ A = ^ = jr ' ^hi - ^ ( 1 1 ) 

De coëfficiëntB^^ mag i n t e g e n s t e l l i n g t o t D^ n i e t v o l g e n s 

d i n s t e i n ( 1 0 ) geïnterpreteerd worden, omdat voor de A-atomen 

het m a t e r i a a l inhomogeen i s . De Jeans dat een A-atoom een 

a f s t a n d /\ a f l e g t i s r i c h t i n g a f h a n k e l i j k zodat ^ ( ^ ) ^ (j?(-^A). 

B i j normale z e l f d i f f u s i e d . e . t . mogen we de diffusiecoëfficiënt 

i.)^ n a t u u r l i j k weer wel vol^,ens B i n s t e i n i n t e r p r e t e r e n . Voor 

gemerlite atomen ( A - t r a c e r s ) g e l d t zodoende 

D. = - ^ ^ ^ 
A 

w a a r h i j we de t i j d t_,^ nu zo l a n g k i e z e n d a t gemiddeld i n deze 

t i j d e l k atoom evenveel sprongen maakt a l s een v a c a t u r e i n de 

t i j d t,^-. D i t t i j d s v e r l o o p t , bed r a a g t dan ~ . t , , . 
"V 

We v i n d e n nu voor de v e r h o u d i n g van de diffusiecoëfficiënten 

D e n l D j . ^ de zogenaamde c o r r e l a t i e f a c t o r f . 

. °A < 4 ? / 2 t A ^ < X I > / 2 V 
= — = -Jl^— = .—.^^ 

F 
• . D̂ , jL • < X v > / 2 t y 

<^X?)n maal s p r i n g e n d atoom 

^Xy^n maal s p r i n g e n d e v a c a t u r e 

Beperken we ons voor h e t gemak t o t de voor d i f f u s i e I s o t r o p e 

r o o s t e r s dan mogen .we i n t e l l e r en noemer de v e r p l a a t s i n g e n i n 

de X - r i c h t i n g vervangen door de v e r p l a a t s i n g e n ïf i n d r i e 

d i m e n s i e s . 



V e r v o l g e n s mogen we i n p l a a t s van de m i d d e l i n g over zeer v e l e 

t r a c e r s ( r e s p . v a c a t u r e s ) u i t te vo e r e n , ook één enkele t r a c e r 

( r e s p . v a c a t u r e ) beschouwen gedurende o n e i n d i g lange t i j d 

( n - > o ^ ) . 

.ï'e k r i j g e n dan dardeen ^ en 'dompaan ^ v o l g e n d : 

(xZ. + Yt + . f t + T^) t r a c e r 

n->o6 ( f ^ + + ...... + r"^) v a c a t u r e 

n n - i 

V,nr 
l i m 
i-7c^ ( n r 1 2 2 ^ 2Z r ^ . r ^ )vac 

• n—> o6 

V e r o n d e r s t e l d i s h i e r d a t voor t r a c e r s a l l e e n voor e i n d i g e j 

en voor v a c a t u r e s i n het ge h e e l geen c o r r e L a t i e b e s t a a t t u s s e n 

de opeenvolgende sprongen. 

S c h r i j v e n we voor de inwendige p r o d u c t e n i n de t e l l e r c o s i n u s s e n 

dan Y/or d t f : 

Omdat v o o r t s vanwege de symmetrie s m , • = O g e l d t : 

6 © « © 

- 1 H- 2' e ^ ' + e 

= 1 + 2 { c o s Q.^._^^^ (cos ^ (eos Or^,,^)^ + 

^ °°^i i.|1 

i - cos ö. . . 
1.1+1 

1 + ^ 
I . tl. 

(12) 



De c o r r e l a t i e i s alléén een g e v o l g van het meerdere malen van 

p l a a t s v e r w i s s e l e n van de t r a c e r met een en d e z e l f d e v a c a t u r e . 

U i t symmetrie overwegingen v o l g t dat de c o r r e l a t i e t u s s e n de 

1e en 2e sprong g e l i j k i s aan d i e t u s s e n de 2e en 3e s p r o m % 

I n de f o r m u l e ( 1 2 ) s t e l t J ^ r r ^ ^̂ ^̂  gemicdelde voor van de 

c o s i n u s van de hoek t u s s e n de r i c h t i n g van de e e r s t e sprong en 

d i e van de tweede' sp r o n g . Deze g r o o t h e i d kan vaak ex a c t worden 

u i t g e r e k e n d ; steees kan e c h t e r ook h e e l eenvoudig een ruwe 

e e r s t e b e n a d e r i n g worden gegeven, 

' ^ " [ ^ ^ ^ b e n a d e r i n g b e r u s t h i e r o p , d a t alló^n de kans i n 

r e k e n i n g ' w o r d t g e b r a c h t , dat de v a c a t u r e waarmee de t r a c e r 

eenmaal van p l a a t s v e r w i s s e l d e d i r e c t daarna (dus zonder e v t . 

t u s s e n s p r o n g e n ) weer t e r u g s p r i n g t . Deze kans i s 1/Z, a l s Z h e t 

a a n t a l d i c h t s t b i j l l g g e n d e b u u r p l a a t s e n i s ; d i t a a n t a l i s voor 

de d i a m a n t s t r u c t u u r 4, voor de k u b i s c h r u i m t e l i j k e 8 en voor 

de k u b i s o h v l a k k e n g e c e n t e r d e 12. Formule ( 1 2 ) g e e f t dan de 

onderstaande t a b e l z i j n deze b e n a d e r i n g e n v e r g e ^ 

l e k e n met de j u i s t e waarden van K. Cornpaan en Y. Haven^^^ 

c o r r e l a t i e f a c t o r e n voor z e l f d i f f u s i e v i a v a c a t u r e s 

d i a m a n t r o o s t e r 

k u b i s o h r o o s t e r 

k u b . g . r o o s t e r 

k u b . v l . g , r o o s t e r 

1 ^ ^ 1 7 4 

fu,^ - 1/6 

V 8 

rT"T/ïT -

0, 600 f = 0,500 

0, 714 f : _ r i p; O 
-

0, 778 f = ̂ 0,727 

0,846 f . •- 0,781 

Z o a l . u i t de t a b e l i s a f t e l e z e n , i s voor z e l f d i f f u s i e de 

c o r r e c t i e a l s g e v o l g van h e t i n r e k e n i n g brengen van de 

c o r r e l a t i e n a u w e l i j k s van b e l a n g . Anders wordt d i t voor de 

b e r e k e n i n g van D voor o p g e l o s t e atomen, z o a l s door A.D.Le C l a i r : 

d u i d e l i j k w o r d t aangetoond en z o a l s d i t ook reeds i n 1.2 b l e e k 

8 
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Met behulp van de f o r m u l e ( 1 2 ) a a l nu de c o r r e l a t i e f a c t o r f , 

d i t i s dus de f a c t o r d i e c o r r i g e e r t voor de m e e s t a l v e r ­

waarloosde c o r r e l a t i e t u s s e n opeenvolgende sprongen, e x a c t 

worden a f g e l e i d voor h e t e e n v o u d i g s t denkbare r o o s t e r , t e 

weten b e t 2- d i m e n s i o n a l e h o n i g r a a t r o e s t e r . A l i s deze f a c t o r 

voor z e l f d i f f u s i e van w e i n i g b e l a n g , daarom v e r l i e s t de h i e r 

t e s c h e t s e n methode (Iw Cornpaan) nog n i e t s aan b e t e k e n i s , 

omdat deze te r u g k o m t b i j d i f f u s i e van a n d e r s o o r t i g e atomen. 

I n nevenstaande f i g u u r h e e f t 

e l k r o o s t e r p u n t 3 b u r e n . I'unt 

P s t e l t een v a c a t u r e v o o r , 

punt Q i s b e z e t door een 

t r a c e r a t o o m , a l l e andere r o o s t e r ­

punt en z i j n b e z e t door normale 

r o b s t e r a t o m e n . We s t e l l e n ons 

deze s i t u a t i e voor a l s t e z i j n o n t s t a a n na een e e r s t e sprong 

van de t r a c e r van P naar Q en we v r a g e n ons a f wat de kans 

i s d a t de i n P g e a r r i v e e r d e v a c a t u r e na meer o f minder 

sprongen t o c h weer op de p l a a t s Q t e r e c h t komt. 

Z i j 1^ de kans d a t de v a c a t u r e ( d i r e c t o f na andere t u s s e n ­

s p r o n g e n ) v i a P naar Q s p r i n g t ; I g de kans d a t d i t v l a de 

p u n t e n R o f S g e s c h i e d t . Dan v i n d e n we g e m a k k e l i j k de g e m i d d e l ­

de c o s i n u s van de hoek t u s s e n de e e r s t e en de tweede t r a c e r -

s p r o n g : c o s " " ^ ^ = i , , c o s 7 r + 2 1 ^ cos 7r/3 = - 1^ + ^2 " 

Om 1 te v i n d e n , kunnen we ons 

het b e s t e v o o r s t e l l e n d a t i n 

P een v a c a t u r e s t r o o m = 1 w o r d t 

geïnjecteerd waarvan 1,̂  r e c h t ­

s t r e e k s en 2 X i g v i a b e t r o o s ­

t e r naar d l o p e n . 

I n j e c t e r e n we nu b o v e n d i e n R en 
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3 een n e g a t i e v e v a c a t u r estroom = ^, dan v/ordt de t o t a l e 

s troom ipQ = 1 en 1 ^ ^ = i g n ^ - l ' 

V e r t a l e n we d i t probleem i n de v e e l r i j k e r e e l e c t r i s c h e t a a l , 

dan v i n d e n we 1 a l s volgt» 

d e , s t e l l e n ons een netw e r k van a l l e m a a l g e l i j k e weerstanden voor 

en kunnen ons I p ^ opgebouwd denken u i t de som van een stroom 

a l s g e v o l g van de b i j ? geïnjecteerde stroom (~ d e e l h i e r v a n 

l o o p t i n de r i c h t i n g Q) en stroüien t . g . v . de b i j R en V, ge-

i n j e c t e e r d e stromen ( h i e r v a n l o o p t j d e e l naar en v a n u i t O 

i T..- + 
1 1 

f = 

1 

1 + ± 

1 
T 

'.ie z i e n dus dat voor de 2-di!neasional6 h o n i g r a a t s t r u c t u u r d( 

c o r r e l a t i e f a c t o r - j b e d r a a g t . 



-' '̂-'̂  C or r e l a ^1^,^. Viig2;gjll 1'uo j e vr,n 3~r, t o rn e n 
_____ _ ^ 

Zoals reeds onder 1.2 werd op,- u c r k t i : ^ D-„ / G , X v r > omdat 

Aroor zeer g r o t e -jP,̂  n i e t g r o o t b e h o e f t t e worden. 

A l w i s s e l t Immers een B^atoom nog zo s n e l van p l a a t s met z i j n 

n a b u r i g e v a c a t u r e dan h o e f t d i t nog geen e f f e c t i e v e v e r p l a a t s i n g 

te geven^ 

Beschouwen we het nevenstaande 

2 - d i m e n s i o n a l e r o o s t e r van A-atomen 

dan b l i j k t de d i f f u s i e van B-atomen 

h i e r i n n i e t met een e n k ele s p r o n g - ' 

f r e q u e n t i e ^ afgedaan t e 

kunnen worden.,Bet i s immers ook 

van b e l a n g met welke f r e q u e n t i e een v a c a t u r e Â an de ene 

b u u r p l a a t s van B naar de andere b u u r p l a a t s s p r i n g t . So ook de 

f r e q u e n t i e s en waarmee v a c a t u r e s een b u u r p l a a t s v e r l a t e n 

o f innemen. T e n s l o t t e i s nog van b e l a n g de f r e q u e n t i e H = 
y si 

waarmee een v a c a t u r e I n h e t normale r o o s t e r s p r i n g t ^ 

De a a n d a c h t i g e l e z e r z a l nu hebben begrepen dat a l deze 

f r e q u e n t i e s hun i n v l o e d z u l l e n doen g e l d e n i n de c o r r e l a t i e ­

f a c t o r , d i e h i e r d o o r i n p r i n c i p e s t e r k i n g r o o t t e variërende 

waarden ka'n aannemen^ 

A l v o r e n s d i t e c h t e r v o l g e n s de e l e g a n t e manier van Cornpaan 

nader u i t t e werken ( z i e V) z u l l e n we ons gaan b e z i g houden met 

h e t nog n i e t genoemde d i f f u s i e - b e e l d van K l k u c h i . Het g r o t e 

v o o r d e e l van d i t b e e l d boven dat van Cornpaan c.s. i s dat h e t 

n i e t zo s t e r k gebonden i s aan de e i s dat de c o n c e n t r a t i e van de 

o p g e l o s t e d i f f u n d e r e n d e E-atomen l a a g moet z i j n , zodat i e t s 

gezegd kan worden over de c o n c e n t r a t i e a f h a n l c e l i j k h e i d van de 

c o r r e l a t i e f a c t o r . 





' H s i e b e e 1 d_ van_R_, _ X i ^ 

IV.1 Ve£ond£r^^ 

A n a l y s e r e n we de d i v e r s e a r t i k e l e n van E i k u c h l dan b l i j k t z i j n 

d i f f u s i e b e e l d op de volgende v e r o n d e r s t e l l i n g e n t e b e r u s t e n : 

a. A l s m a s s a s t r o o r n v e r g e l i j k i n g e n worden gebe z i g d de v e r g . ( 9 ) ^ 

d i e o n t s t a a n z i j n u i t de thermodynamica voor i r r e v e r s i b e l e 

p r o c e s s e n , 

b. De h i e r i n voorkomende chemische p o t e n t i a l e n worden a f g e l e i d 

u i t de f o r m u l e voor de v r i j e e n e r g i e v o l g e n s Bethe, welke een 

e e r s t e b e n a d e r i n g i n h o u d t voor k o r t e a f s t a n d o r d e n i n g . 

Opgemerkt z i j dat een reeds bekende b e t e r e b e n a d e r i n g voor 

de v r i j e e n e r g i e b i j het berekenen van de d i f f u s i e -

coëfficiënt werd verworpen vanwege de daardoor t e s t e r k 

toenemende omvang der b e r e k e n i n g e n ^ 

c. Er i s geen lange a f s t a n d o r d e n i n g , zodat a l l e r o o s t e r p u n t e n 

a e q u l v a l e n t z i j n , 

d. Het d i f f u n d e r e n i s een v a c a t u r e - p r o c e s ; de v a c a t u r e - c o n c e n ^ 

t r a t i e op de d i r e c t e b u u r p l a a t s e n van B - v e r o n t r e i n i g i n g e n I n 

de z u i v e r e A - m a t r i x w i j k t met een b o l t z m a n n f a c t o r a f van de 

i n de m a t r i x heersende v a c a t u r e c o n c e n t r a t i e . 

Deze f a c t o r i s voor verdunde o p l o s s i n g e n u i t de onder b 

genoemde v r i j e e n e r g i e f o r m u l e a f t e l e i d e n . 

e. De s p r o n g f r e q u i n t i e van eea B^atoom I n een n a b u r i g e v a c a t u r e i s 

m i t s a l l e omgevende atomen van h e t s o o r t A z i j n . Zo i s 

• de s p r o n g f r e q u e n t i e van een v a c a t u r e i n een z u i v e r e A-omgeving 

k . r . g . - r o o s t e r , waar een atoom s l e c h t s s p r i n g t 

v a n u i t h e t m i d d e l p u n t van een e l e m e n t a i r e kubus naar een der 

h o e k p u n t e n , z i j n op het s p r i n g p r o c e s ( z i e f i g u u r ) van het 

beschouwde atoom 2, x 7 buuratomen van i n v l o e d . 

S t e l bv. dat het s p r i n g e n d e atoom van h e t type A i s en dat 

er geen e n k e l van de 14 b u r e n van h e t t y p e B i s , dan i s 
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e l k e r o o s t e r p l a a t s roor de v a c a t u x e ( p u n t e n 1,2,3,4) a e q u l v a l e n t 

t z l j n e n e r g i e b e t r e f t ( s p r o n g f r e q u e n t i e = V » ) . 
Jri. 

S t e l nu dat i n punt 6 van d e z e l f d e f i g u u r h e t enige B-atoorn 

z i t i n de gehele omgeving, dan z a l dus de s p r o n g f r e q u e n t i e voor 

een v a c a t u r e vanaf p u n t 5 naar 6 g e l i j k D?g z i j n . 

De n i v e a u s 5 en 6 z i j n van d e z e l f d e hoogte omdat een v a c a t u r e 

op 5 en een B-atoom op 6 e n e r g e t i s c h i d e n t i e k i s met de v e r ­

w i s s e l d e t o e s t a n d w a a r b i j de v a c a t u r e op 6 en h e t B-atoom op 

3 z i t . 

Met h e t B-atoom op 6 z a l nu b.v. de v a c a t u r e - s p r o n g f r e q u e n t i e 

van 4 3 k l e i n e r en van 3-^4 g r o t e r z i j n dan >>. . 

Volgens K l k u c h i z i j n deze f r e q u e n t i e s : 

w a a r i n kan worden u i t g e d r u k t i n p a a r e n e r g i e e n : 

2 ^ = - B B ) - ( B Y - B A ) 

n i e r w o r d t dus i m p l i c i e t aangenomen dat het v a c a t u r e n i v e a u 3 

(op één a t o o m a f s t a n d van de v e r o n t r e i n i g i n g ) 2 A I s o p g e t i l d , 

t e r w i j l n i v e a u 4 op z i j n p l a a t s b l i j f t en h e t maximum t u s s e n 

4 en 5 A hoger w o r d t . 

I n d i e n nu de p l a a t s 6 s l e c h t s met een kans ƒ3 door een B-atoom 

be z e t w o r d t , dan z a l de f r e q u e n t i e t u s s e n 4 en 5 ook s l e c h t s 

voor deze f r a c t i e worden beïnvloed zodat dan g e l d t : 

H , 5 = [/Sexp. (^ ̂ /kï) + 1 

^5,4 = f / ^ e x p . ( + /\/kT) + 1 

f . Z o a l s we onder e de i n v l o e d op de s p r o n g f r e q u e n t i e zagen van 

één a f w i j k e n d huuratoom, zo wordt de i n v l o e d van a l l e 14 b u r e n 

van h e t s p r i n g e n d e paar ( v a c a t u r e en atoom) i n r e k e n i n g - e b r a c h t 
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door t e v e r o n d e r s t e l l e n d a t e l k e b u u r p l a a t s met een kans ^ door 

een o p g e l o s t B-atoom en met de kans 1 -y3 door een „.-atoom wort 

b e z e t ( w a a r b i j ^ nog a f h a n g t van de p l a a t s ) . 

E l k der 14 buren l e v e r t zodoende ( o n a f h a n k e l i j k van e l k a a r ) 

een f a c t o r op, waarmee de d e s b e t r e f f e n d e s p r o z i g f r e q u e n t i e moet 

wo r d e n ver m e n l g vu 1 d 1 gd ̂  

Het i s d Y l d e l l j k d a t deze r e k e n w i j z e voor minder k l e i n e c o n c e n t r 

t i e s B een verregaande s i m p l i f i c a t i e w o r d t . Voor g r o t e r e con­

c e n t r a t i e s B zou het daarom de v o o r k e u r v e r d i e n e n de s p r o n g ­

f r e q u e n t i e b u l t e n de i n v l o e d van de h i e r genoemde f a c t o r e n om 

nog a f h a n k e l i j k t e s t e l l e n van de gemiddelde omgeving van h e t 

s p r i ngende p a a r . 
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IV.2 Dirfuslecoëfficiënt 

De wat o m s l a c h t i g e i n v o e r i n g i n ^ a r t . ÏI ( p . 3 3 ) door K i k u c h i 

voor h e t berekenen van z i j n diffusiecoëfficiënt i n k . r . g ^ r n e t a l e n 

i s eenvoudig t e o m z e i l e n door een meer voor de hand l i g g e n d e 

aanpak, d i e o v e r i g e n s t o t d e z e l f d e r e s u l t a t e n v o e r t . Door 

k l k u c h i werd s l e c h t s de diffusiecoëfficiënt berekend voor 

z e l f d i f f u s i e en voor d i f f u s i e van zeer verdund s u b s t i t u t i o n e e l 

o p g e l o s t e atomen. I n p r i n c i p e i s h e t e c h t e r m o g e l i j k deze be­

r e k e n i n g e n u i t t e b r e i d e n t o t w i l l e k e u r i g e ( b i n a i r e ) l e g e r i n g e n . 

Het i s om deze r e d e n dat we wat u i t v o e r i g e r op deze r e k e n w i j z e 

i n g a a n , ^ 

Voor de i n K i k u c h i ' s t e r m i n o l o g i e i n g e w i j d e l e z e r v e r v / i j s i k 

nog naar de appen d i x , waar i n h e t k o r t de v e r g e l i j k i n g e n worden 

gegeven, d i e t o t nu toe s l e c h t s voor zeer s p e c i a l e g e v a l l e n 

werden o p g e l o s t en daarvoor d e z e l f d e r e s u l t a t e n o p l e v e r d e n 

a l s K i k u c h i z e l f vond. 

B i j de e i g e n l i j k e b e r e k e n i n g e n van de massastromen Ĵ ^ en 

w o r d t uitgegp.an van s t a t l o n a r i t e i t , d i e mi d d e l s d e n k b e e l d i g e 

randvoorwaarden i n s t a n d wordt gehouden. 

Onder g e b r u i m a k i n g van de genoemde v e r o n d e r s t e l l i n g e n a t/m f 

kunnen we de co'-'fficiënten D^ v i n d e n u i t de volgende v e r g e ­

l i j k i n g e n . 

de massastroom van a-atomen door een bepaald v l a k i s de kans 

op een A-V paar maal de gemiddelde s p r o n g f r e q u e n t i e h i e r v a n 

v e r m i n d e r d met de kans op een V-A paar v e r m e n i g A n i l d i g d met 

z i j n gemiddelde f r e q u e n t i e , 

H e t z e l f d e g e l d t m u t a t i s mutandis voor de B-atomen. 

2, Jg = Yg-^, - Y y i i ' ^'yB 



4. Y,̂ ^ 

'J. Y BV 

c o n s t a n t o f 

c o n s t a n t o f 

c o n s t a n t o f 

Ï A B = O ^ 3 ^ ^ B ' Ï A V ' YV B) = O 

Y 
AV = O of f4^^AB^YaV^ T A ' 

O 

YBV = O o f f 5 ( l B A ^ Y B V ' ^^3) = O 

V e r g e l i j k i n g 3« o n t s t a a t door a l l e m o g e l i j k h e d e n ( e l k met hun 

e i g e n f r e q u e n t i e ) i n r e k e n i n g t e Brengen waarop een he p f t a l d 

paar a a n v a n k e l i j k n i e t van h e t type A-B i s en een t i j d j e V 

l a t e r ws^en omgekeerd. 

Voor k . r . g . - m e t a l e n ( z i e nevenstaande f i g u u r , w a a r i n 4 

opeenvolgende 1,0«0^vlakken getekend z i j n ) w o r d t 3. a l s 

v o l g t u i t g e v / e r k t , 

De kans d a t de c o m h i n a t i e PQ v a n het- t y p e .AB v/ordt = Som van 

4x kans d a t een v a c a t u r e op 1' w i s s e l t met een A-atoom op 

b u u r p l a a t s i n v l a k i 

3x kans d a t een v a c a t u r e op P w i s s e l t met een A-atoom op 

b u u r p l a a t s i n v l a k 3 

4x kans d a t een v a c a t u r e op O w i s s e l t met een B-atoom op 

b u u r p l a a t s i n v l a k 4 

37- kans d a t een v a c a t u r e op Q w i s s e l t met een B-atoom op 

b u u r p l a a t s i n v l a k 2 

Trekken we h i e r v a n a f de kansen d a t de 

combina.tie PQ n i e t l a n g e r van het type 

A-B b l i j f t j dan k r i j g e n we ^Y,.^j3 = O 

I n de e v e n w i c i i t s t o e s t a n d „ waar J, = 

J_3 = O i s Y,̂ ^ = Y.,̂, 
0 0 

5- Yg^ Y 
VB 

en Y,. Yp, . Voor . a f w i j k i n g e n van 

Y 
AV 

- (Y 

1 

+ Y 

VA 

2 3 

= Y 

4 

'AB "BA 0 0 
deze t o e s t a n d z a l steeds f i e l d e n d a t 

AV + Ŷ ,̂  = 2Y,̂ ^ , zodat (Y^ 
VV 

Y 
AV. 

Yy,,̂  ) , Ook voor Y,„-( en Y^^^j i s de a f w i j k i n g van de 
BVB BV 

e v e n w i c h t s t o e s t a n d t e g e n g e s t e l d aan d i e van Yĝ .̂  en Yyy^f 

De v e r g e l i j k i n g e n 3 t/m 5 s t e l l e n ons dus i n s t a a t de voor 
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de s t r o o m v e r g e l i j k i n g e n 1 en 2 zo b e l a n g r i j k e a f w i j k i n g e n van 

de e v e n w i c h t s t o e s t a n d Y,̂.̂  - Ŷ,,̂  r e s p , Ŷ,.̂  - Y-^^ t e v i n d e n . 

Het v e r s c h i l t u s s e n de h i e r beschreven r e k e n w i j z e en d i e van 

K i k u c h i z e l f i s d at h i j i n p l a a t s van 4. en 5. t e g e b r u i k e n 

de voor 1 , en 2^ benodigde gegevens p u t u i t beschouwingen van 

de v r i j e t o e s t a n d s e n e r g i e . 

W i l l e n we thans de c o r r e l a t i e b e k i j k e n d i e i n deze rekenmethode 

v e r w e r k t z i t , d a t kunnen we d a t h e t b e s t e doen voor d i f f u s i e 

van zeer verdunde o p l o s s i n g e n van B-atomen. 

S t e l een B-atoom k r i j g t op zeker moment een v a c a t u r e a l s 

r e c h t e r b u u r : er o n t s t a a t een 3-Y-paar. De f o r m u l e s brengen nu 

een s p r i n g k a n s i n r e k e n i n g voor h e t w i s s e l e n van deze 

v a c a t u r e met het B-atoom en Vj^^ = exp, ( Z i / k T ) voor h e t 

s p r i n g e n van de v a c a t u r e naar z i j n o v e r i g e 7 b u u r p l a a t s e n ( z i e 

I V e ) . 

W i s s e l t de v a c a t u r e met B dan o n t s t a a t daardoor een V~B-paar 

dat nu op z i j n b e u r t een zekere kans g e e f t dat h e t naar r e c h t s 

gesprongen B-atoom weer t e r u g s p r i n g t , hetgeen a l l e s i n de 

nevenvoorv/aarde v e r w e r k t i s . 

D i t l e v e r t de voornaamste b i j d r a g e t o t de c o r r e l a t i e . De 

c o r r e l a t i e b i J d r a g e van de v a c a t u r e d i e een b u u r p l a a t s van 

B Viïlaat en zodoende t o c h ook een Inhomogene v a c a t u r e v e r d e l i n g 

om h et B-atoom v e r o o r z a a k t , w o r d t n i e t i n r e k e n i n g g e b r a c h t 

door de f o r m u l e s omdat d a a r i n n l . w o r d t u i t g e g a a n van een 

c o n s t a n t e v a c a t u r e d i c h t h e i d op deze roos t e r p l t i a t s e n . 

Aldus w o r d t voor de diffusiecoëfficiënten van verdund s u b s t i t u -

t i o n e e l o p g e l o s t e B-atomen i n k.r.g« r o o s t e r s gevonden d a t : 

28^,,^. e 
J-\. O 

- 'P,/kT 

D 
B 

7>̂ , + 2Ke 
A L) 

T72kT A 
V ( 1 3 ) 
O 



H i e r i n i s 

-̂.̂  - s p r o n g f r e q u e n t i e vani een A-V paar i n z u i v e r e A-omgeving 

= s p r o n g f r e q u e n t i e van een B-V paar i n z u i v e r e A-omgeving, 

E = Egy - Ê ĝ - E,̂ y + Ê,̂,, = - b i n d i n g s e n e r g i e van een 

v a c a t u r e aan een B-atoom« 

Xy = f r a c t i e l e g e r o o s t e r p l a a t s e n i n z u i v e r e A-omgevlng. 
O 

a = k l e i n s t e a f s t a n d ( s p r o n g a f s t a n d ) t u s s e n 2 r o o s t e r p l a a t s e n , 

\/anneer we ( a l s i n 1.2) geen c o r r e l r . t i e i n r e k e n i n g zouden 

hebben g e b r a c h t , dan zouden we hebben gevonden: 

°B = 4 >^B.Xy3.a2/3, 
O 

wa,arin IBr-n de f r a c t i e o n b e z e t t e b u u r p l a a t s e n van B-atomen 
V jJ 

v o o r s t e l t c 

deze X^j, = »exp. (-E/BT). 
^ 0 

Voor de c o r r e l a t i e f a c t o r v i n d e n we dus h e t quotiënt van 

deze twee d i f f u s i e c o n s t a n t e n . 

( 1 4 ) 

I n bovenstaande f o r m u l e I s v o l g e n s I V , i de f r e q u e n t i e }d^^* de 

f r e q u e n t i e waarmee een v a c a t u r e een b u u r p l a a t s va.n een 3-atoom 

v e r l a a t ( i n een o v e r i g e n s z u i v e r e A-omgeving)^ 

Het d o e l waartoe we de v e r g e l i Jkin/;en 1 t / n 3 hebben o p g e s t e l d , 

n i s de c o r r e l a t i e f a . c t o r t e v i n d e n a l s f u n c t i e van de concen­

t r a t i e , hebben v/e t o t nu toe n i e t b e r e i k t omdcit h e t u i t w e r k e n 

van de v e r g e l i j k i n g e n i n z i j n meest algemene gedaante t e t i j d ­

r o v e n d b l e e k . Voor z e l f d i f f u s i e d . e . t . w£is het o p l o s s e n van 

de v e r g e l i j k i n g e n ( z i e e v e n t u e e l a p p e n d i x ) eenvoudige De ge­

vonden t r e a i s p o r t v e r g e i l j k i ngen voor w i l l e k e u r i g e v e r h o u d i n g e n 

t u s s e n h e t a a n t a l normale atomen >v en tracera.tomen A* l u i d e n 

a l s v o l g t : 
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Ja - IB,1D,̂ _ (1 - I X , * ) g r a d / Z ^ A T - I r i , ,X ,^^^ grad/^^^^^AT 

( 1 5 ) 

H i e r i n isD^-^ g e d e f i n i e e r d v o l g e n s ( 1 1 ) door m i d d e l van de 

diffusiecoëfficiënt i n een z u i v e r e a - m a t r i x waarover een 

k l e i n e vacaturegradiënt s t a a t . V o o r t s s t e l t IL = X.d h e t a a n t a l 
il. A 

.d-atomen per volume-eenheid v o o r . 

Volgens de " k l a s s i e k e ' ' r e k e n w i j z e zouden we i . p . v , ( 1 5 ) ge­

vonden hehhen 

J , = -N,TD, gr ad-a, A T = - B grad N, 

(16 ) 

J,.^ = - giradA'^Aï = g r a d . N,^ 

K i k u c h i c o n c l u d e e r t i n z i j n a r t i k e l op pagizia 31. u i t 

v r i j w e l p r e c i e s d e z e l f d e f o r m u l e s a l s ( 1 5 ) , door een m. i . 

f o u t i e v e i n t e r p r e t a t i e van Bardeen en H e r r i n g , dat de c o r r e l a t i e ­

f a c t o r voor de t r a c e r a t o m e n nu Bedraagt 

-F ~ 7 ^ 7 7 1 

K , . 1 ^ ^ ,̂  

De e n i g j u i s t e I n t e r p r e t a t i e van de c o r r e l a t i e f a c t o r , d i e u i t 

( 1 5 ) en ( 1 6 ) gevonden kan worden, moet e c h t e r w e l z i j n 

f = - i L . 
-r M ^ 

O 

a a n g e z i e n a l l e termen met de f a c t o r 2/9 i n ( 1 5 ) zonder u i t ­

z o n d e r i n g een g e v o l g z i j n van c o r r e l a t i e . A l d u s v i n d e n we f = Z 

o n a f h a n k e l i j k van de c o n c e n t r a t i e , zowel voor de A-atomen a l s 

voor de t r a c e r s . D i t i s dus p r e c i e s de e e r s t e b e n a d e r i n g d i e 

we ook i n I I J . 2 voor de c o r r e l a t i e f a c t o r i n k . r . g . r o o s t e r s vonden 

] 1 + ^ 

Een nadere d i s c u s s i e van de c o r r e l a t i e voor vreemde atomen 
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v o l g t nog onder h o o f d s t u k V I , a l s o o k een e e r s t e b e n a d e r i n g 

voor de c o n c e n t r a t i e a f h a n k e l i j k h e i d i n h o o f d s t u k V I I . 
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11") 
Cornpaan 

"̂'̂  ° ^ 6 1Q-ti '^^^^^oi_A[R9I^.Ki2AJL: r o o s t e r s 

Zoals we reeds i n I I I . 2 zagen voor z e l f d i f f u s i e i s h e t ook 

yoor d i f f u s i e van vreemde atomen h a n d i g de c o r r e l a t i e f a c t o r 

t e berekenen aan de hand van een e l e c t r i s c h a n a l o g o n . De 

g r o o t t e van de e f f e c t i e v e s p r o n g f r e q u e n t i e w o r d t weer g e z i e n 

a l s g e l s i d i n g s v e r m o g e n voor e l e c t r i s c h e s t r o o m . 

Ket i s nu e c h t e r n i e t l a n g e r zo, dat de e l e c t r i s c h e w e e r s t a n d 

t u s s e n e l k e 2 r o o s t e r p u n t e n g e l i j k i s , t e r w i j l deze b o v e n d i e n 

T o o r b e i d e r i c h t i n g e n v e r s c h i l l e n d kan worden. 

Yoor k . r . g . r o o s t e r s ( z i e f i g u r e n ) hadden we aangenomen dat 

een v a c a t u r e s l e c h t s kan s p r i n g e n na.ar de 8 hoekpunten van de 

kubus, i n h e t centrum waarvan de v a c a t u r e z i t . 

S t e l dat i n een z u i v e r e d - m a t r i x 

één. B-atoom aanwezig i s en d at d i t 

1 voor de e e r s t e keer v a n u i t p u n t D 

naar een va c a n t e p l a ; ; t s i n i s 

gesprongen. De a l d u s i n D g e a r r i ­

veerde v a c a t u r e kan nu v i a e l k 

^ der 8 a t o o m p l a a t s e n d i e het B¬

atoom i n Q omgeven met een zekere w a a r s c h i j n l i j k h e i d t e r u g ­

k e r e n . U i t symmetrie-overweglngen z i j n de kansen voor de 

v a c a t u r e om v i a A^^^^^ t e r u g t e s p r i n g e n g e l i j k ( i ^ ) , evenzo 

d i e om v i a «^^2^3 t e r u g t e s p r i n g e n ( l ^ ) . 

Om v a n u i t D weer h e t p u n t Q t e b e r e i k e n , i s de kans 1 ^ , en 

zo i s deze voor punt C g e l i j k aan 1 ^ . 

De gemiddelde c o s i n u s van de hoek t u s s e n de 1e en 2e sprong 

van h e t B-atoom s t e l l e n we weer -^^g— g,̂  v i n d e n dan ( z i e 

f i g u u r ) : 



COS Q 1,2 
= i . cos ÏÏ+ 3 -Ip cos /(AQD) + 3 i - . cosZ(J3wD) + i . c o s 2 ^ 

+ ^2 I 3 + 1^ = - i . 

Het i s weer de g r o o t t e van i d i e gezocht w o r d t ^ Geheel naar 

a n a l o g i e van het h o n i g r a a t r o e s t e r onder I I I . 2 v o e r e n v/e h i j 

h e t e l e c t r i s c h e a n a l o g o n n i e t s l e c h t s i n punt B een stroom 

1 aa 
1 

aan, maar ook i n de p u n t e n A een stroom = i n de p u n t e n B 

een stroom = en i n punt 

C een stroom = - 1 . 

E l k van deze stromen g e e f t 

V/eer i n e l k der 8 takB.en d i e 

naar Q v o e r e n een zeker 

stroompje« 

Superponeren v/e a l deze 

s t r o o m p j e s dan h l i j k t de stroom 

i n a l l e t a k k e n een eenvoudig 

u i t t e d r u k k e n f r a c t i e van i t e 

1 = 1^ - 1. -f I 3 -

( z i e ook f i g . op pag. 31) 

Bi j n . 

S t e l l e n we de p o t e n t i ; a l i n punt en i n het o n e i n d i g e g e l i j k 

n u l dan vormeT) de p o t e n t i a a l v e r d e l i n g e n t . o . v . Q e i k a a r s 

s p i e g e l b e e l d . Het r e c h t e r g e d e e l t e i n de f i g u u r z u l l e n v/e 

nu n,;.,der u i t w e r k e n . 

Y 
.,=B,,-=-"AyA./3 

7B 

I n d i e n de p o t e n t i a a l i n 

punt B g e l i j k i s aan Yy^ 

dau i s h i j i n de p u n t e n i l 

g e l i j k V̂ -̂ /3, hetgeen 

d i r e c t v o l g t u i t de g r o o t t e 

v.r;,n de stromen v a n u i t de 

p u n t e n A en B naar Q ( z i e 

f i g u u r ) . Ofschoon de kans k l e i n i s dat een v a c a t i i r e v a n u i t D 

een der p u n t e n A b e r e i k t , (de v a c a t u r e moet dar.rtoe m i nstens 

twee maal s p r i n g e n ) , werd deze t o c h a p a r t i n r e l c e n i n g g e l j r a c h t 

door h e t i n v o e r e n van de e f f e c t i e v e s p r o n g f r e q u e n t i e d i e 



("lus v e e l k l e i n e r i s 'kan V,j . 

Dc r e s t van de b i j ï") i n g e v o e r d e stroom moet net o n e i n d i g e k r i s t a l 

I n v l o e i e n en wel v l a 7 i n hoge b e n a d e r i n g i d e n t i e k t e v e r o n d e r ­

s t e l l e n wegen, kaar a n ; i l o g i e van K i k u c h i ' s b e e l d wordt de f r e ­

q u e n t i e wacarmee een v a c a t u r e van een b u u r t p l a a t s va,n een ïï-£itoom 

naar een n i e t - b u u r p l a a . t s s p r i n g t v e r s c h i l l e n d v e r o n d e r s t e l d van 

d i e i n omgekeerde r i c h t i n g (K..| r e s p . K.^)^ 

Verder i s het " g e l e i d i n g s v e r m o g e n " v a n u i t e l k der 7 e e r s t e n l o t -

b u u r p l a a t s e n van B naar h e t o n e i n d i g e r o o s t e r g genoemd; deze g 

i s geen o n a f h a n k e l i j k e g r o o t h e i d maar hangt a f van de andere voor 

komende f r e q u e n t i e s en wel v o o r n a m e l i j k van de s p r o n g f r e q u e n t i e 

i n h e t z u i v e r e r o o s t e r ^ 

Bet i s t e n s l o t t e eenvoudig rekenwerk de waarde 1 t e v i n d e n : 

3 = 7 g Yj. 

B l l m i n a t i e van V,;, g e e f t voor j : 

Voor t s i s 1 = Vj^^^Yy^ 

Sommatie van a l l e stromen v a n u i t D g e o f t 1 zodat ^ e l d t : 

. d l i m i n e r e n we h i e r u i t V-;. dan v o l g t voor 1 : 

1 

2 

Voor de c o r r e l a t i e f a c t o r v i n d e n we dus: 



... 34 

w a a r i n = s i ^ r o n g f r e q u e n t i e van vacature-B-paar I n z u i v e r e 

A-omgeving 

= s p r o n g f r e q u e n t i e van een A-atoom van een n l e t - t i u u r -

p l a a t s naar een b u u r p l a a t s van b e t 3-atoom. 

kg = s p r o n g f r e q u e n t i e van een A-atoom van een b u u r p l a a t s 

n a f i r een n i e t - b u u r p l a a t s van B,. 

kg en g z i j n a f h a n k e l i j k van de andere s p r o n g f r e q u e n t i e s 

voor nam e 11 j k va n 1^ 

Vji^ = v a c a t u r e - s p r o n g f r e q u e n t i e i n z u i v e r e A-orageving« 

4 
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V. 2 D i f f Aslecoë'f f l c l eat voor aeer verdunde o p l o s s i n g e n 

I n I I I . 1 werd voor de diffuslecoè'fficièdit i n cli e r n l s c l i ( v r i j w e l ) 
< H | > 

homogene s t o f f e n reeds gevonden Dg = ^ — ^ w a a r b i j zonder 

c o r r e l a t i e <^Hg^ = a a n t a l sprongen gedurende de t i j d t maal 

de s p r o n g a f s t a n d i n h e t kwadraat = V ^ . t . a , 

liet c o r r e l a t i e i s ̂ H^^ = f .V' t a^, dus de d i f fusiecoëf f l o l ëkit 

i s dan 
2 D = f ^ . 

De gemiddelde f r e q u e n t i e V,', waa,rmee een B-atoom s p r i n g t i s 

g e l i j k aan h e t p r o d u c t van de gemiddelde f r e q u e n t i e V-g 

waarmee een B~atoom i n een n a b u r i g e v a c a t u r e s p r i n g t en de 

kans d a t h e t atoom een v a c a t u r e a.ls buur h e e f t . 

12) 

Deze kans i s thermodynamisch a f g e l e i d door iUB. L l d i a r d \ 

I n de z u i v e r e m a t r i x v i n d t h i j voor h e t a a n t a l v a c a t u r e s 

n^ = exp. (-g^/kT), a l s 

n^ = a a n t a l v a c a t u r e s 

= a a n t a l r o o s t e r p l a a t s e n 

g^ = Cribbs v r i j e e n e r g i e voor v a c a t u r e v o r m i n g . 

I n de m a t r i x met een k l e i n e f r a c t i e C o p g e l o s t e B-atomen^ 

v i n d t L l d i a r d i n k . r . g . voor h e t a a n t a l v r i j e v a c a t u r e s 

n^ = ( 1 - 8 c ) exp. -g^/kT en voor h e t a a n i t a l gebonden 
v a c a t u r e s n . = 8c exp - (g^^ + Ag)/kT 

g s V 

de v i n d e n zo voor de diffusiecoé'ff iciëhit; 

Dg = f g = f a2 V g f g exp. (- ^ J ^ ) ( 1 7 ) 

en z = 8 



fj3 = ( 2 V 2 + 7 )/2 Vg en v e r d w i j n t dus u i t de f o r m u l e 

Voorde e l j ^ 

I n d i e n de f r e q u e n t i e waarmee het B-atoom gemiddeld i n een na. 

h u r i g e v a c a t u r e s p r i n g t zeer g r o o t i s t e n o p z i c h t e van de 

f r e q u e n t i e s waarmee A-atomen i n v a c a t u r e s s p r i n - e n dan i s 

B 
( 1 7 ) voor Dg, 

Zonder c o r r e l a t i e f a c t o r zou h i e r Dg met t e n o n r e c h t e 

voor zeer g r o o t gehouden worden: de c o r r e l a t i e f a o t o r i s 

h i e r a l l e s b e p a l e n d . 

Of z i c h i n de p r a c t i j k s t e r k v e r s c h i l l e n d e s p r o n g f r e q u e n t i e s 

kunnen voordoen, i s nog zeer de v r a a g ( z i e h i e r v o o r V I I , 3 ) , 

V o o r b e e l d j e 

I n d i e n V g zeer k l e i n i s t . o . v . de andere s p r o n g f r e q u e n t i e s 

dan i s f g = 1 en v e r v a l t dus de f u n c t i e van de c o r r e l a t i e ­

f a c t o r t o t a a l . 
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^ L l d i a r d J 

Thans z u l l e n we de mate van overeenkomst onderzoeken t u s s e n de 

r e s u l t a t e n van k i k u c h i ( I V ) en d i e van Compaan ( V ) ^ k e t 

( 1 3 ) en ( 1 4 ) vonden we naar K i k u c h i ' s t h e o r i e d a t : 

4 2 7 ) ^ * 
Jlj3 = ^ a V g . f g . X ( - E / k T ) / w a a r i n f 

1 ^ 

j.. . ^ •'/ - y > ....... ..... ^4. -^TT - „ 

° ^ 7^,** -I- 2V„ 

Met ( 1 7 ) vonden we v o l g e n s L l d i a r d (Compaan) d a t : k 

.D = i a2 Vg. f g exp (- ^ ^ . ^ ^ I f l ) , w a a r i n f., = i ^ k J l Z ^ ^ i . ^ 

Aangezien zowel met X . exp (- E/kï) a l s met exp. (- I X — - ^ ) 

O- k l 

bedoeld w o r d t de f r a c t i e v a c ante b u u r p l a a t s van D-atomen, 

stemmen b e i d e f o r m u l e s v o l l e d i g overeen met u i t z o n d e r i n g 

van de u i t d r u k k i n g voor f p . 

V/e z u l l e n deze daarom l i e v e r a p a r t v e r g e l i j k e n . 

Bedenken we dat K i k u c h i b i j z i j n v e r o n d e r s t e l l i n g e n i m p l i c i e t 

aanneemt dat Vg = O en g =oo , hetgeen f y s i s c h w i l zeggen dat 

a l l e e n h e t d i r e c t t e r u g s p r i n g e n van de v a c a t u r e naar de p l a a t s 

waar h i j vandaan komt i n r e k e n i n g wordt g e b r a c h t , dan b l i j k t 

f , ., een e e r s t e benaderinr; voor f 
k i k ^ comp. 

Immers 
7k. 7}^,^ 

l i m ( f comp) 

De l i m ( f com.p.) b l i j k t i n d e r d a a d i d e n t i e k t e z i j n met fj^i^-c'? 

omdat zowel met a l s met V,^* wordt b e d o e l d de f r e q u e n t i e 

waarmee een v a c a t u r e naast een B-atoom s p r i n g t naar een n i e t -

buurpla,ats van B . 

B i t nevenstaande f i g u u r moge b l i j k e n wat K i k u c h i ' s f o r m u l e 

voor de o o r r e l a t i e f a c t o r van zeer verdund s u b s t i t u t i o n e e l 

o p g e l o s t e B-atomen f y s i s c h b e t e k e n t , 

G t e l d a t de e e r s t e sprong van h e t B-atoom b e e f t p l a a t s gevonden 

v a n u i t punt i ; n3.ar- riuni; B: cie va.cp.tir':'e i n nunt 3 kan nu öf 



een van de 7 andere hoekpunten A van de kubus ( f r e q u e n t i e k^) 

De kn,ns i da.t de e e r s t e spron'^ ongefkian geinaakt worrft rioor de 

VB 

tv/eede h e d r a a g t nius i = —_A _ t« ^ v/ a a r u i t v o l gens ( 1 2 ) v o l g t 

dat 
1 - ' i " 1 + ^ ~ 

I i.) 

Doch a l v/ordt voor de c o r r e l a t i e door K i k u c h i s l e c h t s een zeer 

s i n p e l e e e r s t e h e n a d e r i n g d o o r g e v o e r d | h e t g r o t e v o o r d e e l van 

z i j n methode b l i j f t dat z i j n b e r e k e n i n g e n i n p r i n c i p e goed z i j n 

u i t t e b r e i d e n t o t g r o t e r e c o n c e n t r a t i e s van de opi_,eloste s t o f . 
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Zoals we reeds i n h o o f d s t u k l Y opmerkten, h l e e k h e t e r g l a s t j g 

de v e r g e l i j k i n g e n , waardoor i n K i k u c h i ' s h e e l d de c o r r e l a t i e ­

f a c t o r i s h e p a a l d , i n hun algemene gedaante op te l o s s e n . 

Het i s w e l m o g e l i j k naar a n a l o g i e van b e t v o r i g e h o o f d s t u k 

een e e r s t e b e n a d e r i n g van de kans 1 en daonanede van f t e geven. 

Immers de kans i , d i t i s de kans dat een met een B-atoora van 

p l a a t s v e r w i s s e l d e v a c a t u r e t e r u g s p r i n g t naar z i j n o o r s p r o n k e l i j k e 

p l a a t s , kan worden u i t g e d r u k t i n de f r e q u e n t i e s W£iarmee deze 

v a c a t u r e na|r e l k van z i j n 8 b u u r p l a a t s e n kan u i t w i j k e n . 

1 - ^ B 

i n d i e n = f r e q u e n t i e ,B-Y-paar i n omgeving, d i e voor de f r a c t i e 

Xg door B-atomen i s b e z e t , 

= gemiddelde f r e q u e n t i e , waarmee een v a c a t u r e i m a s t 

een B-atoom naar een der 7 andere b u u r p l a a t s e n 

s p r i n g t , welke weer voor een f r a c t i e Xp door een 

B-atoom bezet z i j n , 

Yolgens I Y e , f w o r d t de f r e q u e n t i e b e ï n v l o e d door 14 b u r e n 

en wel zo dat 7 buren deze met een f a c t o r exp, (Z\'/kT) doen 

toenemen ( d i t z i j n de b u r e n welke de v a c a t u r e v e r l i e s t ) en 7 

b u r e n ( d i t z i j n de nieuwe b u r e n van de v a c a t u r e ) hem doen a f ­

nemen met d e z e l f d e f a c t o r , m i t s deze b u u r p l a a t s e n door een 

B-atoom bezet z i j n . 

Ze z i j n s l e c h t s voor een zekere f r a c t i e door een B-atoom b e z e t , 

zodat de f a c t o r e n pok s l e c h t s voor deze f r a c t i e i n r e k e n i n g 

g e b r a c h t mogen worden ( s t e l deze f r a c t i e = c o n c e n t r a t i e der 

B-rat O men X-o), 
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üan i s i n ( i 8 ) i 

w a a r b i j 

V|3 = s p r o n g f r e q u e n t i e van B i n z u i v e r e ;,-orngeving 

S o o r t g e l i j k worcBt ook floor 14 b uren beïnvloed. 

Het v e r s c h i l rnet h e t voorgaande i s e c h t e r dat er b i j V.^ zowel 

van een B- a l s van een B-sprorig sprake kan z i j n , t e r w i j l 

b o v e n d i e n een der 14 buren met z e k e r h e i d een B-atoom i s . 

De kans dat de v a c a t u r e met een A-atoom r e s p , met eea B-atoom 

w i s s e l t , s t e l l e n we g e l i j k aan de c o n c e n t r a t i e X,̂  r e s p . X,-,. 

V/e v i n d e n zo voor de gemiddelde : 

-LX O J_ X 

. X^V,e (X3e ^ « . z p A x ^ e - . x j 7 

met V.̂  = s p r o n g f r e q u e n t i e van A i n z u i v e r e a-omgeving 

S t e l l e n we t e n s l o t t e voor het g e m a k k e l i j k e r r e k e n e n Z\=A' 

dan w o r d t de c o r r e l a t i e - f a c t o r : 

f ' l ^ i 7 (XyVg + X,V.) 
" B " T + T „ . , , = ( 1 9 ) 

Voor A,-̂|̂  O o n t s t a a t de eerder a f g e l e i d e , f o r m u l e ( 1 4 ) voor zeer 

k l e i n e c o n c e n t r a t i e s ; voor z e l f d i f f u s i e , dus v o o r V ^ ^ ^ ^ g 

en ^ = = 0 v i n d e n we z o a l s verwacht 7/^, o n a f h a n k e l i j k van 

de c o n c e n t r a t i e . 

Ter i l l u s t r a t i e z u l l e n we deze o o l l e r a l i e f f i c t o r g r a f i s c h 

v o o r s t e l l e n voor h e t g e v a l = 10 V,̂ , rnet a l s parameter 

exp. (-Z\/kT) = 1,2 r e s p . 3 ( z i e g r a f i e k ) 

Tevens wordt nog V ? u i t g e z e t voor d i t z e l f d e ; e v a l . B i e r n e d e 

z i j n nu voor chemisch homogene l e g e r i n g e n I n e e r s t e b e n a d e r l n/ 



2 van de 3 c o n o e n t r a t i e a f l i a n k e l i j k e . f a c t o r e n van de d i f f u s i e ­

coëfficiënt dekend: de c o r r e l a t i e f a c t o r f ^ en de gemiddelde 

f r e c i u e n t l G V* waarmee een B-atoom i n een n a b u r i g e vacante 

p l a a t s s p r i n g t . De w e l l i c b t voornaamste e c h t e r , de v a c a t u r e -

c o n c e n t r a t i e , i s t o t op heden, wat z i j n c o n c e n t r a t l e a f b a n k e -

l i j k h e i d b e t r e f t , s l e c h t bekend. 

K i k u c h i ' s b e e l d van de c o n c e n t r a t i e a f h a n k e l i j k h e i d van 

i s o v e r i g e n s de naam " e e r s t e b e n a d e r i n g " n i e t t e n v o l l e waard; 

i n f e i t e was d i t b e e l d n l . s l e c h t s bedoeld voor k l e i n e 

c o n c e n t r a t i e s . De c o r r e c t i e voor de diffusiecoëfficiënt a l s 

g e v o l g van de c o r r e l a t i e z a l i n w e r k e l i j k h e i d , v o o r a l b i j 

hogere t e m p e r a t u r e n , n o o i t v e e l meer bedragen dan een f a c t o r 

3. Deze f a c t o r neemt voor g r o t e r wordende c o n c e n t r a t i e a f 

naar de waarde voor z e l f d i f f u s i e , welke steeds i n de b u u r t 

van 1 l i g t . 



- 42 -

V/n.s h e t i n k . r . g . m e t a l e n zo dat een v a c a t u r e na e e r s t met een 

bepaald atoom van p l a a t s g e w i s s e l d te hebben o f w e l t e r u g s p r i n g t , 

ófwel naar een van de 7 n i e t - b u u r p l a r i t s e n van h e t atoom 

s p r i n g t , b i j k.v.g. m e t a l e n dan.rentegen h e e f t de v a c a t u r e 

b u i t e n d i e n nog 4 u i t w i j k m o g e l i j k h e d e n w a a r b i j de v a c a t u r e buur 

vr-.n het genoemde atoom b l i j f t . ' 

Hiermee r e k e n i n g houdende v i n d t Compaan ( g e h e e l naar a n a l o g i e 

van Y.1 voor de c o r r e l a t i e f a c t o r van zeer verdund s u b s t l t u t i o -

n e e l o p g e l o s t e atomen^ 

1 ko + g P y + 7k _ _ _ _ _ 2 ^ voor g = - i ^ ^ i /Jî ĵ 
k^g » = 

2V + 2V, + 7f 

w a a r i n = v a c a t u r e s p r o n g f r e q u e n t i e van de ene b u u r p l a a t s van 

een k-atoom naar een andere, 

Vg = s p r o n g f r e q u e n t i e van een 3-atoom i n een vacante 

b u u r p l a a t s a l s b i j v.| i n o v e r i g e n s z u i v e r e ..-om­

g e v i n g , 

k^ = v a c a t u r e s p r o n g f r e q u e n t i e van een buurpln.ats van 

R naar een n i e t - b u u r p l a a t s . 

g en k^ z i j n g e d e f i n i e e r d a l s b i j Y . i 

Volgens k i k u c h i ' s v e r o n d e r s t e l l i n g e n i s g = oö , zodat evenals 

b i j k . r . g . m e t a l e n a l l e e n h e t t e r u g s p r i n g e n v a n u i t d i r e c t e 

b u u r p l a a t s e n i n r e k e n i n g w o r d t g e b r a c h t b i j h e t berekenen van 

de c o r r e l a t i e . 

A l s onder V I I . 1 v/ordt ( 2 0 ) voor g r o t e r e c o n c e n t r a t i e s 

E~atomen t o e g e p a s t door de e r i n voorkomende f r e q u e n t i e s u i t t e 

s c l i r l j v e n v o l g e n s k i k u c h i ' s model. 

,,'e moeten de c o r r e l ; a t l e f a c t o r 

( 3 1 ) 

2Vtf + 7kij-

2V^ + 2V^- + 7 K 
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dus zo i n t e r p r e tere en dat d a a r i n : 

y'; = gemiddelde vaoatuïe.pronrfre^ueatle tu=3en 2 t u u . p l a a t s e n 

vaa eea r-atoom, v,ao..blJ a l l e p l a a t s e n o,n h e t 3-:.too,„ voor een 

f r a c t i e X̂^ door .-atomen en ™ o r een f r a o t l e X„ door "-atomen 

bezet z i j n . 

= gemiddelde v a c a t u r e s p r o n g f r e q u e n t l e van een b u u r p l a a t s 

van een 3-atoom naar een n l e t ^ b u u r p l a a t s i n de z o j u i s t ge­

noemde omgeving. 

>B = gemiddelde f r e q u e n t i e waarmee een B-V-paar w i s s e l t 

i n deze omgeving. 

V o l g e n . l y . e . f Is dan „eer de I n v l o e d van de b e . e t t l n , der 

b u u r p l a a t s e n op deze 3 f r e q u e n t i e s t e b e p a l e n . 

Het v e r s c h i l m e t , k . r . g . r o o s t e r s l a dat b l J e l k e spron-.-

4 buren huur b l i j v e n , .odat v o l g e n s K l k u c h i model a l l e e n 

rte r e s t e r e n d e (2 . 7) buren de f r e q u e n t i e beïnvloeden, üe 

semlddelde f r e q u e n t i e s waarmee A r e s p . D-atomen nu s p r l n a e n 

worden a l d u s : 

''ï = B C B e ^ « . X , ) . 7 ( x ^ ^ e - d ' k - . X , B 

= VB (XJ, e-'AT^. , )7_(.^^-^./W ^ 7 

30 w o r d t de c o r r e l a t i e f a c t o r a l s we weer ^ = s t e l l e n . 

f . = _ _ _ _ X " - ^B-B-^X^e^ 
B " — — — B " ^\ 

. 2(X^^J . x ^ * ) . 7 ( X ^ J . ̂ ^^V^HI^ 
X^e " + X 

_ CqV^ t XpV3)(2X,, + 7 e ^ A l ^ 2X » ^ A ï ) ( 2 2 ) 

2V,/X,,e"/̂ "̂-̂  H- X, •) dY ̂ ; x p H- (X^^V, H_ X,,T^3)(2X^ + 7e 

Voor enkele h l j . o n d e r e g e v a l l e n . u i l e n v,e de.e f,„ u i t r e k e n e n : 





a. Voor z e l f d i f f u s i e w o r d t V̂. =Vg en A= O ~> f = 9/11 , 

b. Voor zeer g r o t e c o n c e n t r a t i e dus yoor x ^ T l I , = 9/11 

hetgeen p r e c i e s de waarde voor z e l f d i f f u s i e i s en ^ ^ 7 — 

moet Z i j n daar we dan de d i f f u s i e van d-atomen beschouwen 

i n z u i v e r e B-omgeving, 

0. Voor zeer k l e i n e c o n c e n t r a t i e B, dus voor x^-^O en x,, . 1 

v i n d e n we ^ 

2 ) i ^ i ^ w B 7 ^ % ^ - g l A - 7 ^ . 

w a a r i n dus y.^ en de s p r o n g f r e q u e n t i e s z i j n van A r e s p , 

B atomen i n z u i v e r e A-omgeving, t e r w i j l W^, de f r e q u e n t i e i s 

waarmee een v a c a t u r e van een b . u r p l a a t s ' van een B-atoom naar 

een n i e t - b u u r p l a a t s s p r i n g t , 

. Voor het g e v a l = 10 rnet a l s parameter e^^/^T . 1^0,3 : 

f ^ (2-2Xg)(H-9Xg) + (7-f2x3)(lH-9x,3) e'^AT 

(2-2X3 )(H -9Xp) + (7+2xp)(l+9xJ"7^'^^^TloC^ 

- ^/kT 

^ = ^ de c o r r e l a t i e f a c t o r f ^ a l s f u n c t i e 

van de c o n c e n t r a t i e Xg b i j g e v o l g : 

f^. = ( l + 9 x p ) ( l l - 2 x 3 ) . 

( l + 9 x p ) ( l i ^ 2 x g ) + 40 - 20xp 

I n nevenstaande f i g u u r w o r d t f ^ g r a f i s c h v o o r g e s t e l d 

voor de genoemde parameterwaarden. De voor de d i f f u s i e -

coëfficiënt zeker zo b e l a n g r i j k e waarde van -̂ ^̂ ^ wordt er 

eveneens a l s f u n c t i e van de c o n c e n t r a t i e a f g e b e e l d . 

Zoals ook a l b i j de Perekeningen voor k . r . g . m e t a l e n werd 

opgemerkt, b l i j f t het h i e r b o v e n gevonden r e s u l t a a t s l e c h t s 

een e e r s t e b e n a d e r i n g , v o o r a l b i j g . o t e r e c o n c e n t r a t i e s x.,. 

+ 1-X,. 
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V I I . 3 BeSC ho uw i ng d e r r e s u l t a t e n 

Uitgaande van K i k u c h i ' s b e e l d van de d i v e r s e s p r o n g f r e q u e n t i e s 

voor v a c a t u r e s werd i n h e t voorgaande zowel voor k . r . g . a l s voor 

k.v.g. s u b s t i t u t l e - m e n g k r l s t a l l e n een u i t d r u k k i n g gevonden 

voor de c o r r e l a t i e f a c t o r en de gemiddelde s p r o n g f r e q u e n t i e . 

De c o n c e n t r a t i e a f h a n k e l i j k h e i d h i e r v a n werd voor het g e v a l 

Vg = 10 V,,^ g r a f i s c h v o o r g e s t e l d voor enige waarden van de 

v a c a t u r e b i n d i n g aan de o p g e l o s t e B-atomen, 

Het s p r e e k t voor z i c h d a t ' h e t b e l a n g van de c o r r e l a t i e voor 

k l e i n e r e v e r s c h i l l e n i n de s p r o n g f r e q u e n t i e s V en„ k l e i n e r 

en voor g r o t e r e v e r s c h i l l e n g r o t e r i s . 

Dat i n de p r a k t i j k de f r e q u e n t i e s v/aarmee A r e s p . B-atomen i n 

een n a b u r i g e v a c a t u r e s p r i n g e n s l e c h t s b i j hoge u i t z o n d e r i n g 

g r o t e v e r s c h i l l e n z u l l e n v e r t o n e n , w o r d t d u i d e l i j k wanneer men 

bedenkt dat de s p r o n g f r e q u e n t i e n i e t a l l e e n bepaald w o r d t door 

de hoogte van de te p a s s e r e n energiebarrière, maur ook door de 

f r e q u e n t i e waarmee h e t atoom v i b r e e r t . 

V/anneer nu de hoogte van deze barrière voor een A-atoom ^ r o t e r 

i s dan voor een 3-atoom, dan i s h e t hoogst w a a r s c h i j n l i j k d a t ook 

de kromming van de p o t e n t i a a l k u i l w a a r u i t h e t A-atoom moet 

komen s t e r k e r i s dan d i e voor het B-atoora. 

Volgens A.B. L e C l a i r e ' ^ ^ mag het kv/adraat van de t r i l f r e q u e n t i e 

e v e n r e d i g g e s t e l d worden met de tweede a f g e l e i d e van de p o t e n -

t i a a l k r o m m e , zodat ruwweg een g r o t e r e kromming van de p o t e n t i a a l -

k u i l met een hogere t r i l f r e q u e n t i e c o r r e s p o n d e e r t . 

\Ie z i e n - d u s dat de b e i d e f a c t o r e n welke de s p r o n g f r e q u e n t i e be­

p a l e n t e g e n e l k a a r i n werken: w o r d t de t r i l f r e q u e n t i e hoger, dan 

z a l ook de barrière hoger en de kans dat deze barrière t e 

pcxsseren k l e i n e r worden. 

...an de hand Vcl,n b e r e k e n i n g e n aan e l e c t r o s t a t i cche m o d e l l e n 

( w a a r i n een v a c a t u r e door een n e g a t i e v e p u n t l a d i n g w o r d t v o o r ­

g e s t e l d en een o p g e l o s t atoom door een p u n t l a d i n g d i e van de 
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v a l e n t i e a f h a i n g t ) wordt d i t e f f e c t door L e C l a i r e d e v e s t i g d . 

B i j l a g e r e • t e m p e r a t u r e n w o r d t de i n v l o e d van v e r s c h i l l e n i n de 

harrièrehoogte v e e l g r o t e r , t e r w i j l de t r i l f r e q u e n t i e n a u w e l i j k s 

van de temperatuur a f h a n g t . De s p r o n g f r e q u e n t i e s v e r s c h i l l e n 

dan v/ellsv/aar v e e l meer en h i j g e v o l g z a l ook de c o r r e l a t i e -

f a c t o r dan b e l a n g r i j k e r worden, maar i n de l i t e r a t u u r v/orden 

n o r m a l i t e r s l e c h t s de r e s u l t a t e n van d i f f u s i e - e x p e r i m e n t e n 

gegeven voor t e m p e r a t u r e n w a a r b i j de d i f f u s i e z i c h b i n n e n 

r e d e l i j k e t i j d e n kan a f s p e l e n . 

Onder normale omstandigheden z a l dearom de c o r r e l a t i e f a c t o r 

n o o i t k l e i n e r dan 1/5 z i j n ( L e C l a i r e b e r e k e n t c o r r e l a . t i e -

f a c t o r e n variërend van f = 0,25 voor Sb i n Cu t o t f = 0,95 

voor Wi i n Cu. 

De v o l g e n s B i n s t e i n ( l 0 ) g e d e f i n l e e r d e diffusiecoëfficiënt g e e f t , 

z o a l s reeds eerder opgemerkt, met de w e t t e n van F i c k s l e c h t s 

dan een c o r r e c t d i f f u s i e b e e l d wanneer er sprake i s van 

chemische h o m o g e n i t e i t . 

S t r i k t genomen i s h i e r a a n a l l e e n v o l d a a n b i j normale z e l f d i f ­

f u s i e en b i j z e l f d i f f u s i e i n l e g e r i n g e n , ook voor zeer k l e i n e 

concentratiegradiënten van de componenten e c h t e r mag, nog met 

deze f o r m u l e r i n g e n gewerkt worden. 

Voor g r o t e r e concentrntiegradlënten, z o a l s d i e b i j v o o r b e e l d 

b i j de meeste e x p e r i m e n t e n aa,n h e t K i rkendca l l-ef f ec t voorkomen, 

moeten P i c k ' s v e r g e l i j k i n g e n r a d i c a a l v e r w o r p e n worden en 

vervang e n door de thermodynamisch a f g e l e i d e v g l . ( 9 ) o f door 

5 

de minder f e n o m e n o l o g i s c h e f o r m u l e r i n g van A , L e C l a i r e 

Deze l a a t s t e f o r m u l e r i n g w o r d t g e m a k k e l i j k gevonden u i t een 

i e t s algemenei: opzet dan d i e van B i n s t e i n ( p a g . 1 3 ) . De d e e l t j e s 

v o e r e n dan n i e t l a n g e r een g e c o r r e l e e s d e brownse beweging u i t 

a l s boven, maar bewegen zicb, b ovendien nog met een gemiddelde 

s n e l h e i d i n een bepaalde r i c h t i n g . De door B i n s t e i n g e d e f i ­

n i e e r d e diffusieooëfficiënt en da;i,rmede de c o r r e l a t i e f a c t o r 
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en (le gemicldelde s p r o n g f r e q u e n t i e b l i j v e n ook dan dus nog 

br u i k b e . a r . 
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I n z i j n a r t i k e l I I l e i d t K i k u c h i voor de massastromen de 

volgende v e r g e l i j k i n g e n a f : 

(6 . 1 7 ) 

^ JA/^56e = - ̂ A 2 ? l n y5 

A3 

Bovendien v i n d t ' h i j voor de nevenvoorwaarde ^Y^^ = O 

!56e 

^1e 
7C5-1 n 

Y 76e 

/ 3 . 
^7 5ln 

:>A\ 5 ^ - ĉ.. 

( 6 . 2 1 ) 

y2y7 
= O 

Op geheel analoge w i j z e kunnen nu nog 2 andere nevenvoorwaarden 

worden a f g e l e i d nl.ZXy^y = O en ^ j p ^ = 0 : 

T l '1 e 

cv' 
'A 

J, 

_ , _ - ] 

% ^7 6 e 

r 3 . 
7 <5'i n + 5 5"ln ^ + (/^ 

/3 
= O 

r i ^ 

^76e 

r 3 . 
5 

r 3 
+ 77 

O 
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A l l e e n de g r o o t b e d e n waarvoor een ^ s t a a t z i j n onbekend, 

d i t a i j n , a f w i j k i n g e n van de e v e n w i c h t s t o e s t a n d . 

De l a a t s t e 3 v e r g e l i j r : i n g e n b e v a t t e n nu 3 onbekenden; 2 h i e r v a n 

hebben we n o d i g voor het berekenen van Ĵ .̂  en 

V/e kunnen deze 3 v e r g e l i j k i n g e n na e n i g g 

t o t de volgende vorm. 

er eken v e r e e n v o u d i gen 

X + ,Y + a R = O 

Kp 

V/aar i n X 

+ 
7 , 

. 2K 
+ ( y ^ 5 ^ ) . Y - 0 R 

6(, + 3 ̂ i n ^ 

7 ^'B . 
5 y 7 ^ B 

/3 

R ^ ^ I n 

a =: 

Y V 

56e ^ fxèi 
y l l e yl3e 

^A ^760 

M i 3e 

Y , 
c = dpoe 

3.1 

^A= ^ 5 5 ^ - ^ , 

^ B = Y 7 6 e ^ < 

Voor de b e t e k e n i s der overi:_;e symbolen z i e het a r t i k e l s.v.n. 



Yooir z e l f d i f f u s i e van i n A-materian,! worden de 3 v e r 

v e e l eenvoudiger (we s c h r i j v e n voor A* to c h rnaar B ) : 

- . X + . Y + 2 X R 
i i dJ 

( 1 + ^ ^ ) : x + Y + x^x„R 

X a ( 1 -f ^ ) . Y - x,x,,R 

na e l i m i n a t i e van B v i n d e n we voor X en Y: 

X = ( x . a ^ X p ) 3.̂  - ^ X J p 

- = C-^ x̂ . a ..p.; Vp - ^ ..ppp 

d u b s t i t u t i e i n de s t r o o m v e r g e l i j a i n g e n g e e f t t e n s l o t t e : 

JA -h'R A - I ^ ^ A ^ B '-l^A 

B = -|-BB-(''-|a)B = -|B, 

H i e r u i t v o l g t r e c h t s t r e e k s d a t voor deze z e l f d i f f u s i e d 

c o r r e l / a t i e f a c t o r = Z o n a f h a n k e l i j k van de c o n c e n t r a t i e . 

= O 

7 3\ 
= 5 X 
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