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1. INLEIDING

In 1it. {1} worden de spanningsfuncties voor het bepalen van de span-
ningen rond een gat in een elastisch orthotrope of isotrone plaat,

belast door cen pen die zich daarin wrijvingsloos kan bewegen, opge-

lost ret tehulp van de interraalvoorstelling van Cauchy. In dit
memoranduw worden deze functies afreleid rmet een methode die aansluit

bij het collepedictaat "Versterkte liaterialen™ (lit. [2]), de methode
van vergelijking van coéfficiénten in een Fourier-reeks. De oplossing
van het pen-gat probleem in anisotrope moterialen wordt daarmee ge-
bracht binnen het kader van dat colleredictast en dil memorandum moet dan
ook als uitgewerkt voorheeld voor de daar gegreven methode worden be-

schouwd.

Voor het opstellen van de algemene vergelijkingen voor de bepaling
van spanningen en verplaatsingen in anisotrope platen en de oplossing
daarvan m.t.v. bij specifieke nroblemen behorende randvoorwaarden
wordt verwezen naer [2]. Illier worden slechts de veronderstellingen
die daarbij zijn gebruikt weerpgegeven, evenals de veronderstellingen
die zijn gemaakt bij de oplossing van het specifieke pen-gat probleem
van [1].

a. Het materiael van de plaat is macroscopisch homogeen.

b. Het materiaal gedraagt zich lineair elastisch.

¢. De dimensies van de plaat zijn zodanip dat in de plaast van een ge-
generaliseerde vlakspanningstoestand kan worden gesnroken.

d. De plaat is oneindip groot.

e. De pen die de plaat belast is oneindig stijf. Voor een pen-gat ver-
binding in glasvezel-kunsthars platen is dit een goede benadering
bij gebruik van stalen pennen. Voor een stalen pen in b.v. elas-~
tisch isotrope laminaten van moderne vezelmaterialen is deze ver~
onderstelling redelijk.

f. De pen belast de plaat uitsluitend via een radiale belasting, voor
te stellen door:

o0

P.=p, I a, sin nd (0 <08 <m
=1

(n oneven)



met cen resultante in Y-richting. Tussen de Pen en rlaat is geen
wrijving.

g. I.vom. veronderstelline (f) worden de assen ven elastische sym-
metrie van het plaatmeteriaal samenvallend met de coBrdinaate
assen verondersteld.

In dit memorandum worden de notaties van [1] pebruikt.




2. DE BASISVERGELIJKIIGEN

Het pen-gat probleer d.m.v. een oneindig stijve pen in een elasti-
sche plaat is in feite een "mixed-boundary problem". Immers, op de
helft van de gatrand waar de oneindig stijve pen op drukt wordt een
voorwaarde voor de verplaatsingen (bij onbekende belasting) opge-
legd, terwijl op de andere helft de belasting (nul, bij onbekende
verplaatsingen) bekend is.

Door voor de belasting echter een sinusreeks

T a sin né (0 <8 <) (1)

(n oneven)

aan te nemen wordt het probleem terugsebracht tot een “quasi mixed
boundary problem” waarbij de spanningsfuncties op de klassieke wijze
uit de randvoorwasrden voor de belastingen op de gatrand kunnen wor-
den oprelost (randvoorwaardenprobleem van de le soort). De in de

aldus bepaalde spanningsfuncties voorkomende cod&fficiénten a, kunnen
dearna worden bepaald uit de aan de patrand opgelegde verplaatsings-
voorwaarde voor O < 6 < m (randvoorwaardenprobleen van de 2e soort).
Voor dit laatste wordt verwezen naar [1], hier zullen slechts de span-
ningsfuncties {met voorlopig onbekende an) worden afgeleid uit de

randvoorwaarden voor de belasting. Deze randvoorwaarden zijn:

= J YY ds + K1 (2a)

[e]

2 Re [o(z,) + 4lz,)

-2 Re [131 ¢(z1) + 18, w(zg)

. (2b)

S

= +
J XX ds + K
o

Deze formules gelden voor een binnencontour bij cen integratie-richting

tegen de klok in. K, en K, zijn constanten waarvan de grootte afhanke-

lijk is van de ligging van het beginpunt vsn de intepratieweg; zij zijn

hier verder niet interessant.

Formules (2) drukken de toename uit van de vormen tussen haken over een

traject waarvan de zrootte willekeurig is; s is dus een willekeurip

punt op de contour waarop Xy en YY werken.
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In (2) zijn:
- XX en YY de componenten van de belasting on de contour in resp.
X~ en Y-richting.
- ¢(z4) en w(zz) spanningsfuncties; deze moeten worden bepaald.
= By en B, dimensieloze grootheden die het anisotrope gedreg van het

materiaal karakteriseren.

waarin Cij de complienties zijn van het plasatmateriaal. Dit memo-
randum 1is beperkt tot uitsluitend re&le waarden van B.

~ 2, en z, comprlexe codrdinaten.

22 = x + 162 Yy

Voor het probleem van een pen belast gat in een orthotrope plaat, waar-
bij de spanningen in het oneindige verdwijnen en de belasting op de
gatrand een resultante RY geeft, hebben de svanningsfuncties in (2) de

volgende, algemene vorm:

R, ilu_ + 8,°) - "
¢(z1) = -5 3 >~ Ing, + I Az, (ka)
82 - 81 m=1,2
R, iln + 8,%) o .
w(zg) == 5 5 1n Ly v I Bm Zs (4b)
82 - B.‘ m=1,2
waarin:
/ N
z, + V2,% + 8.5 - 1
S R W (58)
&y 1+8, a
Z, + Vé e + B 2 -1
_2T P T B (5b)
g, o 5b



Voor de eenheidscirkel geldt nu:

Wordt voor de straal van het pen-~belaste

de codrdinaten z, en z, or: de rand worden

1
zijn de spanningsfuncties op de ratrand:

Ry (u + 892) ®

$lo)) =+ 373 78+ I

82 "81 m=1,

. Bl + 8. o
- xy 1

ol =gy~ 5 &% I

2 T g, - B.° m=1,

1

[

of, verkort ceschreven:

]

¢(c,) =Alno+ ¢,(0)

w(oe) Bln o + wo(c)

waarin ¢O(o) en

de rand van het

gat de waarde 1 genomen en

0, resp. o, gencemd, dan

i Am e“ime (6a)
Bm.e~ime (6b)

2
(72)
(Tv)

wo(o) enkelwaardige,analytische functies op en buiten

gat zijn en A 1n o en B 1n o meerwvaardige functies die

verantwoordelijk zijn voor de resulterende kracht in Y-richting. Even-

tuele constante termen zijn in het kader van dit merorandum niet inte-

ressant en zijn wepggelaten.

(7) in de formules voor de randvoorwaarden (2) geeft:

By ool0) - B, 9 T0) + 8, v (o) -
o)+ ¢ Ta) + g (o) +

(8b) aftrekken van (8a) levert:

(8, - 1) ¢ (o) = (B, + 1) ¢ T(a) +
.S RY
='1!XX+IYY)ds+';&j‘;e
o

S
By ¥ (o) =1 J Xy ds (8a)
(]
- T RY
wo‘(ﬂ = J Y, ds - 52€ (8v)
(o]

(8, = 1) ¥ (o) - (B, + 1) J 0] =

(9)



waarin:
(X, + iv,) = p_e'® (10)
Xg ¥ 24y =Ry
Met de algemene uitdrukkingen (€) voor de spanningsfuncties op de gat-
rand en (10) wordt () nu:

{ wimb
> e -

(B1 - 1) A+ (8, - 1) B

gl — = | 1ipB@

v R
= i P ie + 4 11
i f L e ds oy (11)
o
Vergelijking (11) is de basisvergelijking voor het bepalen van de co8ffi-
ciénten A en Bm uit de spanningsfuncties d.m.v. coéfficiéntenvergelijking

De resulterende kracht RY heeft hierin de waarde %-po.



3. DE BEPALING VAN EEN CESCHIKTE UITDRUKKING VOOR DE RANDBELASTING Pr

Omdat voor
0<o < P =7 DR sin no
en voor

T<€0 <2n ?r =0
zal de integraal in (11) voor het traject 0 < 6 < w een andere uit-
drukking geven (nl. een functie van 9) dan voor het traject m < 6 < 2w
@ﬂ” een constante waarde, ofwel de waarde van de integraal over lLet
traject 0 < 8 < 7m in 6 = 7). De toename van de vorm tussen haken in
(11) over een willekeurig traject is dus niet met &&n functie van 6

te beschrijven.

Pr zal dan ook met behulp van eer bepaalde interraal over het traject
0 £ 6 ¢ 21 moeten worden uitgedrukt door een functie die voor de hele

contour van het gat geldt:

Stel hiertoe:

+o {56
- ip
P .= I cp e (12)

p:-co

. .. -im@ . . . .
Beide zijden met e vermenigvuldigen en integreren over 6 = G - 27

geeft:
2 2m
-im6 e ~i{m~p)6
P.e ds= I C [ e PIY ae (13)
pmee P
o o)
waarin:
em f’ 0 voor m#p
~-i{m~p)e
e de =
o ‘ Z2m voor m = p

'

zodat:
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an
1 ~imé
= = — p L
Cp = Comn = 37 [ P e as (1k)
o
ofvel, volgens (12):
2n
to . R
P = 3 l—f P . et go e (15)
r p2m r i
M= N O '

In (14) of (15) is wel tot uitdrukking te brengen dat Pr voor de
trajecten 0 < @ < m en 7 € ® € 21 verschillende uitdrukkingen heeft,

immers:

2

C =1~-J p e Im 44
(o]
ki

m 2n r
2n
N = ~imé 1 ~im@
= == b a_ sin ng . e dae + 5“[ 0. e de
27 =1,3,5 a2
o D=1,3, 1
g
b © =3
= 5%- T a_sin nd . e m ae
5 n=1,3,5
7‘ rd
Po e |
= X a rcos (n-m) 6 - cos (n +m) o
m n=1 3 5 n !
3 2 o °
+isin{n-m)6+1isin(n+me ;de (16)

waarvan uitwerking geeft:

Po 7 1 1
Cp = 5y b 2 (n = tTs m) voor m = 0, + 2, + 4, ..,
n=1 !395
Py
= = I
Cm 3 am voor m 1y 3, 5,
Po
Cm == E}'am voor m = -1, -3, =5, ...

Voor P in (11) wordt nu de nieuwe uitdrukking gevonden:

(17)

(18)

(19)



o P © . i
+ T ‘2% I an (_1:1—_1__;“_ + ‘;{‘"‘} I_Y‘_) (elme + lmﬂ)
m=2,k,6 n=1,3,5

(o) }'\, . e [+2] -nD . e
0 in e -1m
AT = L R SR -l W
n=1,3,5 r=1,3,5

In de twee laatste sormaties kan de sommatie-index m worden vervangen

door n, waarmee:

e > *r Yo 2
Pr='1'_r*‘-' z T*"é"‘ ) a_ sin nd
n=1,3,5 ° n=1,3,5
p oo o
0 1 1
+ — , S+
- z I ey (o =) cos md (20)

m=2,4,6 n=1,3,5

Uitdrukking (20) is nu &én en dezelfde uitdrulking voor de radiale be-

lasting Pr voor zowel de belaste als de onbelaste helft van de gatrand.
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L. DE BEPALING VAN DE COEFFICIENTEN VAN DE SPANNINGSFUNCTIES

In de basisvergelijking (11) voor het bepalen van de co&fficiénten Am
en Bm kan nu de integraal eenvoudig worden bepaald. Bij de gekozen in-

tegratie-richting is op de gatrand ds = d6, zodat, met (20):

s 6 p - a 6 o -
J P ele ds = I L I *g-ele de + [ -0 b a_ sin ne.ele ae
r T on=1,3,5 " 2% n=1,3,5 0
o N=1,340 o 23
5]
Po 2 > 1 1 i6
+ | — )X X a_ ( + Y cos mb . e a8 (21)
W — 4 m e D n-m n+n
o m—c_,)-‘,é 1'1—1,33)

waarin geen onderscheid weer hoeft te worden gemaakt voor 6 tussen O

en w en tussen m en 2mw.

; i6 eie
f e 46 =5 (22)
o

‘0 o8 0 ~
Slfi:ic— - _,Ei - E.C.)_S_E_"ﬁ voor n = 1 (23)

sin n6 e19 ae

O Y——

sin (n+ 1) 6 sin(n-1)8 cosf(n+1)86
2i{n+ 1) - 2i(n-1) - 2 (n+ 1)

cos {n - 1) 9
2 (n- 1)

voor n = 3, 5, T,..(2k4)

sin (m + 1) 6 , Bin (m-1)06 1icos{m+ 1)6

cos mb e16 ao =

Q

2 (m+ 1) 2 (m-1) ° 2 (m+ 1) '
+ 2 cgs(éé—-T;) : voor m = 2, 4, 6, ... (25)

(constante termen, bepaald door de ondergrens van de cos-

termen zijn weggelaten)

De basisvergelijking (11) wordt nu met (20), (21) en de uitgewerkte inte-
gralen (22) t/m (25):
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~

{ — — |
£ Q(B1 - 1) A+ (52 - 1) B, - (e1 + 1) A - (32 + 1) B, rcos m
N .

m=1,2
o - = 1
—1-'(B1—1)Am+(81 =B+ (B v ) A + (B, + 1) B ;
- ~§‘¥_6+Eg : 3e16+ﬁjsin29_§__~cos291
sin m T 2n ™ n 2 1 L1 2i N 1
i s n=1.3,5 . - J
+ 1P, 2 ésin (n+ 1) 0 _ sin (n-1)0 _cos (n+ 1) 8
2 *n]7 21 (o + 1) 21 (n-1) 2 (n+ 1)
n=3,5 L
y ip ] )
cos {(n - 1) 8| + 0 5 5 a ( U )

2 (n - 1) ( m n ‘n-m n+m

] n=2,4,6 n=1,3,5

rsin (m+ 1) 6  sin (m-~1)68 icos{m+ 1)

t
'

2@+ T aim-1n " 2+
e Rce el (26)

waarin de meerwaardige termen met 6 tegen elkaar wegvallen.

Vergelijking (26) moet nu gelden voor de gehele gatrand, dus voor iedere
waarde van 8. Dat kan alleen als de codfficiénten van sin mé resp. cos m6
links en rechts van het gelijkteken gelijk zijn.

Gelijkstelling van deze coéfficiénten levert nu 2 x m complexe vergelij-
kingen, waarmee na scheiding in re&le en imaginaire delen de 4 x m onbe-

kende grootheden Am’ E;, Bm en E; kunnen worden opgelost.
Uitwerking van (26) geeft dan:
VoOor m = even:

A en Bm zijn zuiver imaginair;

m
-ip B, -~ 1 B, + 1
= 0 2 2
n 7 8 (32 - 31) ( m -1~ " m a'mqﬂ) (27a)
ip B, -1 B, + 1
= ) 1 1
73 (8, - 8,) (—= et T Tm T et (27v)

VOoor m = oneven:

Am en Bm zijn zuiver reédel;
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2 2
-p, ® na_ {m~ =n"+ 1 - 28, m}

A = P C— I — (28a)
n "(82 - By n=1,3,5 {(m - 1)< - ng}{(m + 1)2 - n%)

D ® ne, {m2 -n° 41 - 2g, m}
Bt wr—gy I ———— L (28b)
mo B, - By n=1,3,5 {{m - 1)° = n“H(m + 1)° - n%)

De spanningsfuncties zijn nu, op de co&ffici®nten & na, op de gatrand

bekend. Uitbreiding naar het gehele plaatveld geeft nu:

i 2 ]
R, i (n_ + B.9) ip ® B, ~ 1
Y XV 2 0 2
o(z,) = - = st g egy b ¢ a . -
1 T 822 _ 611.. 1 8 (62 - 81 m=2,)4 m m"'1
B + 1 D © ©
2 -m o)
- Y -—— z I
m ! (e, ~ 8,) m=1,3,5 n=1,3,5
na {m2 - n2 + 1 - 28, m}
n 2 -m
> 2 2 2. %1 (29a)
{m - 1) =n"}(m + 1)° . n%}
) 2 )
(2) Ry 1 (uX + B, ) ip ® (81 -1
¥(z.) = In g, + gr——eev I 8
2’ " I B22 812 2 " 8(8, - 8,) mep,y T m-1
B + 1 p o [
1 -m
- )T + z z
m e (8, - 8, m=1,3,5 n=1,3,5
na {m2 - n2 + 1 - 261 m} -m
(29b)

T
{m~ 1)% - 0%M(m + 1)2 - 8y 2
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5. BESPREKING VAN HET RESULTAAT

De met de methode van coéffici&nten vergelijking gevonden spanningsfuncties
(29) zijn, op een constante term na, gelijk aan de met de integraalvoorstel-
ling ven Cauchy gevonden functies (6.5.) van [1], zoals eenvoudig kan
worden ingezien als in (29) de lopende index m in de eerste sommatie

wordt vervangen door n =m - 1.

Bij de toepassing van de integraalvoorstelling van Cauchy worden de in de
randvoorwaarden voor de belasting voorkomende spanningsfuncties op de gat-

rand direct uitgebreid naar het gehele plaatveld door integratie van

¢5(0)
¢ - 3

resp.

over het volledige traject 6 = 0 -~ 27,

Deze integratie over het volledige traject maakt het mogelijk de in het
rechterlid van de randvoorwaarden voorkomende onbepaalde integralen te
splitsen in een van 6 afhankelijke uitdrukking voor het traject 0 - =
en een constante, van 6 onafhankelijke uitdrukking voor het traject

""2‘"-

Bij de in dit memorandum gebruikte methode wordt in feite hetzelfde gedaan,
alleen in een andere volgorde. Eerst wordt voor de radiale belasting een
uitdrukking bepaald die geldt voor de gehele gatrand, waarna op de normale
wijze uit de ontstane Fourier-reeks de codfficifnten van de spanningsfuncties
worden bepaald. De op die wijze gevonden spanningsfuncties op de gatrand
worden daarna uitgebreid naar het gehele plaatveld door de complexe codr-
dinaat ¢ op de gatrand te vervangen door de complexe codrdinaten C1 en g,

in het Z,- resp. z,~vlak. In feite is echter bij deze uitbreiding eveneens

gebruik gemaakt van de integraalvoorstelling van Cauchy.
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