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SUMMARY

This document deals with stresses round rectangular and square openings
with rounded corners in infinite orthotropic plates. An approximate
solution from literature has been used. Numerical results are obtained
for three different holes in six different laminates of carbon fibre

reinforced plastic.
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1. INLEIDING

Door de mogelijke toepassing van geavanceerde cbmposietmaterialen in
primaire konstrukties van vliegtuigen is de vraag aktueel geworden
welke invloed gaten voor inspektie én montage in vleugeldozen hebben
op hun omgeving. Voor ellipsvormige gaten (waaronder uiteraard ook
cirkelvormige) is het spanningsprobleem in anisotrope platen éxakt op-
losbaar. Lit. 1 geeft hiervoor de methode, die is gebaseerd op

Muskelishvili's methode van de komplexe spanningsfunkties (lit. 2).

Dezel fde methode 1lijkt zonder problemen ook toepasbaar op gatvormen

die afwijken van een ellips, zoals bijvoorbeeld benaderde rechthoeken,
vierkanten of ovalen. Lit. 1 gebruikt voor dergelijke gatvormen echter
een benaderingsmethode waarvan de numerieke resultaten afwijken van die
verkregen met de exakte methode. Zonder daar verder op in te gaan wor-
den in lit. 1 wiskundige problemen als reden voor het niet funktio-

neren van de exakte methode genoemd.

In dit rapport wordt aangegeven waarom de egakte methode inderdaad
niet funktioneert voor kontouren anders dan een ellips, terwijl het
principe van de benaderingsoplossing van lit. 1 is overgenomen voor de
oplossing van het spanningsprobleem rond rechthoekige gaten met af-
geronde hoeken. Door toepassing van de integraalvoorstelling van
Cauchy is de hier gepresenteerde uitwerking echter sneller en wellicht
ook nauwkeur}ger dan die van lit. 1, die is gebaseerd op een inge-

wikkeld systeem van coéfficiéntenvergelijking van machtreeksen.

De in dit rapport gepresenteerde numerieke resultaten hebben betrek-
king op een aantal laminaten van C.F.R.P. (Egrbon fibre reinforced
Elastic) die als konstruktiemateriaal relevantie hebben. Het althans
voor toepassing in platen minder interessante unidirektionele (U.D.)
materiaal is als voorbeeld toegevoegd wegens het extreem anisotrope
karakter. De eigenschappen van de gebruikte materialen, gemeten in

het laboratorium voor Vormgeving, Fabricage en Vliegtuigmaterialen of



berekend uit gemeten waarden, zijn vermeld in nevenstaande tabel. In
deze -tabel zijn tevens de grootheden s, en s, vermeld die van belang
zijn voor de spanningsberekening. De rechthoekige gaten met afgeronde
hoeken zijn in het algemeen in de platen zo gesitueerd dat de langste
zijde in de richting van de grootste stijfheid ligt omdat dit in werke-
lijke konstrukties ook meestal de richting van de grootste belasting

is.
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2. DE BASISVERGELIJKINGEN VOOR VLAKSPANNINGSTOESTANDEN IN ANISOTROPE
PLATEN

Voor de afleiding van de basisvergelijkingen wordt verwezen naar lit. 1.
Hier worden slechts de formules voor de spanningen en de randvoorwaarden=

formules voor de belastingen gegeven.

Voor de spanningen geldt

= 2,

o, = 2Rex Sko ¢k(zk
_ 1

oy = 2Re I q>k(zk) (2.1)
_— - ' - -

L 2Re T Sk cbk(zk) k=1, 2

De randvoorwaarden voor de belastingen zijn

s
2Re T ¢k(zk) = J Yy ds + K]
)
(2.2)

2Re T s

ko ¢k(zk) = Xx ds + K,

Q ———un

waarin Xx en Yy belastingscomponenten zijn. K] en K2 zijn integratie-
konstanten, de index ¢ geeft aan dat er tussen de materiaalassen en de

koGrdinaatassen een hoek @ is.

¢k(zk) zijn vooralsnog willekeurige, analytische funkties van de

komplexe grootheden
zZ = x+s Y ' v (2.3)
waarin sk(p wordt bepaald door de vergelijking

4 3 2 -
Uy Sp ~ 2 Ci6g Sp * (2 Clzp * C66¢,) Sp 2 €26y, Sy + €224 = 0



die behalve s ook 5, als wortels heeft.
ke ko

s, cos @ - sin @

- _k '
Sk T S\ sin @ + cos @ (2.4)

waarin voor Sk geldt

S]S2 = C_ (2.58)
11
2c¢c,, +cC
s2 42 o - Z 12 66 (2.5b)
1 2 c
"1
cijizijn de materiaalcomplianties t.o.v. de materiaalassen, cijw zijn

de complianties t.o.v. de kobGrdinaatassen. S, ens, kunnen zowel kom-

plex als puur imaginair zijn.

De funkties ¢, (z, ) hebben voor spanningsproblemen rond gaten waarbij
k %k 9

geen resulterende kracht op de gatrand werkt als meest algemene vorm

¢k(zk) = gfg) zi + ng) z, + gék) + T (k) ,-n (2.6)

De termen met zi zijn aanwezig indien de plaat in P_ in het vlak op
buiging wordt belast, de termen met z, zijn nodig bij konstante nor-
maalspanningen of schuifspanningen in P_. De reeksen met negatieve

machten van z, geven de stoorspanningen t.g.v. de aanwezigheid van
een gat in de plaat. De reeksen, buiten de gatrand holomorf, worden

¢E(zk) genoemd.

In dit memorandum worden slechts platen beschouwd, belast door normaal-
spanningen Py in X-richting, py in Y-richting en een schuifspanning
(k) _ .
pxy’ waardoor 9., = 0.
Verder wordt ¢ = 0 genomen (geen hoek tussen materiaalassen en kodr-



dinaatassen), waardoor

(2.7)

en, volgens lit. 2

(k) Px~P 2 - p. (s, +s,)

g _ X y "% xy "k 2

- Z(Si-si) k=1,2
' L=2,1

De stoorfunkties ¢E(zk) kunnen worden opgelost uit de randvoorwaarden-
vergelijkingen voor de gatrand. Omdat hier slechts naar onbelaste gat-
randen zal worden gekeken, zullen uitsluitend de randvoorwaardenverge-
lijkingen voor de belastingen (2.2) worden gebruikt. De oplossing voor
spanningsproblemen, waarbij de verplaatsingen op de gatrand zijn voor-
geschrevep, is principieel echter niet anders dan de hier gepresen-

teerde.
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3. DE EXAKTE OPLOSSING VOOR ELLIPSVORMIGE GATEN

Het gebied rond een ellipsvormig gat in het z-vlak wordt afgebeeld op

het gebied rond de eenheidscirkel
O=e  =2c¢os B+ i sin8 (3.1)
in het g-vlak met de transformatieformule

_ 1+c 1-c 1
z =R (—5_ L+ Q) (3.2)
waarin R de halve as van de ellips langs de X-as is en Rc de halve as

langs de Y-as. R is in feite een schaalfaktor die hier 1 wordt genomen.

Voor ¢ is 1 wordt de ellips uiteraard een cirkel.

Uit
z=x+ iy
zZ o =x+s y (3.3)
volgt:
, = 1 - isk s+ 1+ isp = (3.3)
k 2 2 :
ofwel, met (3.2)
~ 1 - Jsk_ T+c . 1-c 1 . 1+ isk l4c = . 1-c 1
T T3 7 v 7T 2 7 “tTT 3
(3.4)

Op de eenheidscirkel isZ =0cenZ =73 = 0_], zodat voor een punt z op

de gatrand van de ellips geldt:

- (3.5)

_ I+c 1-¢
z2=—" 0+ 0
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-1
o+ 0
X = cos § = ——————0

y (3.6)
-0

c sin B =c¢ x

~
I

terwijl voor datzelfde punt eveneens geldt, volgend uit (3.3) en (3.6)

[ 1+ is, ¢
- =1
z, = k o+ 3 k o (3.7)

(3.7) geeft dus de bij een punt z op de gatrand behorende kodrdinaat

z, als funktie van de eenheidscirkel o. (3.7) is een kwadratische ver-

k
gelijking waaruit o kan worden opgelost als funktie van resp. z, en z,

o= = - (3.8)

Kennelijk zijn er twee identieke kombinaties van de verschillende ko=

ordinaten zy enz die op de eenheidscirkel .in het g-vlak beide gelijk

2
zijn aan 0. Deze twee kombinaties zullen Q] en ;2 worden genoemd,

z, = NS (3.92)
z, + \/zg - s%c2 -1
2 = 1 - is,cC _ (3.9b)

die dus als eigenschap hebben dat voor de bij een punt z op de cirkel-

vormige of ellipsvormige gatrand behorende z, en z, geldt:

Ly =%y, =0=cos 0+ isinb (3.10)




1

Met (3.9) zullen nu de randvoorwaarden langs de gatrand-.zo te formule-
ren blijken te zijn, dat de spanningsfunktie ¢k(zk) er eenvoudig uit op

te lossen zijn.

Voor een onbelaste gatrand worden de randvoorwaardenformules (2.2)

2Re T ¢k(zk) =0
2Re ¥ sk¢k(zk) =0
Met de bekende co&fficiénten gfﬁ) wordt voor de stoorfunkties ¢E(Zk)

gevonden

2Re T ¢E(Zk) =Py Xt P V= f

)
2Re X sk¢k(zk =-p, v+ Pey X = f,

(3.11).

waarin f1 en f2 uitgedrukt in o worden:

ip._c-p 1 -ipx c + p

= x -
f 1 —L———Xz o] —V——-Xz o}
. . 3.12
Py ~ Py € px M 'Py © ( :
foo=X X ST Xy X o
2 2 2

In (3.11) zijn de integratiekonstanten K1 en K2 en de konstante termen

gék) verder niet beschouwd.

In (3.11) staan nu volgens (2.6) links van het gelijkteken macht-
reeksen in z, en rechts machtreeksen {met weliswaar slechts twee ter-
men, zie (3.12)) in o. Het oplossen van gék) uit (3.7) is daarmee
principieel mogelijk via de methode van coéffici&nten-vergelijking,
doch is onuitvoerbaar door de zeer ingewikkelde reeksen in cos n 6 en
sin n 6 die door z;n in de machtreeks ¢E(zk) wordeﬁ gegenereerd.

Door het verband (3.7) zoals dat op de gatrand geldt tussen z, en z,

enerzijds en 0 anderzijds is het daar mogelijk de machtreeksen in z,
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te vervangen door machtreeksen in o,

o= 2@ a13)

n

n™Ms
[{a}
N
1]

™8

<bi(zk) =

n 1

waarbij ¢E(0) ook uitsluitend negatieve exponenten heeft.

Met (3.13) worden de randvoorwaardenformules (3.11) ook in het linker-
lid geschreven in de koBrdinaat o en niet meer in - Kennelijk geeft
o aan de analytische funkties ¢E(zk) een geschiktere vorm voor het

oplossen van de randvoorwaarden.

N.B.: Het is eenvoudig in te zien dat de machtreeksen ¢E(zk) in z, op
de gatrand mogen worden vervangen door reeksen in o. lmmers, uit

(3.7) volgt, met

1+ isk c
* =T < lo b <1 (3.14)
k
oo * -
Z—1= 2 1 _2= Z Cr(‘k) Gn
k c(1-iskc) 1+0 0 n=1
(3.15)
dus 2;1 is een reeks met uitsluitend negatieve exponenten. Het-
zelfde geldt dan voor 2;3, 2;5 ..... z;n, zodat op de gatrand
o oo
(k) _=n _ (k) -n _ o
E g,z = I ¢ o= ¢k(0)
n=1 n=1

een reeks is in o met uitsluitend negatieve exponenten.

Randvoorwaarden (3.11) worden nu met (3.13) als volgt

x ¢°(>»+¢°()}=f

- { k9 K\ 1

3 ®(6) +5,¢°(0)p = f k=1, 2
: {Sk¢k AN } 2

-~

(3.16a)
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of, na herschrijven

(55,0 0p (0)+(5 =5, )4y (0)+(s=5 )05 (o) =5, F =F,  (3.16b)

¢E(o) is volgens (3.8) en (3.9) de randwaarde van een buiten de
gatrand holomorfe funktie ¢E(§k) die door de uitsluitend negatieve
machten van Zk in P_ nul wordt, Volgens de integraalvoorstelling van’
Cauchy geldt dan ook voor de in het linkerlid van (3.16b) voorkomende
o o, . .
¢, (0) en ¢, (o)

o0 (o)
1 k o
__21Ti § O_Ck dog = ¢k(€k)
(3.17)
62 (o)
1 k
2mi § o-T, do =0

zodat deze integraalvoorstelling, toegepast op (3.16b) als geheel

direkt als oplossing van de stoorfunktie geeft

s, f. - f
o,y 1 {2
(sg7si) 0 (8 = 77 § - ©
g - ?;k

In de integrand in het rechterlid staan volgens (3.12) een positieve
en een negatieve macht van 0. De kringintegraal van het deel van de
integrand met de positieve macht is echter nul, volgens Cauchy geeft

het deel met de negatieve macht direkt

s,p, - ip,c+ (1 -is c)p _
(s751) Bly) = - ey ot (3.08)
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Hiermee zijn de stoorfunkties voor een ellipsvormige opening dus opge-
lost. Omdat voor het berekenen van de spanningen nog moet worden ge-
differentieerd naar 2> worden met (3.9) de stoorfunkties in hun uit-

eindelijke vorm

s.p. - ip.c+ (1 -is,c) p z, +V 2-52c -1 -
L7y X L Xy { k k "k

(o)
9 (2,) = 20s,-5,)

Met (2.8) en (3.19) zijn de spanningsfunkties
0, (z) = 50 2, + 622

voor door P, P, en pxy belaste anisotrope platen met ellipsvormige

Y
gaten volledig bekend in z, en kunnen met (2.1) de spanningen op iedere
willekeurige plaats, zowel op de gatrand als in het veld daarbuiten,

worden berekend.

Resumerend kan worden gesteld dat.het spanningsprobleem rond ellips-
vormige kontouren in anisotrope platen op relatief eenvoudige wijze

is op te lossen omdat de stoorfunkties in de twee verschillende koBr-
dinaten z; en z, kunnen worden vervangen door stoorfunkties in de twee
eveneens verschillende koBrdinaten §1 en oo, die op de gatrand echter

de eigenschap hebben
C]=(;2=O

In de randvoorwaardenformules voor de gatrand zijn daarmee de twee
stocrfunkties en de belastingen in één kobrdinaat o uit te drukken.
De stoorfunkties, uitgedrukt in o bestaan uit uitsluitend negatieve
machten van o waardoor de snel tot een oplossing leidende integraal-
voorstelling van Cauchy kan worden toegepast. De oplossing van het
spanniqgsprobleem is exakt en geldig voor het hele gebied inklusief

de gatrand.
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4. GATVORMEN, AFWIJKEND VAN EEN ELLIPS

De transformatieformule

z=Tc el o 5 ¢ ¢ ' (4.1)
2 14 v
n=
beeldt het gebied rond een willekeurige kontour in het z-vlak af op het
gebied rond de eenheidscirkel in het z~vlak.

Voor de kontour zelf geldt

_ l+c 1-c
i R

al—

had -
+e¢ ¥ c o (4.2)

n=
waarin de eerste twee termen weer een ellips voorstellen (vergelijk
(3.5)) en de reeks een afwijking van de ellips geeft. Zo worden met
n=2,5, 8etc. driehoeken en met n = 3, 7, 11 etc. rechthoeken of
ruiten verkregen. Voor n - o hebben deze kontouren scherpe hoeken,

wordt de reeks afgebroken dan krijgen de kontouren afgeronde hoeken.

Hier zal slechts &én term van de reeks worden gebruikt, en wel de

term met n = 3. Is ¢ per definitie positief en wordt c3 = -1 genomen
dan is /
= lxc Uil S
z2=—"0+—5-0 €0 (4.3)
-1 3, -3
X = cos 6 - € cos 36 = ShL A € g +9
) 2 2
4. 4
oo | . g3-g3 (-4
y =c sin 0 + ¢ sin 36 = ¢ T 57

(4.3) beschrijft een rechthoekige kontour (met afgeronde hoeken) waar-
van de zijden evenwijdig met de kodrdinaatassen lopen. De halve lange
zijde, evenwijdig aan de X-as, is 1-¢, de halve korte zijde is c-e.
Met c=1 wordt de rechthoek uiteraard een vierkant (zou c3 = +1 zijn

genomen dan wordt de rechthoek een ruit en het vierkant wordt geroteerd

over 45°).
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Bij ellipsvormige gaten konden op de gatrand de stoorfunkties in de
koGrdinaten z, worden vervangen door machtreeksen in ¢ met uitsluitend
negatieve exponenten. Bij andere gatvormen is dat niet het geval, zo-

als uit het volgende blijkt.

Ook nu geldt voor het verband tussen z enz formule (3.3), die ge-

schreven wordt als

1 - s = 1+ is
= -k z _ k
Zk“TZ(1+>‘k) T TS,
ofwel
121 1
z, T-is z ; (4.5)
1+)\kz
Op de gatrand geldt volgens (4.3)
1 1
== (4.6)

1+c 1-¢ -2 2e -4
2 "(14'1+<:cj T+c © >

(4.6) is een machtreeks in o met uitsluitend negatieve exponenten in-
dien

e 2 _ 2 b
1+c 14+c

<1 ‘ (4.7)

en dit is altijd zo voor £ < ¢ (deze voorwaarde tast de eenduidigheid

en konformiteit van transformatie (4.1) niet aan; zie de bijlage).

Dus 1o 5 gxg™m met n oneven 4 (4.8)
z n
n=1
. z
in (4.5) is verder, met |kk 7 <1
1 2.22
—_— =1 - Ak ;~+ (Ak E) = eeeee (%.9)

NN
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waarin uit (4.3) en (4.8) voor % volgt:

_ (1+c -1 - _ .3
= <_7— O +—50-¢0 )

NINT

© -
T dtg " (4.10)
n=1 n

(4.10) is een machtreeks in o, die begint met —bd102 en verder bestaat

uit een konstante en termen met negatieve, even machten van o, zodat
ook (4.9) een machtreeks is in o met zowel positieve als negatieve

even machten en uiteraard een konstante.

(4.8) en (4.9) geven samen voor E% in (4.5) een machtreeks in o met

zowel positieve als negatieve oneven machten, ofwel

EL = z d(k) On n oneven

k n=-o "

Hetzelfde geldt dan uiteraard ook voor zk3, zk5 etc. zodat op de gat-

rand
[ee] 40 0
fap s T e T a T (0 9 )
n = ] n = o n = 'I
(4.11)

De spanningsfunkties behorend bij andere gatvormen dan ellipsen, die

worden uitgedrukt in de eenheidscirkel o, hebben behalve termen met

negatieve machten ook termen met positieve machten van . (4.11) is

dan ook de randwaarde van een funktie ¢E(ck) die in P_ niet nul wordt

en waarvoor geldt

., 0
! § ¢k(0) do £ 0

27i o —ck
De integraalvoorstelling van Cauchy, toegepast op randvoorwaarden

(3.16b), geeft nu dus, anders dan bij de ellips, niet direkt de stoor-

funktie ¢E(Qk). Immers, door de positieve machten van o in ¢E(Zk)’ die

in ¢E(zk) negatieve machten worden, geeft Cauchy,



m. [ee]
_ (k) _-n -(k) _-n
(sgms ) = e P n* () Iooc gt
n=1 n =1
[=2]
- =(2) _-n
+ (SR sg) b S 9
n =1
(4.12)
s 4
To2mi c-C o
k
k=1, 2 2 =2, 1

Coéfficié&ntenvergelijking van gelijke machten van Tk levert nu voor
iedere n twee vergelijkingen met vier onbekenden CSE) en Eﬁk)

(k = 1, 2), waarvan oplossing niet mogelijk is. Het willekeurig kiezen
van twee van de onbekenden, zodanig dat aan de randvoorwaarden blijft
voldaan, is niet mogélijk omdat Eﬁk).via de reeksontwikkeling van z;n
op de gatrand is gekoppeld aan cfﬁ). De twee (onbekende) koppelingen
vormen namelijk de twee ontbrekende vergelijkingen voor elke waarde

van n.

N.B.: In het voorgaande is min of meer als vanzelfsprekend aangenomen
dat er een kodrdinaat Ck is met als randwaarde O©.
Een dergelijk eenvoudige relatie tussen L) en z, als bij de
ellips is nu echter niet te geven omdat 25 uitgedrukt in o, een

vierdegraads vergelijking is.

Uit het voorgaande blijkt dat de oplossingsmethode, die bij ellipsen
snel de stoorfunktie ¢E(zk) geeft, bij andere kontouren stelsels geeft
van twee vergelijkingen met vier onbekenden. Wordt aangenomen dat de
stoorfunktie in de koBrdinaten z, op de gatrand kunnenworden vervangen
door machtreeksen in o met uitsluitend negatieve exponenten, dan wor-
den in (4.12) de coéfficiénten‘aﬁk)(k = 1, 2) veronachtzaamd en leidt
(E)

oplossing van c_’ uit (4.12) tot foutieve resultaten.




5. DE BENADERINGSOPLOSSING

In het voorgaande is gebleken dat bij kontouren afwijkend van een
ellips het aantal op te lossen coéffici€nten van de stoorfunktie
¢E(zk) groter is dan het aantal beschikbare vergelijkingen. In 1it. 1
wordt daarom een oplossingsmethode gegeven waarbij de ontbrekende
vergelijkingen worden gekre&erd door op de gatrand de stoorfunkties,
die daar volgens (4.5), (4.6) en (4.10) niet alleen funkties van o
doch ook van ¢ zijn, te ontwikkelen in machtreeksen van de (kleine)

coéfficiént ¢.

¢z(zk) = q;io + 8¢El F ot +e" ¢Em + ... (5.1)
waarin

o 1 dm o)

o=t D )

km o Lggm kK £=0

Met (5.1) worden de randvoorwaardenvergelijkingen (3.11) zowel in het
linkerlid als in het rechterlid machtreeksen van ¢. Vergelijking van
coéfficiénten van & levert de extra vergelijkingen, nodig om ¢E(zk
te kunnen bepalen. Deze coéfficié&nten zelf zijn machtreeksen in ©

waarvan de onbekende coéfficiénten evens door vergelijking of met de

integraalvoorstelling van Cauchy kunnen worden opgelost.

Deze methode is een benaderingsmethode omdat (5.1) na een bepaalde
term zal moeten worden afgebroken. Gebeurt dit direkt na de eerste
term, dan wordt in feit ¢ = 0 gesteld en geeft (4.3) de transformatie-
formule voor de ellips. Door in (5.1) uitsluitend de eerste term te -
gebruiken worden dan ook de resultaten van het spanningsprobleem rond
een ellips verkregen. Anders gezegd: de willekeurige gatvorm is dan
benaderd door een ellips. Door ook de tweede term in (5.1) te ge-
bruiken wordt een eerste benadering van het spanningsprobieem rond de
werkelijke gatvorm vefkregen. '

De hiermee berekende ''verfijning'' van de spanningen wordt op de
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spanningen, verkregen uit de elliptische benadering, gesuperponeerd.

De derde term uit (5.1) geeft een tweede, nauwkeuriger benadering etc.

De randvoorwaardenvergelijkingen (3.11), met (4.4) en (5.1) geschreven

als machtreeksen van €, worden

lo] o m ,0 m ,O
E{¢k0+¢k0+"”"““+s ¢km+s ¢km }

ip..c-p. _ ip_ c+p p +ip .- P _~ip
- { Y g7l Ry 0}+ e{ a3, Y ey o3}

o Lo} m o] m (o]
E{Sk(bko + sk¢k0 F oiseseseess + € Sk¢km + £ Sk(bka

p..~ipc _. p*ipc p. +ip, _, P, 0P
={xy2x o s xyzx 0}-5{Xy2 X 53, Xyz ’.(03}

k=1,2 (5.2)
De codfficidnten van ¢" (m = 0, 1) in het rechterlid zijn machtreeksen
van g, weliswaar met slechts twee termen. De co&fficiénten ¢Em
(m=20, 1, 2, 3 etc.) van em in het linkerlid, in eerste instantie ge-
schreven in de koBrdinaten Zp5 zullen daarom ook moeten worden uit-
gedrukt in o.
Door het definiéren van een nieuwe veranderlijke ;& gebeurt dit als
volgt. Formule (3.3) geeft met transformatieformule (4.1) voor het

verband tussen z eng, waarbij dus n = 3 en ¢y = -1

- e(c'3 -y 3'3)} (5.3)
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of, met
Ite ., lmc 1 Ite =, I-c 1) _
5+t 2 Ay ( 7 L+ 3 E> 9 (5.4a)
1 - is
_ k - -3 ==3 .
2 = —— {QL € (; + 2, T )} (5.5a)
Voor de gatrand wordt dus, met ¢ = o
o dre o dme - lrc -1, 1
Ly =5 0+ 0 + Xk 70 +—-0 (5.4b)
1 - is
____k [ -3 3
en z, = 5 {Ck s(o +>\k0)} (5.5b)

Oplossen van o uit (5.4b) geeft

o sV -2 () 2 - (=) (10d)

1+C+A1(1-c)

(5.6)

%) 1\Vééz -2 (14c?) Ay = (1-c2)(1+A§)

l+c+A2(1-c)

Kennelijk zijn er ook nu twee identieke kombinaties van de verschil-
lende grootheden C; en Cé die op de gatrand beide gelijk zijn aan o.

Deze kombinaties worden, evenals in (3.9), Z, en L, genoemd

5 i\/é¢2 -2 (1+c) 2 - (1-¢%) (1ed) )
1+c+Ak(1-c)

Cx

k=1,2
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Als Ty de eenheidscirkel L, =0 doorloopt, dan loopt Ci volgens (5.4b)
langs een ellips. Deze situatie is identiek aan die, gegeven door de
formules (3.9) en (3.7): C& speelt hier dezelfde rol als z, bij de op-

lossing van het spanningsprobleem rond de ellips.

1 - is
N.B.: Door in (5.3) ———E——E niet buiten haken te halen wordt op de gat-

rand

"
Q
+
Q

(]
Sk 7 7

k 2 2
] 1 - -
) Ck i-_\/ck S © 1
Z;k 1 - iskc

waardoor de parallel tussen ;& en z, van het elliptische gat nog

‘duidelijker wordt.

Met de in ;L uitgedrukte z, wordt dus de stoorfunktie op de gatrand:

o 2 k) -n_ < ) [, _ -3 3\-n
o (7 ) = . * . > : R {Ck & <0 A O )}
waarin (5.8)
(K) ~ (k) 1 - is) -n
Pn = 9 < 2 )

en waarmee de in {(5.1) voorkomende ¢Em eenvoudig in Z, zijn uit te
drukken.
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Immers

°__‘_im_°()
O = ml 4e™ LT =0

)-n-m

I
[—

l <0'3 * A g3>m n(n+l)..... (n+m-1)(§i

3

n

k=1,2 (5.9

Omdat in (5.9) door (5.4b) (c;l'<)-1 door een machtreeks van ¢ met uit-
sluitend negatieve exponenten kan worden vervangen, en dus de hele
sommatie in (5.9) een machtreeks in o met negatieve exponenten is, is
ook ¢ﬁm volledig uitgedrukt in o.

Dit is als volgt eenvoudig in te zien

1
" ™8
F o~
z
——
'
i
p
]
3
1
"™ 8
o
Q

[o]
S =

-1 (-3 3\ d 2 (k) ;. ,\=n
=57 (o + Ak ol ) EEI ] E ] hn (Ek)
-1 (43 3\ 4§ (k) on '
= (o + Ak o ) dCL ] f 1 ¢, ¢ (5.10)
m m -]
¢ = (;}) (o'3 Y 03>m d — x (k) gn (5.11)
qg& n=1 "

waarin de differentiatie naar Ci met (5.4b) steeds zd kan worden uit-

gevoerd dat ¢:m volledig in o blijft uitgedrukt.
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e Ak 03)m in ¢Em blijkt ook nu, evenals in (4.11),

de aanwezigheid van positieve machten van 0 in de stoorfunktie ¢E(zk).

Door de term (o

Door een stapsgewijze benaderingsoplossing zal het echter mogelijk
blijken te zijn positieve machten van ¢ steeds te koppelen aan in voor-
gaande stappen opgeloste coéfficiénten. De dan resterende onbekende
delen van ¢Em bevatten uitsluitend negatieve machten van © waardoor de
randvoorwaardenvergelijkingen voor die delen oplosbaar zijn en niet

leiden tot te weinig vergelijkingen met te veel onbekenden.

De oplossing voor de ellips

Vergelijking van coéfficiénten van e® in (5.2) levert dezelfde ver-
gelijkingen in‘¢20 als die voor de stoorfunkties ¢Z(zk) bij het ellip-
tische gat, vergelijk (3.11). ¢E0 is dan ook gelijk aan die ¢E(zk).

_ s,p - ip_ + (1 - is,c) p _
¢E0 = C$k) g 1 - 2 Y X £ XY G 1 (5.]2)
Z(Sk-sz)

k=1, 2

De oplossing in eerste benadering

Vergelijking van coéfficiénten van & in (5.2) geeft

P I oy Py * ipxx -3, Py ~ ipxx 3
{041 tp1) = 2 oy 2 ©
(5.13)
P, *ip, . P ~ iP
o o ) _ _ “xy X =3 _ "xy x 3
z {580+ 50 }- 7 C 7 ¢
k=1, 2

waarin zich in ¢E] de inmiddels uit de elliptische benadering van de

stoorfunktie bekende cfk) bevindt.




Immers, volgens (5.10) is

o ='—](c'3 A
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! k g n=q "
= _1ll (0_3 * A 03> T n Cr(mk) -1 —ddc,
n =1 Ck
waarin met
]-C+>\k(l+c) i .
T+c+, 0-o ~ % loy o 1< (5.1ka)
: = (5.14b)
1 +c+ )‘k (1 -¢) k -
do .
voor — uit (5.4b) volgt
dl_}k
do _ 2 1
dZ;l'< l+c+)\k(1-c)1 1-c+>\k(l+c)0_2
I+c+>\k (1 -¢)
oy -2\n
= z (o(k g ) (5.15)
n=0,1,2 ;
ofwel
’ [e2)
(po =L (634 o3 c(k)oza i k) 52 T (0 o
k1 11 k 1 1 nel.2 k
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= cgk) w 0+ T dgk) o " (5.16)
n=1
e (k) _ (k)*
Hierin is d1 = Ak dh (5.17)

een betrekking die bij de oplossing in tweede benadering nodig zal.
zijn.

(k)

In de eerste term van ¢E] komt een aan de bekende <y gekoppelde
positieve eerste macht van ¢ voor, in tegenstelling tot wat verge-
lijkingen (5.13) suggereren. Het nog onbekende deel van ¢E1 dat fk](c)
zal worden genoemd, bevat uitsluitend negatieve machten van o.

Randvoorwaardenvergelijkingen (5.13) worden nu met (5.16)

PtiPyy -3 PTIP 3
):{f (o) + f Zoi}=—x——-—y-o s L XY 5
o Lkl k1 2 7
_ (k) Ky — — -1
E{c] W, >\k<:f+c1 wkkko
p *ip, _ P ., iP
Z{sf (o) + s f ic§}=-—xy———x-03——5L-—xo3
K k ki k ki 2 2

Omdat fk1(0) de randwaarde is van een funktie, holomorf buiten de gat-
rand en naar nul naderend in ﬁn mag de integraalvoorstelling van

Cauchy worden toegepast, waarbij in (5.18) in het rechterlid de termen




27
met positieve machten van overdwijnen.

Na herschrijven van (5.18), op dezelfde wijze als is gebeurd bij (3.16)
geeft Cauchy als.oplossing voor fk1(ck)

-1
s
®2 %k

f (g = {(Sl-gk) O Xk C1k * (52-52) &z ;z sz)}

-3
z
+ 512253;7 {szpy + (i52+1) Py * ipx} (5.19)

waarmee (5.16) wordt voor de gatrand

-1

o (k) _ o oy o5 =(k) R =(2)
‘ O I S5k {(51 S @ Ao+ (symsp) e Ay g

€

-3
+ ET;E:;ET {szpy + (ISE+1) Puy + |px}

sk) -1 d(k) -3 (5.20)

|
)
>
(o]
Q
+
Q.

(k)

o . . werrs see .
In ¢k1 bevindt zich dus een term met een codffici&nt 4 die is gevon-
den door oplossing van het spanningsprobleem rond een ellipsvormige
kontour. De andere twee termen zorgen in eerste benadering voor aanpas-

sing aan de randvoorwaarden van de werkelijke kontour.

De oplossing in tweede benadering

Vergelijking van co&ffici&nten van e in (5.2) geeft

o , o
E {¢k2 + ¢k2} =0 (5.2])
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(< o [o)
: {sk¢k2 + sk¢k2} -0 (5.21)

Ook nu moeten positieve machten van ¢ in ¢ZZ gekoppeld worden aan de
inmiddels bekende co&fficiénten, zodanig dat het onbekende deel van

o . . . .
¢k2 weer een reeks is van uitsluitend negatieve machten van 0.

2 2 oo
o (D% -3, 32 4 (k) ~-n
b2 = =77 (07 + 307 Y. R
i k =

N
] —

ofwel, met (5.17)

o 2.2 (K) 3. -2
= wk'kk <, (1 + o c ) + Zwk Xk d1
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Het onbekende deel van ¢E2 is dus weer een maéhtreeks in 0 met uit-
sluitend negatieve exponenten. Dit onbekende deel zal sz(o) worden
genoemd. Randvoorwaardenvergelijkingen (5.21) met daarin (5.22) ge-

substitueerd worden dan:

E {sz(o) + szioi} =
- 2,2 (k) 3 _Z'_ZZki -3, - 2
E { w, Ak <, (1 + o, g ) + W Ak <, g’ (1 + o, 0 )

(k)
+ ng Ak d] g+ Zwk A

kWo_]}

~M

{ kfka(0) + 5, F, (o )} =

- k{ ‘ wi >‘k (k) o3 (1 + « 0_2) +s—mi Ai c][kj a3+ c_xk 02)

+ 25, @ A d(k) o+ 25, ©_

Kk M 9 K %% N o

Y

Omdat sz(c) uitsluitend negatieve machten vano bevat en dus kan worden
beschouwd als de randwaarde van een funktie sz(gk) die buiten het gat
holomorf is en naar nul nadert in Em kan Cauchy ook nu weer worden ge-
bruikt.

Toepassing van Cauchy geeft als oplossing voor sz(ck):

5,-S
oy L[5 =2 22 -(k) -3 - 2
fra(e) = {sﬁ-sk G A e ol o )
227%0 =2 52 (z) 3 - 2
+ Z, (1 + aQ’gk)

"
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5075k - d(k) -1 S97% - - e .
s -5 9% M 91 Sk SErS B T B

(5.23)

o .
waarmee ¢k2 op de gatrand wordt, na rangschikken naar machten van o:

o _ 3 2.2 (k) 2,2 (k) (k)
dpp = 97 AR o(wk A 20, X d )
-1
_ o sy2 322K 5, a5 5(k)
S5k {(sz si) (@ Ao o+ 20 A dgT)

v sl 22 g an 3 M)

(k) -1 ;k) -3 (5.24)

Met ¢ﬁ2 is nu ook de stoorfunktie in tweede benadering bekend. De op-
lossing in derde benadering wordt niet gegeven; de methode van oplossen
is identiek aan die voor de eerste en tweede benadering.

De stoorfunktie ¢E voor het benaderde rechthoekige gat wordt nu op de

gatrand
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o}
b =

(k)

p o

(
c] ak + 2wk Ak d

+ e(k) O-] + eék) 0'_3}

Uitbreiding van ¢E naar het veid buiten de gatrand {(en binnen een nog
te bepalen konvergentiestraal) kan gebeuren door o door Gy te vervangen
(volgens 5.7). Uitbreiding mag nu niet door toepassing van Cauchy ge-
beuren omdat ¢E immers positieve machten van bevat. Dit in tegenstel-
ling tot wat is gebeurd bij de bepaling van fkm(q), die steeds zd zijn
gekonstrueerd dat ze uitsluitend negatieve machten van o bevatten waar-
door Cauchy wel kon worden toegepést en waarbij positieve machten van

o in het rechterlid van de randvoorwaardenvergelijkingen wegvielen.

Het konvergentiegebied van de in een reeks van ¢ ontwikkelde stoor-

funktie

In het voorgaande is gebleken dat de in tweede benadering afgeleide

randvoorwaarde ¢E(o) van de stoorfunktie
o o o 2 o
0 (2) = b+ e b+ o,

positieve machten van ¢ bevat met als hoogste exponent 3. Dit duidt

erop dat
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o

[o] . n o]
0 (2)) = & Pn
n=0

slechts een beperkt konvergentiegebied buiten de gatrand heeft.

De algemene term

m .o _ -
& Oy =mr— & (0

is zelf een reeks in o met positieve en negatieve machten van ¢ waar-

van de term met de hoogste positieve macht wordt bepaald door het pro-

dukt van AE 03m en de me-afgeleide van c$k) 0_1.

m
€ .m 3m (k) -n-m _ m .m (k) 2m-n
ol Ak o’ mi 4 o = ¢ Xk <y o

De reeksontwikkeling van ¢z(zk) konvergeert nu in een gebied waarvoor

geldt

L
km <1 voor m - (5.25)

m-1 0
e b(m-1)

Omdat de term met de hoogste positieve macht van o buiten de gatrand

het meest kritisch is voor konvergentie kan {5.25) worden vervangen

door de eis

M AE C1(k) Z;Zm-n v
- < 1 voor m - co
M 1 AE 1 C1(k) Ci(m 1)-n
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ofwel

< 1

2
€ A Ty

Het konvergentiegebied van de reeksontwikkeling van ¢:(Zk) wordt dus

aan de buitenkant begrensd door een cirkel met straal

1
< \/
s|Ak|

De in het voorgaande beschreven methode voor spanningsberekening, ge-

(5.26)

2

baseerd op de‘ontwikkeling van de stoorfunkties in reeksen van ¢, kan

dus slechts worden gebruikt voor een beperkt gebied buiten de gatrand.
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6. BEREKENING VAN DE SPANNINGEN

In het voorgaande is in tweede benadering de randwaarde van de stoor-

funktie ¢E(zk) afgeleid,
o _ 0 o 2 o
¢k(o) = Gog * & by tE G, (6.1)

waarin ¢E0, ¢El en ¢E2, gegeven in resp. (5.12), (5.20) en (5.24)

funkties van O zijn. Omdat o volgens (5.6) en (5.7) de randwaarde is
van g, kan (6.1) naar het veld buiten de gatrand en binnen het door
(5.26) bepaalde konvergentiegebied worden uitgebreid door ¢ door ¢,

te vervangen.

Voor het berekenen van de spanningen met formules (2.1) moet

¢E(Zk) = ¢E(§k) naar z, worden gedifferentieerd. Volgens (5.7) is ¢,
nu echter wel als funktie van g& bekend, doch niet als funktie van z, .
Het uit (5.3) vinden van een verband tussen o en z, op de gatrand (en
daarmee van Ck en z, buiten de gatrand) is helaas niet mogelijk omdat
(5.3) op die gatrand een vierdegraads vergelijking in o geeft. Door
het ontbreken van een éénduidig verband tussen &, en z, is het dan ook

niet zonder meer mogelijk buiten de gatrand de spanningen te berekenen.

Het is echter wel mogelijk de afgeleide van ¢E(Ck) naar z, te bepalen
in gevallen waar L, en Z, beide slechts van één variabele afhangen,
bijvoorbeeld op lijnen x = konst. of y = konstant of op de gatrand

waar

0 =cos B+ i sin® (6.2)

N
]

(cos 6 - € cos 368) + Sy (c sin 8 + ¢ sin 30) (6.3)
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Omdat de hoogste spanningen meestal op de gatrand voorkomen zal dit

laatste geval verder worden uitgewerkt.

do do/d6 -sin B8 + i cos ©

dzk - dzk/de " Tsin 6 + 3¢ sin 36) + sk(c cos O + 3¢ cos 30)

ofwel, met

b=
]

c cos B + 3¢ cos 38
(6.4)
B= =-sin 6 + 3¢ sin 36

do _ ig ' ‘
Gz, "5 A+ 8 - (6.5)

Hiermee worden op de gatrand

- volgend uit (5.12)

(6.6)

- volgend uit {5.20)

d o _ . _ -1 _ o (k) -3
HE; ¢k1 = :(mk Ak ¢, o 1o 3d3 o )/(skA + B)
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- volgend uit (5.24)

d o _ . 2,2 (k) 3 2,2 (k) (k)
q Ppp = {}ok A €y 00+ (wk.kk ¢l o+ 20, A, 9 ) o
L N A L I Ot

De gatrand is onbelast zodat voor de normaalspanning O in de doorsnede

loodrecht op de gatrand geldt

Uit (2.1) volgt dan ook voor de gatrand

2 d
O, = 2Re I (0 +s) g {cpk(o)} k=1, 2 (6.9)
k k
. . .0 (k)
waarin ¢k(o) behalve de stoorfunktie ¢k(0) ook nog de term g1, z,

bevat die het homogeen spanningsveld geeft en die na differentiéren

naar z, uiteraard uitsluitend g_? geeft.

d _ (k) d o o - 2 .0
et {¢k(")} S0 Yy, (dg * € Opq + &7 Oy 5)

wordt O gerangschikt naar machten van @
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—_
=~

~—
N

(k) 2 (k)
1 ak £ +2mk Ak d] £+ wk Ak c1 £} o

- (c(k).+ dsk) € + e(k) 82> o-1 - <3d(k) €

+ 3e§k) 82> 0_3} /(skA + B)] (6.10)
k=1, 2

Volledigheidshalve worden hier alle in (6.10) gebruikte symbolen nog

eens gegeven, indien nodig met een kleine toelichting.

- s, is de oplossing van (2.5)

waarin

(k)

= 9.y bepaalt het homogene spanningsveld in de plaat; volgens (2.8)

2
(k) _Px ™ Py%y Pay (S9*3))
51 2(52-52 -
kK %g

Py py en pxy zijn de belastingskomponenten op de plaat in ﬁn

- Ak’ mk en ak

1 f.isk

volgens (4.5) Ak =.TT:~T;;
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9 1 - is)
volgens (5. 1kb) O T+ ¢+ Ak(] - c) <= 1 - icsk>

1-c+ Ak (v + c) ( 1+ icsk>

volgens (5.1k4a) T T+ cr A, (- <)

=T < ics

c komt voor in de transformatieformule (4.1) en bepaalt mede de ver-
houding van de halve lange zijde en de halve korte zijde van de door
(4.1) beschreven rechthoek met afgeronde hoeken. Met ¢ = 1 wordt de

rechthoek een vierkant.

e is een (kleine) coéfficiént, voorkomend in transformatieformule
(4.1). ¢ bepaalt de afronding van de hoeken van de rechthoek.
Tevens bepaalt ¢ mede de verhouding van de halve lange zijde en de
halve korte zijde.

De halve lange zijde is 1 - €, evenwijdig aan de X-as,

de halve korte zijde is ¢ - &, evenwijdig aan de Y-as.

c is per definitie g1 verondersteld.
o is de eenheidscirkel,
c=e =cos O+ i sin®

Met (4.2) bepaalt 6 het verband tussen een punt op de eenheidscirkel

in het g-viak en het punt z op de werkelijke gatrand.

X0
ningsprobleem.

Volgens (5.12)

is de codfficiént van de elliptische oplossing van het span-

Xy k=1,2 f&=2,1

c(k) ) 5Py~ ip, c+ (v - |$2c) Py
1

2(sk-s£
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- dfk) en dék) zijn coéfficiénten, voortkomend uit de oplossing in
eerste benadering van het spanningsprobleem rond de werkelijke gat-

vorm. Volgens (5.20)

- {a,k<s£-;k) L Sylsm5y) 1, ef’“}

S

(k)
dl

=S

2 Tk

d(k) ] slpy + (i52+1) pxy + ip

X
3 _ - =
2(szsk) k'=1,2 g2=2,1
(k) en e(k) zijn coéfficié&nten, voortkomend uit de oplossing in

1 3
tweede benadering van het spanningsprobleem rond de werkelijke gat-

vorm. Volgens (5.24)

e = {0 @ 2 G v 5, 3
larE) @ e G 2 1,300} /6y
e§k) -- {(S[;kl) ‘:’i 5‘5 E1(k) + (sgmsy) ‘:’E XE Elw}/(s’@ %)

A =c cos 6 + 3¢ cos 36

=sin 6 + 3¢ sin 30

n

Omdat de gatrand onbelast is kunnen uit O, eenvoudig O Oy en T

worden bepaald

¢ cos2 o ‘ (6.11)

[}
Q

T g, sin o cos o
xy_ t o
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waarin o de hoek is tussen de raaklijn aan de kontour en de X-as

i

_dy _ccos 8 + 3¢ cos 30
t9 & = 4 = =sin 0 + 3¢ sin 30 (6.12)
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7. DE NUMERIEKE UITWERKING

In Fig. 1 is in het eerste kwadrant voor ¢ =1 en een drietal waarden
van ¢ de kontour van een vierkant gat met afgeronde hoeken gegeven.
Duidelijk is de invlioed van ¢ op de afronding van de hoeken te zien.
Voor de spanningsberekening is gekozen voor ¢ = 0,125 omdat deze waar-

de de meest rechte zijden geeft.
Voor de rechthoekige gaten is gekozen voor de kombinaties

= 0,75 = 0,111
c=20,5 € =0,1

0
I
™
I

met als verhoudingen voor de lange en korte zijde resp. 1,39 en 2,25.
Deze kontouren zijn gegeven in Fig. 2. De bij een aantal waarden van

de hoek O behorende koBrdinaten x en y staan vermeld in Tabel 1.

De spanning o, volgens (6.10) is berekend met een eenvoudig program-
ma in de programmeertaal Fortran die de mogelijkheid van komplex
‘rekenen heeft. In de tabellen 2 t/m 8 zijn de waarden van O, voor een
aantal waarden van 0 tussen 0° en 90O voor de in de inleiding gehoemde
materialen gegeven. De berekeningen zijn gedaan voor resp. p, = 1,

py =1en pxy = 1. Bij iedere willekeurige kombinatie van deze belas-
tingsgevallen zijn de spanningen door eenvoudige superpositie te vinden.
De belastingen Py = 1 en py =1 geven in m - 6 dezelfde spanning als

in 8; voor pxy = 1 is de spanning in 7-8 gelijk aan die in 8, doch met

tegengesteld teken.

Bij isotroop maFeriaa] is S; =5, = i waardoor de formule voor o, tot
de onbepaalde vorm g leidt. De berekening van de spanningen in isotroop
materiaal is dan ook gedaan met E, G en u waarden die een geringe af-
wijking van het normale isotrope verband tussen deze grootheden geven

zodat s;ens, niet exakt gelijk zijn aan i.
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In Tabel 9 is de spanning o, rond een vierkant gat in een aantal lami-
naten, belast door Py vergeleken met de spanningen rond cirkelvormige
gaten. In Tabel 10 wordt voor dezelfde gevallen de schuifspanning Txy
gegeven. Tabel 11 vergelijkt waarden van Txy voor diverse gatvormen,

inklusief de rechthoekige, in unidirektioneel materiaal, belast door

P

Door een (00/900)s laminaat met een rechthoekig (of vierkant) gat met
Py = 1 en py = -1 te belasten en het geheel daarna over 45° te roteren
wordt het geval verkregen van een (+ ’-lSO)S laminaat, op afschuiving
pxy = 1 belast, met een gat waarvan de zijden een hoek van 45° maken
met de kodrdinaatassen. In Tabel 12 is voor het geroteerde vierkante
gat en het geroteerde rechthoekige gat met ¢ = 0,5 de §panning o, vers
geleken met die rond de niet geroteerde gaten. In Tabel 13 is dit
bovendien gedaan voor de schuifspanning Txy. De in de Tabellen 12 en
13 gegeven waarden van 6 hebben in alle gevallen betrekking op de

gaten waarvan de zijden evenwijdig aan de ko8rdinaatassen lopen.
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8. BESPREKING VAN DE RESULTATEN EN KONKLUSIES

De hier gepresenteerde oplossing geeft spanningen in tweede benadering.
Omdat de derde en hogere benaderingen van de stoorfunkties moeten wor-
den vermenigvuldigd met 53, eh etc. (¢ ~ 0,1) zullen deze de nauwkeurig-
heid van de oplossing slechts weinig vergroten; in de voorbeelden die
lit. 1 geeft is het verschil tussen de spanningen in tweede en derde

benadering hoogstens 1%.

Lit. 1 geeft formules voor O (in tweede benadering) in de bij 6 = 00,

450 en 90o behorende punten op de rand van een vierkant gat. Invullen
van de hier gebruikte materiaaleigenschappen leidt tot waarden voor O
die tot ca 2% afwijken van de in de Tabellen 2 t/m 8 gepresenteerde
waarden bij overeenkomstige 6. Lit. 1 werkt met de in zeer ingewikkel-
de formules resulterende methoden van co&ffici&nten-vergelijking. De
in dit memorandum gepresenteerde oplossing is weliswaar gebaseerd op
hetzelfde principe als die van lit. 1, doch leidt in zijn uitwerking
veel direkter en sneller tot relatief eenvoudige formules en is daar-

door wellicht nauwkeuriger.

Uit de Tabellen 2 t/m 8 blijkt dat voor de belastingsgevallen Py = 1

en py = 1 de spanningsconcentratiefaktoren geen opvallendhoge waardeh
aannemen.

Volgens Tabel 9 laat een vergelijking met cirkelvormige gaten zien dat
bij unidirektioneel materiaal en het door unidirektionele lagen over-
heerste (OZ[i 1-050)s laminaat de maximale faktoren bij p, zelfs aanzien-
lijk lager zijn dan bij cirkelvormige gaten. Bovendien treedt de maxi-
male spanning niet, zoals bij cirkelvormige gaten, op bij 6 = 900,
doch dichter bij de hoeken. Het 1ijks alsof het gebied rond 6 = 90°
"in de schaduw' ligt van de hoeken van rechthoek of vierkant. Dit doet
vermoeden dat de maximale normaalspanning op de Y-as niet optreedt aan
de gatrand doch enigszins daarbuiten, zoals dat bijvoorbeeld ook het
geval is bij een cirkelvormig gat in een door p, belast (+ L&SO)s

laminaat.
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Belangrijk is dat de maximale Ot voor breuk lang niet altijd bepalend

is omdat hij meestal op plaatsen optreedt waar het laminaat in de rich-
ting van O, de grootste stijfheid, maar vooral ook de grootste sterkte
heeft. Een goed voorbeeld daarvan is het unidirektionele materiaal dat
bij een treksterkte van ax = 1500 MPa bij een vierkant gat met
(Ot/px)max = 4,48 een theoretisc?e breukbelasting heeft van Py = 335 MPa
en met een cirkelvormig gat van P = 212 MPa. Uit Tabel 10 blijkt

echter dat de maximale schuifspanningsconcentratiefaktoren in beide

gevallen bij benadering gelijk zijn en bij een toelaatbare schuifspan-
ning van ;xy = 80 MPa slechts een breukbelasting Bx = 125 MPa toelaten.
Bij breuk zal dan ook, zoals experimentee! meerdere keren is vastge-
legd, een afschuifbreuk in de richting van de belasting optreden en
geen trekbreuk loodrecht erop. Uit Tabel 11 blijkt verder dat de
maximale schuifspanningsconcentratieféktoren in unidirektioneel mate-
riaal voor alle vier de beschouwde gatvormen bij benadering gelijk
zijn; de breuklasten bij deze vier gatvormen zullen dan ook niet ver

uiteen liggen.

Een dergelijk eenvoudige redenering t.a.v. breuk is voor de meeste
andere laminaten niet te geven. Immers daar zal een breukcriterium,
eventueel laagsgewijs toegepast in een groot aantal punten op de gat-
rand, uitsluitsel moeten geven over de vraag hoe en waar breuk op-
treedt en of een rechthoekig gat ongunstiger of wellicht zelfs gun-
stiger is dan een cirkelvdrmig. De tendens die in de resultaten voor
unidirektioneel materiaal zit, geldt vermoedelijk ook voor laminaten

_met- een overheersende unidirektionele versterking.

Opvallend is dat bij alle beschouwde laminaten bij belasting pXy recht-
hoekige of vierkante gaten hoge waarden van de normaalspanning O

geven bij de afronding van de hoeken, ongeveer daar waar de gatrand

een hoek van bSo maakt met de X-as. Of dit een reden is voor een lage
toelaatbare afschuifbelasting is uiteraard afhankelijk van het aantal
lagen onder + 45°, Uit Tabel 12 blijkt dat bij (+ h5°)s laminaten het

roteren van de gaten over 45° een sterke verlaging van de maximale Oy
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tot gevolg heeft. Bij een toelaatbare trekspanning van 800 MPa in de

hoofdrichtingen van het laminaat is voor de vierkante gaten

70 MPa

- niet gekanteld (Ot/pxy)max = 11,3824 Py

- gekanteld (0,/P, ) oy = 3:9118 P 204 MPa

xy’ max Xy

Bij %xy = 800 MPa voor het (+ L!So)S laminaat en %xy = 80 MPa voor het
(00/900)s laminaat worden de toelaatbare afschuifbelastingen, geba-

seerd op de maximale schuifspanningen uit Tabel 13:

140 MPa

- niet gekanteld (Txy/pxy)max = 5,6912 Py

120 MPa

- gekanteld (Txy/pxy)max = 0,6655 Bxy
Kennelijk is bij een (+ 450)s laminaat op afschuiving belast het niet
gekantelde gat kritiek door overschrijding van de maximaal toelaatbare
trek- of drukspanning op plaatsen, behorend bij 6 = 450, 135% etc.
Voor een rechthoekig gat geldt hetzelfde. Het eventueel kantelen van
rechthoekige gaten dient echter wel zo te gebeuren dat de lange. zijden

onder trek en niet onder druk staan.

Hoewel ook hierover een breukkriterium uitstuitsel moet geven, doen de
hier gegeven resultaten vermoeden dat kantelen van rechthoekige of

. . o .
vierkante gaten in andere, door + L5~ lagen overheerste en voornamelijk

door afschuiving belaste laminaten, eveneens zinvol kan zijn.

Tot slot moet worden opgemerkt, dat alle hier vermelde resultaten uit-
sluitend betrekking hebben op de in de Figuren 1 en 2 gegeven kontouren.
Verfijning van de transformatieformules van deze kontouren, zodanig dat
mathematisch betere rechthoeken of vierkanten worden verkregen, heeft
behalve rechtere zijden ook scherpere hoeken tot gevolg waardoor de
spanningen bij die hoeken aanzienlijk kunnen stijgen, hetgeen voor

werkeli jke konstrukties uiteraard ontoelaatbaar is. Voor konstruktief
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realistische gaten met rechte zijden en dezelfde afrondingen van de
hoeken als in Figuren 1 en 2 zijn de hier gegeven resultaten echter

wel goed bruikbaar.
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drie waarden van €.
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c=0,5 e=0,1 | c=0,75 e=0,111 c=1  ¢=0,125
eO
X y X y X y
0| o,9000 | 0 0,8889 | 0 0,8750 [ 0
50,8996 | 0,0695 | 0,8889 | 0,0941 |0,8754| 0,1195
10 | 0,8982 | 0,1368 | 0,8886 | 0,1858 |0,8765 0,2361
151 0,8952 | 0,2001 | 0,8884 | 0,2727 ]0,8775| 0,3472
20 | 0,8897 | 0,2576 | 0,8841 | 0,3527 |0,8772| 0,4503
25 | 0,8804 | 0,3079 | 0,8775 | 0,4243 |0,8740 | 0,5434
30 | 0,8660 | 0,3500 | 0,8660 | 0,4861 |0,8660 0,6250
35 | 0,8450 | 0,3834 | 0,8479 | 0,5375 {0,8515| 0,6943
4o | 0,8160 | 0,4080 | 0,8216 | 0,5783 |0,8285| 0,7510
4ks | 0,7778 | 0,4243 | 0,7857 | 0,6089 |0,7955| 0,7955
50 | 0,7294 | 0,4330 | 0,7390 | 0,6301 |0,7510| 0,8285
55 | 0,6702 | 0,4355 | 0,6809 | 0,6431 |0,6943| 0,8515
60 | 0,6000 | 0,4330 | 0,6111 | 0,6495 |[0,6250| 0,8660
65 | 0,5192 | 0,4273 | 0,5299 | 0,6510 | 0,5434 | 0,8740
70 | 0,4286 | 0,4198 | 0,4382 | 0,6492 | 0,4503| 0,8772
75 | 0,3295 | 0,4122 | 0,3374 | 0,6459 |0,3472| 0,8775
80 { 0,2236 | 0,4058 | 0,2292 | 0,6424 |0,2361| 0,8765
85| 0,1130 | 0,4015 | 0,1159 | 0,6398 |0,1195| 0,8754
90 | 0 0,4000 | 0 0,6389 |0 0,8750
Tabel 1: De bij de hoek 6 behorende kodrdinaten x en y

van drie gatkontouren.
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isotroop (OZ[i 450)S (+ llso)s unidirektioneel

601 0 /Py | O/ | Ou/Py | /Py | O/ O /P | /P | /Py
0} -0,8635] -1 -0,3521 ] -0,3967 | -0,8971 | -1 -0,2123 | -0,2389
5| -0,8641 | -0,9696 | -0,3519 | -0,3904 [ -0,8973 | -0,9967 | -0,2121 | -0,2347
10 -0;8642 -0,87941¢ -0,3507 | -0,3711 | -0,8968 | -0,9842 | -0,2111 | -0,2221
15| -0,8568 | -0,7321| -0,3464 | -0,3383 1 -0,8913 | -0,9531 -0,2081 | -0,2013
20| -0,8258| -0,5321| -0,3342 | -0,2907 | -0,8726 | -0,8831| -0,1999 | -0,1725
251 -0,7348 | -0,2856 | -0,3042 | -0,2266 | -0,8239 | -0,7362 -0,1805 | -0,1354
30§ -0,5050 0 -0,2354 | -0,1431| -0,7079 | -0,L4468 | -0,1369 | -0,0896
35 0,0123 0,3159 | -0,0836 | -0,0363 | -0,4042 0,0726 | -0,0447 | -0,0334
4o 0,9785 0,6527 0,2388 0,0995 0,6950 0,8636| -0,1348 0,0357
Lg 2,1996 1 0,8773 0,2724 4,0338 1,771 0,4609 0,1229
50 2,9644 1,3473 1,9514 0,4937 3,7933 2,L4689 1,0908 0,2362
55 3,0239 1,6840 3,1236 0,7789 2,6414 2,7633 2,3101 0,3896
60 2,7502 2 3,591 1,1481 2,1325 2,7556 3,8787 0,6073
65 2,h362 2,2856 3,3561 ],62“8 1,8742 2,6163 4,4818 0,9334
70 2,1786 2,5321 2,9420 2,2284 1,7164 2,4530 4,0545 1,4500
75 1,99117%1 2,7321 2,5984 2,9530 1,6114 2,3122 3,4831 2,3112
80 1,8665 2,8794 2,3677 3,7254 1,5425 2,2093 3,0849 3,7594
85| 1,7957| 2,9696| 2,2387| 4,3625| 71,5030 | 2,1477| 2,8684 | 5,8221
90 1,7728 3 2,1974 4,6167 1,4902 2,1273 2,8008 7,0811

Tabel 9: De spanning o, rond vierkante respektievelijk ronde gaten in een

viertal met Py belaste laminaten.
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isotroop (02[1 hSo)S (+ 45°) unidirektioneel
6° Txy/px Txy/px Txy/px Txy/pX Txy/px' Txy/px Txy/px Txy/px
0 0 0 0 0 0 0 0 0
51 -0,0063 |-0,0842| -0,0026 | -0,0339{ -0,0065 |-0,0865]|-0,00151 -0,0204
10| -0,0091 {-0,1504| -0,0037 { -0,0635| -0,0095 { -0,1683 | -0,0022 | -0,0379
15| -0,0044 | -0,1830]| -0,0018 | -0,0846 | -0,0046 | -0,2383 | -0,0011 | -0,0503
20 0,0126 | -0,1710 0,0005 | -0,0934 0,0134 | -0,2838 0,0031 | -0,0555
25 0,0L41 | -0,1094 0,0182 | -0,0868 0,0494 | -0,2820 0,0108 | -0,0519
30 0,0714 0 0,0333 | -0,0620 0,1001 | -0,1935 0,0194 | -0,0388
351 -0,0033 0,1484 0,0225| -0,0170 0,1090 0,0341 0,0120| -0,0157
Lo | -0,4131 0,3214{ -0,1008 0,0490 | -0,2934 0,4252 | -0,0569 06,0176
451 -1,0998 0,5000 | -0,4387 0,1362 | -2,0169 0,8870 | -0,2305 60,0614
50| -1,2514 0,6634] -0,8238 0,2431 [ -1,6013 1,2157 | -0,4605 0,1163
55| -0,8152 0,7912 | ~0,8421 0,3660 | -0,7121 1,2983 | -0,6228 0,1830
60| -0,3888 0,8660| -0,5078 0,&97i -0,3015 1,1932°| -0,5484 0,2629
65| -0,1461 0,8754| -0,2013 0,6223 | -0,1124 1,002 -0,2688 0,3575
70t -0,0333 0,8138 | -0,0450 0,7162 | -0,0263 0,7884 -0,0621 0,4660
751 -0,0103 0,6830 0,0134 0,7382 0,0083 0,5780 0,0180 0,5778
80| 0,0197 | 0,4924| o0,0250| 0,6371| 0,0163 | 0,3778 | 0,0326 | 0,6429
85 0,0131 | 0,2578 0,0163 0,3788 0,0109 0,1865 0,0209 0,5055
90| 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabel 10: De spanning Txy rond vierkante respektieVelijk ronde gaten in

een viertal met Py belaste laminaten.
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unidirektioneel

c=0,5 c=0,75 c=1

o
o Txy/px Txy/px Txy/px Txy/px

0o o 0 0 0

5| 0,0026| 0,0002(-0,0015] -0,0204
10| 0,0066| 0,0015]| -0,0022 | -0,0379
15| 0,0133| 0,0050| -0,0011 -0,0503
20| 0,0221( 0,0116| 0,0031 | -0,0555
25| 0,0247 ] 0,0202| 0,0108|-0,0519
30| -0,0121| 0,0202| 0,0193|-0,0388
35| -0,1506 | =0,0239| 0,0120 | -0,0157
4o} -0,3970 | -0,1657 | -0,0569 | 0,0176
45| -0,6171] -0,3928 | -0,2305 | 0,0614
50 | -0,4488 | -0,5911 | -0,4605 | 0,1163
55| -0,0178 | -0,5473 | -0,6228 | 0,1830
60| 0,1780 | -0,2165 | -0,5484 | 0,2629
65| 0,1762| 0,0146 | -0,2688 | 0,3575
70 0,1411] 0,0875|-0,0621 | 0,4660
75| 0,1031| 0,0873| 0,0179 | 0,5778
80| o0,0673| 0,0641 | 0,0326 | 0,6429
85| 0,0033| 0,0333| 0,0209 | 0,5055
9| o 0 0 0

Tabel 11: De spanning Txy rond een viertal gatvormen

in een met Py belast unidirektioneel laminaat.
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—H—— RERER ¥ - —_— RERR ) -
X\t |55 Xt 13+
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< . 1 o 11,
- - - >
— |[TF¥FFET — |TAFrrR
—__'——— T
c=20,1 o ¢ =290,5
£ =0,125 Moe=0,1 XY
- —— ¢
% 0t/pxy ct/pxy 0t/pxy 0t/pxy
0 0 -3,0392 0 -4,3374
5 -0, 1542 -3,0812 . -0,2393 -4, 3946
10 -0,3227 -3,2097 -0,5120 -4,5493
15 -0,5235 -3,4268 -0,8670 -4,6922
20 -0,7840 -3,7077 -1,4043 -4,5309
25 -1,1551 -3,9118 -2,4060 -3,5987
30 -1,7595 -3,6246 -4,9405 -2,0655
35 -2,9814 -2,4685 -11,4546 -0,7472
40 -6,2446 -1,0585 -8,2444 0,4066
4sg -11,3824 0 -3,6645 2,1016
50 -6,2446 1,0585 -2,1236 *3,6804
55 -2,9814 2,4685 -1,4200 3,8160
60 -1,7595 3,6246 -1,0028 3,3215
65 -1,1551. 3,9118 -0,7195 2,8557
70 -0,7840 3,7077 -0,5122 2,5237
75 -0,5235 3,4268 -0,3517 2,3034
80 -0,3227 3,2097 -0,2204 2,1656
85 -0,1542 3,0812 -0,1062 2,0902
0 3,0392 0 2,0663

Tabel 12: De spanning o, rond gaten in met schuifspanning pxy be-

laste platen waarbij de zijden van de gaten respektievelijk

evenwi jdig aan en onder 45° met de kodrdinaatassen lopen.

Het materiaal is (+ 45°)_ C.F.R.P.
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c =1 >Kf =0,5 EK:
e =0,125 <> = 0,1 Ry
-— -—
6° Txy/Pxy Ty’ Py Txy/Pxy Ty/Pxy
0 0 0 0 - 0
5 -0,001 0,0225 0,0029 0,0530
10 -0,0034 0,0339 0,0161 0,1429
15 -0,0027 0,0177 0,0580 0,3137
20 0,0120 0,0567 0,1830 0,5906
25 0,0693 0,2346 0,5666 0,8475
30 0,2488 0,5125 1,8807 0,7863
35 0,8038 0,6655 5,6577 0,3691
Lo 2,6361 0,4468 3,6610 -0,1805
45 5,6912 0 0,9680 -0,5551
50 2,6361, -0,4468 0,2102 -0,3643
55 0,8038 -0,6655 -0,0057 0,0154
60 0,2488 ~-0,5125 -0,0577 0,1913
65 0,0693 -0,2346 -0,0570 0,2263
70 0,0120 -0,0567 -0,0415 0,2043
75 -0,0027 0,0177 -0,0246 0,1609
80 -0,0034 0,0339 -0,0112 06,1096
85 -0,0011 0,0225 -0,0028 0,0553
90 0 0 0 0

Tabel 13: De spanning Txy rond gaten in met scHuifspanning pxy be-

laste platen waarbij de zijden van de gaten respektievelijk

evenwi jdig aan en onder 450 met de kodrdinaatassen lopen.

Het materiaal is (+ ’450)s C.F.R.P.
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BIJLAGE: DE VOORWAARDE VOOR EENDUIDIGHEID EN KONFORMITEIT VAN DE TRANS-

FORMATIE
o) =z =8 e 7o 73

waarin per definitie

0 <e <1
(B.1)
0 <c <1

De voorwaarde voor eenduidigheid en konformiteit van de transformatie

is dat voor het hele gebied buiten de gatrand moet gelden

- -4

t2 430 40 (8.2)
ofwel de wortels van (B.2) moeten binnen de gatrand liggen, dus

"; | <1 - (B.3)

wortel

(B.2) is een kwadratische vergelijking in C_Z. Aan (B.3) wordt voldaan

indien voor de wortels C;i van (B.2) geldt

-2
'Clz‘ > 1 (B.4)
waarin
2 (-0) & V-0)? - 2ke (1+0) :
12 = 17¢ (8.5)
Voor
: 2
(1-¢)
& S 74T+ (8.6)

\

is C;% een reéle grootheid die aan de eis (B.4) voldoet voor
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2
0<s<7(&'%)— (B.7)
Voor
2
€ > E%%%%%ﬁ' (B.8)

is E;i een komplexe grootheid die aan de eis (B.4) voldoet voor

2
(1-c) 1+¢
2h5(i+c) < ¢ <T, (B.9)

Kennelijk is de transformatie dus altijd eenduidig en konform indien

(voor positieve €)

£ <‘—ZC (B.10)

Aan deze eis is bijvoorbeeld altijd voldaan als ¢ < ¢ wordt gekozen.

formule (4.6) kan in een machtreeks ontwikkeld worden indien

1-¢ -2 -4

2¢
o T+c o

<1 (4.7)

waarin

‘(l-c) 0-2 -2 0

=\V/{(1-c) cos 28 - 2& cos he}z +{(1-c) sin. 20 - '2¢ sin 46}2

= \VQ1‘C)2 + 452 - he (1-c) cos 26
(B.11)

i

(B.11) neemt een maximale waarde aan als cos 20 = -1, waardoor

Max (l-c)2 0—2 -2 0 = 1-¢c + 2¢

-L‘I






