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Vogrvoord.

Dit rappert is besdoeld alas handleiding voor diegenen die zieh
op de haogte willen stellen van de hydrodynamische achtergron-
den van de msthoden om lsngs theoretische weg volgens de atrip-
methode de hydrodynsmische eigenschappen van schepen te bspalen.

Ds lezer wordt bekend verondersteld met de grondslagen van de bhy-
drodynamics en de theorie van de infinitesimale oppervlakte gol-
ven. Voor een bestudering van deze thsorieen wordt ver#esern naar

[51. [e). [8)s [o)s en [10].
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De laatate jaron is veel amndacht geschonken aan de theoretiasche bee
nadering van de hydrodynamische coefficiénten van een schip, waarin voor-
al door het beschikbaar komen van rekesnautomaten grote voortgang is ge-
meakt. Aangezien een driedimensionale methode i.h.a. tot te gecompliceer-
de berekeningen leidt, wordt het probleem besahouwd door toepassing van
de rgn. etripmethode. Het schip wordt hierbij in een aantal secties ver-
deeld en van ledere sectis, die we constant van doorsnade veronderstel-
len, worden de hydrodynamische eigenschappsn bepaald, waarblj we veron-
derstellen dat de verstoringen in de vleeistof t.g.v. de bewegingen van
da mectis zich slechts uitbreiden in het gebied tussen de twee evenwijdi-
ge begrenszingsvlakken. Toepassing van zojuist genoemde methode vereist
derhalve informatie omtrent de hydrodynamische eigenschappen van oneindig
lange eilinders, (of eindige cilinders ingesloten door twee evenwijdige
vlakken loodrecht op de as) met loodrechte doorsneden die overesenkomen met
de doersneden van de betreffende secties van het sehip.

Door Ursell [13]. El‘&] is de grootste bijdrage geleverd tot de oplos-
sing van dit probleam. Hij bescheouwde het probleem van een cirkelvormige
coilinder, dis harmonisch oscilleert, waarbij de gemiddelde stand van de

as samenvalt met het vrije vleeistofopperviak. Urasell gaat uit van de vol-
gende veronderstellingen:

1, de vloeistof is niet visceus, incompressibel en rotatievrij.
2. de omcillatie is van dien aerd dat lineariseren is toegestman.

Uit 1. en 2. volgt dat bovenstaand probleem geformuleerd kan worden als
een lineair potentimal probleem, amngerien uit 1. volgt dat de snelheids-
potentiaal @ moet voldoen man de vergelijkingen van Laplace Af =0, ter-
wijl volgens 2. de bijbehorende randcondities lineair zijn.

Ursell vond een oploesing door superpositie van geschikt gekozen
functies die elk afronderlijk voldoen aan de vergellijking van Laplace en
de gelineariseerde vrije oppervliskte conditie en gezamenlijk voldoen aan
de overige randcondities.

Tasai [10], [11] heeft de methode van Uraell gegeneraliseerd voor
cilinders met meer algemene vorm, de zgn. Lewis~doorsneden, waarvan de
vorm gekarakteriseerd wordt door drie parameters. Tassi paste een confor-
me tranaformatie toe wasrmee de Lewls-doorsnede wordt afgebeeld op een

halve oirkel. Door het beperkte aantal parametere kunnen de tranaformatie-
formules langs analytische weg worden bepsald.
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Porter [7:] heeft uitdrukkingen afgeleid voor de hydrodynamische
coefficienten van cilinders, die niet op bevredigende wijze met een
Lewis-doorsnede kunnen worden benaderd en waarveor mesr gecompliceer-
de transformatie formules nodig zijn. Hij heeft verder enige resulta-
ten experimenteel geverifiserd, Echter een methode om de transformatie-
formules te vinden die een willekeurige dwarsdeorsnede van een schip
afbesldt op een halve cirkel wordt door hem niet gegeven.

Door toepassing van de iteratiemethede van Fil'ehakova [}J heaft
Snith'17 op het Laboratorium voor Scheepsbouwkunde een computerprogram-
na samengesteld waarmee voor elke willeksurige doorsnede de transforma-
tie kan worden bepamld, die deze doorsnede afbeeldt op een halve cir-
kel waarna de bijbehorende hydrodynamische coefficienten kunanen worden
bepanld. Opgemerkt wordt dat strikt genomen deze methode slechts toce-
gepast kan worden wanneer de dwarsdoorsnede het vloceilstofoppervliak leod-
recht snijdt.

-1 63=



1.3

1. Probleemstelling.

We beschouwen in een oneindig diepe vloeistef sen cilinder, die
ééndimensiensal harmonisch gecseilleerd wordt met frequentie O en
waarvan de gemiddelde atand van de as samenvalt met het vrije vlieei-
stofoppervlak in de rustteestand (Fig. 1.1.). Als mogelijke manieren
van oscilleren zullen we hier dompen, verzetten en slingeren beschou-
wen.

De x-as nemen we herizontasl, samenvallend met het vrije vloei-
stofoppervlak en loodrecht op de as van de cilinder en de y-as verti-
caal, positief naar beneden en gaande door de gemiddelde stand van de
a8 van de cilinder.

n(x,‘t‘.'j?o
/E v /,_x
V(X,éjco

'y

Fige 1.1.

Verder veronderstellen we dat de amplitude van de oscillatie klein is
t.o.v. de diameter van de cilinder en de lengte van de door de oscil-
latie gecreserde golven, zodat we in de gelineariseerde benadering
de waarde van alle fysische grootheden mogen betrekken op de midden~
stand van de cilinder. Door de lengte van de cilinder zeer groot te
nemen t.o.v. de breedte of door de cilinder aan beide zijden in te
sluiten tussen twee oneindig lange wanden loodrecht op de as van de
cilinder, kunnen we de snelheidscomponenten evenwijdig met de as van
de cilinder verwaarlozen en is de beweging tweedimensionaal.

Het bepalen van de bewegingen van de vloeistof onder invloed
van de harmonische cscillatie van de cilinder is terug te brengen
tot het oploasen van esn randwaarde probleem uit de lineaire poten-
tisaltheorie sodat de unclhoidcpotontiaalﬁ (xy y, t) 68k sen harmo-
nische functie is in de tijd. De potentimal kan in complexe notatie
derhalve geschreven worden als:

Blx, 7, t) = Blx, y) 0= 108, (1.1)
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waarbij we dus de werkellijke potentiael krijgen docor van het rechter-
14d het reele deel te nemen. We zullen voortamn bij berekeningen waar
de tijdsafhankelijkheid van de varisbelen niet ter sprake komt steeds
met het tijdsonafhankelijke deel F(x,y) werken.

De snalheidspotentiaml moet overrl in de vloelatof voldoen aan de
vergeli jking van Laplace:

228 %9

bxa aya

0 (1.2)

vanwege (1.1) ia (1.2) direet te schrijven als:

J 2 d%g
= (1.3)
‘);g*ayi 0 13 |

Is /7 = /7 (xyt) de golfhoogte t.g.v. het oscilleren van de cilinder,
dan geldt in het gelineariseerde geval (EQ], eh 2 , (2.1.,14} ) voor
golven die lang zijn t.o.v. hun amplitude:

%% - - %g; (y = 0) (kinematische oppervliakte conditie) (1.4)

We zien dus dat in de gelinearimeerde vorm deze relatie weer betrok-
ken wordt op het gemiddelde oppervliak van de vloceistof: y =0.
Conditie (1.4) bverust op de hypothese dat alle vloceistofdeeltjes
die zich eens op een gransvliak bevinden, daar altijd op blijven ([b],
§1.4). |
Een tweede conditie wamraan 55 op het vrije oppervlak moet vel-
doen volgt uit de wet van Bernouilli:

a 2
£.4{85 @ - apeoo

Aangesien de druk op het vrije oppervliak constant is en sangesien het
aan f toeveoegen van eonstante otatid safhankeli jke termen geen invloed
heeft op de snelheidsverdeling (3& -2) in de vlceistef, kunnen we

'dy
(1.%) na lineariseren herleiden tot:

‘-‘;g +E7=0 (y=0) (dynamische eoppervlakts condttie) (1.6)

Uit de eondities (1.4) en (1.6) kunnen we 7 elimineren. We differen-

tieren (1.6) naar t en substitueren achtereenvolgens voer -5% het rech-

terlid van (1.4) en veer P uitdrukking (1.1), zodat uiteindeld jk:
'115‘
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Kg+ gg- 0 (y=0) (gelineariseerde vrije oppervlakte con- (1.7)
ditie)
waarbij:

62

K = =,

Verder geldt op de omtrek van de ocilinder om dezelfde redenen als wel-
ke geleid hebben tot (1.4) dat de normale component van de snelheid van
de cilinder o.i.v. de gedwongen oscillatie gelijk is aan de oversenkom-

stige component van de snelheid van de vloeistofdeeltjes op de cilinder,
dus:

bsg 5 Un(x,y)o-ic ¢

of:

%g = U (x,y) (randwaarde op de cilinder) (1.8)

n is hierbij de normaal op de cilinder positief naar bdbuiten gericht,
(Fig. 1.1). Ten overvloede wordt erop gewezen dat (1.8) vanwege de hier
toegepaste gelineariseerde benmdering weer betrekking heeft op de gemid-
delde positie van de cilinder.

Op fysische gronden is gemakkelijk in te zien dat de verstoringen
in de vloeistof t.g.v. het oscilleren van de cilinder met toenemende
diepte minder merkbaar worden, rodat:

1im grad § = 0 (1.9)
y—>°

Aangerien de gedwongen oscillatie harmonisch is, zullen op het vliceiw
stofeppervlak golven ontstaan, die samengeateld zijn uit een gtaande
Bolf waarvan de amplitude met de afstand van de cilinder snel afneemt
en een regelmatige lopende golf, die zich asn beide zijden van de ci-
linder naar het oneindige voortplant. Laatat genocemde golf hewerkstel-
ligt een uitstraling van energie, die aan de beweging van de eilindcr
enttrokken wordt, waardoor de vloeistof dﬁa ean dempends werking op de
cilinder uitocefent. Dus: ’

- - <]
¢——> 010 Ky °i< Kx +6t) VOOr X b OO

f———> ca.-Ky ol (Kx +5t) Voor x—e = 00

of:
I .
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=Ky e-in

ﬁ.__.)C,‘G Voor y —a + 00

(1.10)

-Ky oin

g—>»C. o voor g—> = CO

2

(Voor een analytische afleiding van dexe conditie zie men §6.? van
LoD
Resumerend staan we nu dus voor het probleem een potentiaal £ te
bepalen die overal in de vlceistof een oplossing is van de vergeli jking

van Laplace A # =0 en verder nog voldoet aan de volgende randcondities:

(1) de gelineariseerde vrije oppervlakte conditie (1.7) W
(11) randvoorwaarde op de cilinder (1.8)

(111) voor y—s»ooverdwijnt alke verstoring in de vloeistof (1.9)
(iv) uitstralingsconditie (1.10)

(v) voor dompen moet de potentimal symmetrisch zijn:

B(x,y) = F(-x,y)

L(1.'11)

voor slingeren en verzetten is deze asymmetrisch:

B(x,y) = = B(=x,y) ‘

Conditie (v) zien we op fysismche gronden gemakkelijk in. Verder merken
we op dat conditie (iv) vanwege (1.10) conditie (i1i) impliceert.

We hebben tot nu toe de gedaante van de functie Un(x,y). de norma=-
le component van de gedwongen enelheild van de cilinder, onbepaald ge~
laten, Het spreekt vanzelf dat Un(x,y) zowel afhankelijk is van de wij-
2@ waarop de cilinder geoscilleerd wordt, dus dompen, verszetten of
slingeren als van de vorm van de cillinder. We zullen in de nu volgende
hoofdstukken boven gesteld probleem voor de drie zojuist genoemde ma-
nieren van oscilleren oplomsen, waarbij de vorm van de cilinder wille-

keurig genomen mag worden.
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2: lntegraslvergelijking van de snelheidspotentisaly Greense funoties,
Bronpotentiasl.

In dit hoofdatuk zal m.b.v. de atallihg van (Green een integraamlvergelij-
king voer de snelheidspotentiaml worden opgesteld voor het geval van een
verticaal oscillerende cilinder, waarbij asn de bijbehorende Greense funoc=-
tie en sijn fysische betekenis vesl amndacht zal worden geschonken.

We veronderstellen dat de cllinder een harmonische, verticaal oscilleren-
de beweging maakt zodat de bijbehorende snelheidspotentiasal volgens (1.11v)
symmetrisoh moet =i jn:

Bix,y) = @(~x,y) (2.1)

y
Fig. 2.1,

We passen de stelling van Green toe, welke in het twee-dimensionale geval
de volgende vorm heeft:

(PAY -~ YAP)aV = 9{(;5 - -‘Z-‘f’)ds (2.2)
7[/ - yomr- P gty

\/_1. een gebied omsloten door een contour S en n de ultwendige normaal
op 8. :

Voor de funotie @ kiemen we de mnslheidspotentiaal van de vloceistof t.gv.
het dompen van de ogilinder, terwijl V genachikt wordt gekozen acdat, na
substitutie vwn}ﬁ in (2.2) door de resulterende vergelijking voor @ aan
de eisen omtrent senduidigheid en existentie van een oplossing wordt vol-
daan. De tunetiu‘y’noot dan een bromsingulariteit hebben in sen punt (a,b)
in het gebdied y >0, buiten de cilinder. We kiezen voor}b een functie van
de vorm([12] hoofdstuk VI-3):

$.|2 [ 2"‘
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‘)b (x,y1 -,b)-log\ﬁx-l)i+(y-b)T+ Hbr(x.n a,b) (2.3)

De eerste term van het reehterlid is de potentimal van een bron in het
punt (a,b). De functie ybr is regulier in het gebied y >0, buiten de
cilinder. We kiezen de contour § nu zodanig, dat @ en ’b in het door 8
omsloten gebied V regulier rijn. Derhalve wordt 5 opgebouwd (Fig., 2.1)
uit de lijnen II en V langes het vrije oppervlak, de lijn IV langs de
omtrek van de cilinder, een cirkeltje III met straal Jan het puat (a,b)
en een grote oirkel I met straal r. Binnen dit gebied voldoen @ en ¥
ann de vergelijking van Laplace sodat het linkerlid van (2.2) nul werdt

en dus:
d P
@<Ly a0 (2.4)
T4IT+III+IV+V

We bderekenen eserst de intcgrnnjl langs het oirkeltje III, waarbij we van
het resultaat J—*O nemen. Opgemerkt wordt dat voor kleine J(z.)) over
het oirkeltje III geschreven kan worden als:

Y = log s Y, (2.5)

Verder geldt op het cirkeltje:

J

= —3%. on ds = Jac.

sodat:
/ /{ ﬁJ (lugJ-r}i )+(log¢f+ V)-d*g} Jdo

(- )(1 S+ YY) }Jao
III + +(log +}& I%'

Aangezien }br on ﬁ begrensd zijn, krijgen we dus voor J—-» 01

- ~27T¢ (l.b) (2.6)
IIX

Vervolgens beschouwen we de integrasl over de atukken II en IV,

We kiezen nu }Ur 30, dat de lijnintegraal langs het vrije oppervliak
nul wordt:

~2+3w
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2,3

o¥ ., J
[ ¢3;- }bsg I’dxa 0 (y=0)

II+V

Hieraan is voldaan wanneer de integraal van bovenstaande uitdrukking ver-
dwi jnt:

ﬁ}by-V¢’-0 (y=0)

M.b.v. (1.7) zien we vanwege de symmetrie van bovenstaande vorm in g= Y
dat hieraan voldaan is wanneer:

K¥+ Vy = 0 (y=0) (2.7)

Verder kunnen we ons nog afvragen aan welke eisen % moet voldoen opdat
de lijnintegraml op de grete cirkel voor het limietgeval r —> co ver-
dwijnt:

r_no f{ﬂ ;&;?g} rdo= 0 (2.8)

De potentiaal @ moet op de grote cirkel voor r_—w»co het in (1.10) omschre-
ven gedrag hebben. Aengezien de betrekking (2.8) symmetrisch is in & en 2%
sullen voor de geldigheid van deme betrekking de functies @ en W op de
grote ocirkel gelijk mostss ijni dus de funcotie y representeert voorl x | —»co
een regelmatige uitgaande golf:

}é —_— c1.“x’ o-1Kx vVoor x—» + oo

(2.9)
}b—v C1o'K’ iEx VOOr X—s -9

Wanneer door de functie ) met de in (2.3) gegeven vorm voldaan is asan
(2.7) en (2.9) dan resulteert (2.4) in de volgende integraalvergelijking
in #(x,y):

Bla,b) = /{ﬂ;z’ ¥ S } (2.10)

B is de omtrek van de eilinder waarop de normale snelheid %g gegeven is.
De funotie @ in de integrand van (2.10) ie de waarde van g op de omtrek
van de cilinder. Nemen we nu het punt (a,b) op de omtrek van de cilinder
dan krijgen we na toepassing van dezelfde procedure (het oirkeltje III
verandert daarbij in een halve cirkel op B) de integraalvergell jking:

-2.’*—
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#(a,b )-—-/ -Y :)n} ds (2.11)

waarbij nu zowel #(a,b) als # in de integrand betrekking hebben op waar=
den van @ op de cilinder.B, We bepalen nu m.b.v. (2.11) de waarde van &
op de omtrek B waarna we m.b.v. (2.10) in steat sijn de waarde van ¥ in
esn willekeurig punt van de vloeistof te bepalen. De functie ¥, die we
zodanig gekonsn hebben dat de lijnintegralen langs I, II en V verdwijnen
terwijl bovendien amn de eisen omtrent existentie en eenduidigheid van
de oplossing van (2.10) voldaan wordt, wordt een Greense fungtie genoemd
Rest ons nu nog de functie E/L(x,y; a,;b) van (2.3.) te bepalen.
We substitueren (2.3) in (2.7):

(x-a) " +d

K g .2 b
I(yr-b‘yry--ilo;{(x-n) +b }-& 53 (y=0)
We zoeken een oplossing van dezme differentiaalvergelijking in de vorm:

VY _(xart a,b) .-%m{ (x-a0% (o} + Yl txays am)

De eerste term in het rechterlid representeert een put in het beeldpunt
(a, -b) van (a,b) t.o.v. het vrije oppervliak. De !‘uuctiu}k“ meet dan
voldoen aan!

KV1*Yﬂ 2b

Yy (x-n)2+b

3 (y=0) (2.12)

Het rechterlid van (2.12) is afgezien van een factor 2 juist de beeld~
functie van de Laplace .transformatie van cos p(x - a), dus (2.12) kan ge-

schreven worden als: co

K}V1 +}b; = 2 [ N L p(x ~ a)dp (y=0) (2.13)
(]

Beschouw nu de integraal:

f e LI pix - a)dp (2.14)
o

We vatten p op als een complexe variabele: p -ot+1j3. Asngezien de inte-
grand slechts een aingulariteit heeft voor p = -9, mogen we de baan van
de integratie, die in bovenstaand geval langs de reele as loopt, wijzi-
gen in een willekeurige lijn L lopende van de oorsproang (0,0) naar (¢2,0)
(rig. 2.2.).
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- Fa

(c.2)

Fig. 2.2.

Eén van de elementsire eigenschappen van Greense functies is de
aynmetrie met betrekking tot de punten (x,y) en (n.b),(['k] Hfdst. 1X=3).
D.w.s. de functie blijft hetzelfde wanneer we (x,y) en (a,b) verwiaselen.
Derhalve substitueren we in (2.13) voor %1 de uitdrukking:

}01(1:.3'; a,b) =2 /l;(p.x)o"p(y’b) cos p(x - a)dp (2.15)
L

De funotie P(p,K) moet zodanig bepaald worden dat voldsan wordt aan (2.13).
Substitueren van (2.15) in (2.13) geeftt

-2 ./;J.P(p.l()c'pb cos p(x ~ a)dp+2 /K P(p, K)o PP oos Pe
L

L
(x-a)ipe2 /.-pb“. p(x - a)dp (y=0)
L
dit wordt:
f{(x-p)P(p.K)- 1} R L p(x=-a)dp =0
L
zodat:
P(p,K) = gl= (2.16)
ent
1 /'-p(y +b)
}& (xsy) n4b) =2 = com p(x - a)dp (2,17)
L -p

"2.6"



2.6

Bo integrand van (2.17) heeft een pool van de e orde in p=K
(K =-q§—. resel). De contouren L kunnen we nu op twee manieren kieszen:
over de aingulariteit p =K heen: bijv. L (Fig. 2.2) of onder de singu-
lariteit door bijv. L1. Aangezien het residu van de integrand ongelijk
nul is, zullen de waarden van de integraal langs dere twee contouren ver-
schillend zijn. De functie V1. en damrmee ook ¥, is dus niet eenduidig
bepaald. Dese eenduidigheid bli jkt verachaft te worden dcor conditie
(2.9)1 ¥ moet op oneindige afstand van de cilinder een regelmatige uit-
gaande golf voorstellen., We gaan nu het gedrag van }ﬁ beatuderen achter~
esnvolgens voor de contouren L en L,'. Ondat we aan dezelfde zijde van de
pool blijven, mogen we de contour L,‘ wijzigen in M1 en L in "2 (Fig.2.3).

fb“ Im @

ﬁ_.._\:,_.ﬂ*_a Re
pAlm
K..E'l :K+E ~
- P e 2y
) dﬁe
Fig. 2.3.

- 2
Voor |x|—»co verdwijnt de logarithmismche functie: 103\ ’MML

(x -~ a)2+(y + b)a
zodat ‘overhl:l'.jft het gedrag te beatudersn van }V1 voor | x |- co voor de
conteuren M1 en Ha.

We zullen nu aantonen dat ¥ T voor | x |—>-o00 langs de contour M,
regelmatige ultgmands golven geeft. We gaan over op de varisbele x'ax-a

en y' =y +b, waarbi] we de indices weer laten vervallen:

. ' '
1 /,-w {eipx JPRES j- [.-p(y~ix) /e-p(y-ix)
3&"2 = dp = —r——-dp + P dp (2.8)

Mo £-p Ma TP,

Uitrekenen wven de serste integraal geeft:

[’—p(y-ix) K-¢ e-al(y-ix) K}E o-(euiﬁ)(y-ix)

iy TEep Pt TEr e -9 P+
o0 o I‘l IZ
'[ ~ol{y-ix)
+ K=o &
K+£\ v— -7
Iy

ua."’u
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De serate, tweede en derde integraal van het rechterlid noemen we
resp. I1. 12 en I)' Partieel integreren van I1 geeft:

AaK-€ K-E&

-y - 1x) ~A(y -ix)
=G =X ol w0 (K -ol)(y = 1x)
o

We zien gemakkelijk in dat I,—>0 voor || —»co + Op dezelfde manier
kan aangetoond worden dat IB-—>O voor |X|—» co . Varder geldt, omdat
>0, 12 —> 0 veor |x|—s-co. Eveneens kan aangetoond worden dat veer
de tweede integraal van het rechterlid van (2.18) de integraties over

de reele as over (0, K-£)en (K+€,) nul worden terwijl vanwege de re-
sidu stelling voor de integratie van de halve cirkel (K- €, K+£) geldt:

K€ .-p(ydx) K€ -p(y-rix)

f — o dp= —-—-——dp+277'i (residu p=K),
K-£ K-» g€ K-p

W/ .

Na substitutie van p=ol+1f3 in het linkerlid zien we dat mangesien
f-’( O, dese integraal nasr nul gaat voor |x |—»e¢» . Eet residu 1in
p =k wordt:

~-p(y+ix)
p}}:l(p_x)e — ‘_.-K(yi-ix)
sodat?
K+€ -p(y+1x)

. ap = 2774 ¢~ K(¥+1x)
K 3 -

ent

——l—"” dp= 2J74 o~Kly+ix) (2.19)

I!'—-bca H

Dus )01. en dus ook ‘P , geeft, wanneer we de contour L in (2.17) vervan-
gen door Ma voor |x|—»co een regelmatige uitgaande golf.

We kunnen op dezelfde wijze santonen dat wanneer we voor L de con-
tour M, nemen, }& voor |x|—m co sen regelmatige inkomende golf geeft,
We mosten derhalve sm san conditie (2.9) te voldoen "2 handhaven en H1
laten vervallen, modat we nu dus een eenduidige voorstelling hebben vyoor

de Greense funotie }b. die in de integraalvergelijkingen (2.10) en (2.17)
gosubstitueerd moet worden: (we delen door een factor 2):

-2.8‘




2.8

2" ~p(y+b)
}L (x,y} a,b) -%1.;\/5141.2.(12)_ / [ o cos p(x-a)ap (2.20)

(x n) +(y+b)
K

Dus de functie yb, die een oplossing is vanzﬂ}é =0, voldoet aan:

(1) de gelineariseerde oppervliakte conditie (2.7)

(11) voor [x|—wco representeert Yeen regelmatige uitgaande ¢ (2.21)
golf (2.9)

Een geval, dat in het volgende hoofdstuk ter asprake komt bij het zoeken
van de oplossing van het randwaardeprobleem door superpositie van een groot
hantal potentlaalfuncties,is sen bron in de eorsprong (a=b=0) waarvan de
potentiaal aan de sigenschappen (2.21) moet voldoen. Deze potentimal wordt

dus: .%’ / -py

> T_p cos px dp (2.22)

In de literatuur wordt (2.22) messtal in een andere vorm gegeven, die door
toepassing van stellingen uit de complexe functiatheorie uit (2.22) kan
worden afgeleid. We zullen deze afleiding nu geven:

De integraal (2.22) splitsen we op in twee integralen I1 en I.¢

2
f ¥ coe px / -PY ipx o PV -iPx
— N -P o—f\—b -P - W -P
K K v A e
I3y I,

De berekening blijkt verschillende resultaten te geven voor x>0 en x<£0.
We zullen het geval x >>0 beschouwen. Voor x<£ 0 verloopt de redenering ana-

loog. ‘ﬁ

Fig. ?.ul“o

-2.9=




2.9

Voor de berekening van I, sluiten we de contour M met de kwartoir--
kel CB en de positieve imaginaire as IB Zodat toepassing van de stelling
van Cauchy leidt tot:

w
s 10y 10x
o FY .1px 1im P .sRo . line R .10
[+

°
oAy P2
_ o — 140+/ B T
o

[ VY g S S
Verder uitgewerkt wordt dit:
&

o ie 10
H.N. fe"".oi"x 1im je'(x"';. J’.oi(x*J' )x J.:l.O 140

dol+
K-o Joso K-(K + J ¢29)
r

<o

w
1im 4 .-(Rnoso+ RxeinQ) -4 (Rysin@ - RxcosQ)

10
*R>co X - RoosO v iRsin®

Re 140 +

J ety

16/5!0 (2.24)
(o]

hierbi] moet onder de eerste integrasl een hoofdwaarde integraal worden
verataan. Op de kwarteirkel CB geldt cos >0 en 8in 6>0. Bovendien zijn
x en y positief sodat in de limiet R_j, 0o de derde integraal verdwijnt.
(2.24) wordt derhalve:

[~
-y _ldx - ° -ify _-px
o
co

Voor de berekening van Iz sluiten we de contour met de kwartaoirkel Co en
de negatieve imaginaire as. Aangezien in dit geval de pool p=K met residu

,-Pyc-ipx
K-p

lim
p—+K

(p=-K) -..-Ky' .-in
omsloten wordt, geeft toepassing van de residustelling:

o
- - -~ i¢ _ iQ
/c py.. ipx 1lim Re y.o iRe x.R.iO

X iR 140 +
. K-p R-bwo K- R.iO
Lo}
-ify _fx Kx kx
] « 8 . -1 ~-ky =1
+* :L Widp --2”1(-. y.' J‘-Z”i. y‘ .

H201°-
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Op analoge wijse als in (2.24) valt de tweede integraal weg, zodat

na uitwerken van de serate integraal bovenataande vors resulteert in:
<)

oty =letx iﬁg /x
/——T—-—ddﬂﬁ. o Ky-1Kx f f& —xoiiiep= 273 R (2.86)

Uit (2.23), (2.25) en (2.26) volgt:

(-]

-y -
/ dp=H.W. ‘/'—Kg%"-ﬂdou-ﬂio KYconkx =
)

if!y f

1 f -Ky,-iKx (2.27)
-3{0 —i—-F—- ap + 14—*1 (-1)d/3}+n1-

(2.27) is verder te herleiden tot:

]——Mdp-n.w. / & 908X 4 7rs e X con Kx =

/ [ /"‘gxa;nnz -ﬁcoljézz apary .-Ky ~1Kx (x3>0)
° K -r/%

Op deselfde manier kan aangetoond worden dat voor x<0O de laatste regel
vervangen moet worden door:

/.nx gKlinf_‘zsﬁoazlﬁz) afs +11 o~KY_  iKx (x<0)
o K +ﬁ

De potentimal f van een bron in de ocorsprong, die voldoet aan de opper-

vliakte conditle en aan de uitstralingsconditie wordt dus gegeven door:
L4

- =-1iKx
g = /.*/” Keip P "j’:“"'ﬁ dp +7T1 e Ky ¢+ (x2 0) (2.28)
o +

We definieren:

j— Ro{ ﬁoi‘“}- fr%‘{ﬂo cosdt +ﬂ' linﬁt} R

waarbij b de golfhoogte op oneindige afetand van de cilinder is.

-2.11"
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2.1

Uit (2.28) volgt dan:

ﬂo =T o5 coukx

cQ

g, = 77 o XY ainkx - /;%-% (fRoosfy - Ksinpy) dﬁ
o K«

(2.29)



3.1
. Bepal snelheid ent ong Ursell voor dompe rkel-
cllipnder; toegevoegde massa en dempipg.

In het vorige hoofdstuk hebben we gesien dat de potentiaal bepaald kan
worden door het oplossen van de integraalvergeli jking (2.11). Dit blijkt
schter i.h.a. tot gecompliocserde numerieke berekeningen te leiden.
Ursell El}] heeft een oplossingsmethode ontwikkeld die bestaat uit super=
positie van potentiamlfuncties, die alleen voldoen aan de vergeli jking
van Laplace en de oppervlakte conditie. De oplossing wordt samengesteld
uit de bronpotentiaml (2.28) en een lineaire combinatie van multipolen-
potentialen met de gedmante:

“’2."2.{92!'2?'2*2-1‘-1 zu%g;_“)ﬂ} ma15213y000. (3.)
r r

waarbij (r,0) poolcooordinaten zijn:

x = rsing , ysrcos@ (3.2)

en a de strasl van de cirkeloilinder (Fig. 3.1).

!

Y
Fig. 3.1.

Aangesien we een verticaal oscillerende cilinder hebben zal de potenti-
aal symmetrisch sijn t.o.v. de y~as (1,11). We xien dat hieraan door
(2.28) en (3.1) voldaan wordt. Derhalve sullen we ona bij onze verdere
beschouwingen beperken tot het gebied Osﬂsg. De tijdsafhankelijke po-
tentiaal gs-aﬁo{ﬂo'm‘t}-wordt dus volgens (2.29) en (3.1)1

ﬁ .n"oh' [ﬂo(l{rw)cooo't +ﬂ'(l(r|0)nin6't *

o -5

\ WY\
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5.2

(=4
—a paatit (su a0, K sos(inctiol
=’ r r

(3-3)

w .
vatnGt ) o, (Kada2® {umgpe. L, seslgn-1ie]
r r

=
waarbij!

ﬂo (Kr,0) = ”.-KrOOIOc“ (KrsinQ)

oD

g_(Xr,0) = ,["ﬂ"m{ ( )~ Ksin(; o)}a (3.4)
. ' - l(2+[52 faoon I&rool - n{rces [5 3.

T °-l(:'m:lo

+ sin(Krsing).

We kunnen gemakkelijk verifieren dat de nultipolon-potontialulﬂzl voldoen
aan d4e opperviakte~conditie. In hoofdatuk 2 hebben we laten zien dat de
bronpetentiaal ¢coo-6’t * ﬂ.ain Gt atkomatig van (2.28) juist deze vorm
heeft gekregen door de¢ funotie ypr (2.3) modanig te bepalen dat voldaan
wordt aan de oppervlakte-conditie. Verder hebben we daar ook aangetoond
dat dese potentimal voor |x|—sco een regelmatige uitgaande golf re-
presenteert. Aangesien de multipolen~potentialen voor r—sco verdwijnen,
voldoet de totale potentimal @ (3.3) man de uitstralingsconditie (1.11)
Rest ons nu nog de coeffioienten Pop o0 Q5 zodanig te bepalen dat aan de
randvoorwaarden op de oilinder voldaan wordt. Op de oilinder geldt (1.8):

%% cos 9 = -g-g (3.5)

De aan 15 tosgeveegde ltroonfunctio‘yg bepalen we m.b.v. de Caushy-Rie-
mann relaties, welke in de in(3.2)gedefiniesrde poolcoordinaten de vel-
gende verm hebben!

(3.6)

-Boh
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<o
2m) sin 2m Q@ _ sin(2m-1)0
+eonG't Zpam(x& ) { . .. m-1 :-1 }
f , reo ] 1 (3.7)
m| sin2s 8 =18
sinG't - q,, (Ka)a {""Erz. tZmeT Li,é-:n }

waarbi j:

}1/0(!(:';0) u 7T o~ Kroom0 . (Xrsin@)

<o

-fAr aind ’
Y, (Kri0) = /!—;2:;2— {/;ain(prcolo)nr Kaos (rbrcolo)}dﬁ- £3.8)

«~Kroos&

-Jre coa{Xrain@).

De randconditie op de cilinder (3.5) wordt m.b.v. (3.6) geschreven als:

-%-‘?g- %%co-O (r=a)

Na integratie wordt dit:

}Z " -nﬁlino-o- o(t) (r=a)

Substitutie van Q=0 geeft c(t)=0.
We verenderstsllen dat de ordinaat van de as van de cillinder gegeven
wordt deeort

y=1ces(G t+E) (3.9)
De stroomfunctie op de ollinder moet derhalve voldoen aan:

}5- 1Ga 8in(G't+ € )ein® (r=a) (3.10)

Uit (3.7) en (3.10) velgt:

}ﬁe (Ka;0)eesG t+ }b.(hm)-ino‘u

cosG't Z pZ.(Kn){ 8in 2m0 + ZKa1 lin(Z--‘I)O} + (3.11)
1

-1n6th2 (Ka)<sin2m@ » -Z-L‘!T-in(ann)e =Mnin(6't¢£).sin0
1 » n- b 7

- 3.“'0-



3.4

Aangezien (3.11) geldt voor alle Oéﬁéghijgon we na substitutie

van @ = gx
(=]
rYeo8G (KniZ)8inG GtZ (xn)m:l):i
Ve(x&tg cos t+% KMZ 8inG t#cos A Poy T +

(3.12)

oD
n-1
+-1nGtZ1 qZ.(Ku)-KL(-g-%—- = !'-L;LE sin(0C t+ £ )

We eliminersn m.b.v. (3.12) de vorm L‘%r—x-uin(c‘té) uit (3.11). Van de
aldus verkregen vorm stellen we de coéfficienten van cos Gt resp.sinGt
fan elkaar gelijk en krijgen:

[+
Vc (x.;o)-}ée (Kug) sind -z pz.(h)fz.(xuw)

oo (3.13)

P a(Ka10)- (Kar) win0 e qpp (Kadey, (Ka10)

waarbij:

fzn(hsg) . [sinZnO + 2251 { 8in(2m~1)@-8inlsin %(21-1 )71'}

In (3.13) werden de functies gevermd door de linkerleden ontwikkeld in
een verzameling functies on(K"g) (m=1,2,3,...). Natuurlijk werdt in
de praktijk slechts een eindig aantal (N) termen genomen, waarbij de
nauwkeurigheid groter wordt namrmate we N groter maken. De coeffioienten
P,, *n 9%, kunnen bijv. bepasld worden met behulp van de methode der
kleinste kwadrateu.

Uit de wet van Bernoulli (1.5) volgt dat de hydrodynamische druk in
een punt in de vloeistof in gelineariseerde vorm gegeven wordt door:

P = ,g;g-? (3.14)
De hydrodynamische kracht per lengte-eenheid op de cilinder wordt derhal-
vel 1,
. 2" L8 20 abg
P= -?"i[ B35 ] co80d0 = T (MooocG"tnNosinG’t) (3.15)
~3 7 rag

waarbl j:

=3 ¢5m



3.5

co

(=)™, (Ka)

95_(&;9)::«040 +Z o L +-ﬁ- FKaqz(Ka)
1 n -1

°:=
"
O“-\nukq

-~

T
2 n-‘lp (Ka)

N (-1)
N o= | 8 (Kaj@)oosado +Z 2n

1
+ 7T Kap,(Ka).
° 3 1 [T % 2

Een lange cilinder welke geheel ondergedompeld is in een oneindige
ideale vloceistof ondervindt per lengte-eenheid esn kracht Mr die gelijk
is aan het product van de relatieve versmelling r en de per lengte-een~ -
heid door de cilinder verdrongen hoeveelheid vloeistof M. |

De kracht blijft hetzelfde wanneer we de vlceistof wegdenken en aan
de cilinder per lengte-esnheid een massa M toevoegen. M wordt derhalve
de toegevoegde massa van de cilinder genoemd. Wanneer de cilinder in een
vrij vlioeistofoppervlak beweegt dan is de kracht (3.15) niet langer in
fase met de versnelling. We ontbinden deze kracht in een component in
fease met de versnelling welke geen energie dissipeert, en een component
in fase met de snelheid welke het karakter heeft van een wrijvingskraoht
en verantwoordelijk is voor een energie dissipatie in de vorm van naar
oneindig weglopende golven. De versnellingscomponent van de hydrodynami-
sehe kracht wordt gekarmkteriseerd door de toegevoegde massa van de oi-
linder en de snelheidscomponent door de demping van de cilinder. We sul-
len deze twee grootheden nu berekenen. Uit (3.9) volgt voor de snelheid
van de ocilinder:

%f = -108in(Gt + £),

samen met (3.12) geeft dit:

%«% -..-Jgt-:-i {Aoe- G'thl:luG't} (3.16)

waarbijs

CO
n-1
AlKa) = Y, (Kai§) 2. 1) _Ks o (xa)
1
) . (3.17)
R=-
B(Ka) = Y, (Kai3) +Z1 =K o (ka)
De versnelling van de oilinder wordt:
2
axy . Hz_{ Gt - G J.
dta ek AsinO t « Booal ¢t (3.18)

3,6~



3.6

Uit (3.15) en (3.18) velgt voor de krasht in fase met de versnelling:

MBs+NA
bg o ()

De kracht in fase met de snelheid volgt uit (3.15) en (3.16):

MA-NB _
=29 ab —%ﬂ-p.eouo‘ununo’t} (3.20)
™ A" +B A sinGt

— CO8Gt

Figo 302-

De juistheid van de formules (3.19) en (3.20) is m.b.v. een vectordiagram

(rig. 3.2) senvoudig in te mien.
8tel dat de hydrodynamische kracht,de snelheid en de versnelling

reap. gegaven worden door;}

= p,oesGt + p,8inG't
4608G°t + v,8inG't
8 ~a,co80t + ,8inC t.

} 4
Y=v

De snelheid en de¢ versnelling hebben 90° fase verschil. De component van
P in fase met de versnelling wordt:

)

(B.a) (g + D0,
P = n
& &) i;;? +a2!!

-5, =
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De vectorvoorstelling van deze component wordt dus!

8 PqyRq P PR,
P,* EI- —_— (n,‘oolG't +azain6't)
Yy *®

We kunnen nu nagaan dat (3.19) volgens dit procédé afgeleid is uit (3.15)
en (3.18). Voor de krachtoomponent in fase met de snelheid verloopt de
afleiding analoog.

De toegevoegde massp van de cilinder per lengte-ee¢nheid is nu het
quotient van (3.19) en (3.18):

M B+N°A

n'(Ka) =2 Paz =2 (3.21)
A +B

MB+NA
De dimensislose quotient _oa_%_ wordt gedefinieerd als de coefficient

yan tpegevoexde mpssa. A" +B
De dempingscoefficient van de cilinder per lengte-senheid wordt het
quotient van (3.20) en (3.16):

MA-NB

3 (3.22)

N'(Kn) =2 a®C
‘P A2+B

Uit (3.7) en (3.17) volgt dat op de oilinder voor O = -;-rdo stroomfunctie
geschreven kan worden als:

}Z -d‘_%,{ Aeoodti-BninG't} (rea; O-L;) {

Vergelijken we dit met (3.10) na substitutie van Ong dan volgt dat de

nplitude in oneindi .
verhouding: amplitude van de gedwongen oscillatie gelijk is aan:

= -—-.’EL (5.2})

V2o

We merken tenslotte nog ep dat de gedurende één periode door de cilinder
verriehte arbeid gelijk moet £ijn aan de energie die gedurende deszelfde
tijd door de regelmatige uitgaande golf wordt uitgestrasld, dus twee
masl de energie van &én golflengte van Ae regelmatige uitgmande golf:

~jo’

&
'o/ P%‘E.dt- S’bzgag

Substitutie van (3.9) en (3.15) leldt tot de relatie:
-3.8-
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RZ
HOA - NOB = 5 (3.24)

De dempingscosffioient kan derhalve versenvoudigd worden tot!

2¢ 2 °
W' (a) - SN (3.25)

A +B




h.1

4, (1) der met een willekeurige vorm.

In dit hoofdstuk zal worden besproken op welke wijze de mothode van
Ursell toegepast kan worden voor het berekenen van de toegevoegde massa
en demping van een willekeurige cilinder. Het essentiele punt in dit
prooédd‘is dat door middel van een conforme transformatie een halve oir-
kel wordt afgebeeld op de loodrechte doorsnede S van de cilinder (Fig.
4.1.1) of, wat op hetzelfds neerkomt, we zoeken een rodanig systeem

van kremlijnige ceordinaten dat één van de coordinaatlijnen samenvalt
met de omtrek van de doorsnede.

b.1. Kromldinige goordinaten.

@) (xy)—=(6) () (o)

Br

Fi‘. “01.1.

Noem het vliak van de halve cirkel hot'g’-vllk en het vlak van de doorsne-
de van de ¢ilinder het z-vlak. Bij een conforsme afbeelding van het Y-vlak
op het z-vlak correspondeert met elk punt. in het S’-vlak, in poolooordi-
naten gegeven door (r,9), een punt (x,y) van het z-vlak, waarbij x en y
reshthoekige coordinaten zijn. Tussen de variabelen x,y en r,0 moeten der-
halve relaties bestaan van de gedaante:

X = t(l"o)
(4.1.1)
y = g(r,Q)
in inverse vorm:
= ? (Jh’)
- (4.1.2)
0 =g (x,y)

“4.2m
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We stellen nu de eis dat de conforme transformatie de halve cirkel
afbeeldt op de donrsnede S. Heeft de cirkel een straal r =a dan wordt S
gegeven door:

X = f(._' 0)
(441.3)

y = gla, 9)
We nemen nu ook in het z-vlak als coordinaten de variabelen r en ¢ zo-
dat langs S slechts de variabele @ van waarde verandert terwijl rea con-
stant blijft. De conforme transformatie bewerkstelligt dus in het g-vlak
een transformatie van rechthoekige coordinaten (x,y) naar kromlijnige co-
ordinaten (r, Q) volgens de betrekkingen (4.1.2) en wel zodmnig dat één
van de coordinatenlijnen (in dit geval r =g) samenvalt met de te trans-
formeren doorsnede. De coordinatenlijmen r = constant en O = constant re=
presenteren in het gz-vlak twee verzamelingen krommen, die het beeld zijn
van een conforme tranaformatie van de 1lijnen r = constant en @ = gonstant
in het jf-vlak. dus van cirkels met de corsprong als middelpunt en van
rechte 1lijnen door de corsprong (Fig. 4.1.1). Aangezien bij een conforms
transformatie orthogonmle lijnen in het beeldvlak moeten corresponderen
met orthogonale lijnen in het originele vliak, moeten de lijnen r = con-
stant en O = constant in het z-vlak elkaar ook loodrecht snijden. Dit
heeft ale belangrijke consequentie dat in het z-vlak differentieren

langs de doorsnede met lijncoordinaat s overeenkomt met differentieren
naar @3
J J
os )

1
-
r

en differentieren langes de normmal n met differentieren namr r!

Jd O

on " Or

We zullen zien dat in het vervolg de plaatsafhankeli jkheid van veel fysi-
sche groetheden Eoals bijv. de stroomfunotie }Von de potentiaal ¥ uitge-
drukt wordt m.b.v. de kromlijnige cosrdinaten r en Q.

We sullen nu m.b.v. sen conforme transformatie de betrekking (4.1.1)
bepalen die op 5 voldoen san (4.1.3). We gebruiken hiervoor een methode
ontwikkeld door de Rus Fil'chakova Eﬂ:

Veronderstel dat we het gedbied buiten de eenheidsoirkel I =
in poolooerdinaten omsohreven door ”g-r [ i¢ v wWillen afbeelden op het
gebied buiten de gesloten kromme S van het & =x + iy-viak.

4.3
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A® Ay@

AP
N

Fis. u-’.ao

We soeken een afbeelding in de vorm van een reeks met sen eindig aantal
termen:

a-2 n-2
z= '"Z-1 Cn\_f'n 'nZ1 (An +1i Bn)x"':l (cos n¢-isinn ?) hao1.4)

Voor het bepalen van de coefficienten (.3u kiezen we op de eenheidscirkel

r=1, 2mpunten die op onderling gelijke afstand van elkaar liggen, dus
de poolhoek van elk punt verschilt steeds Atf-tf met zijn twee aangren-~

sende punten. Vervolgens splitsen we dese punten in twee systemen punten:
een even aysteem (Pak"a'?"r en esn oneven systeenm szk_1-£n-;'u7k-ﬂ,

2'.'.' m.

De beeldpunten Eoyg *Xop * 1 Yo TORP. By 4N 4t i Yan.q? (k=1 12000y
m) van dese punten op de doorsmede 8 noemen we knooppunten waarvan de
coordinaten dus gegeven worden dcori
B2
Xop = :1-2-1 (A 0o ny, +B sinng,. )
=2 (.) (“'1 ‘5)

Yop = g' (-Anlin B+ Bneol n'-fak)

n-2

Xop 1" é (A 008 0y .+Bsinnf, .)

(v)

n-2

Tog-1" nz. . (Anou B+ B sian ‘J’zk)

-“‘“-
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We hebben dum een even systeem van knooppunten (x2k'72k) en een
oneven systeem (xm’_1 ”21:-1)' k=1,25...,8, die de beeldpunten £ijn van
de punten (1, (. ) resp. (1, ?2&-1) op de eenheidsocirkel.

Met behulp van orthogonaliteitseigenschappen, die gelden voor
goniometrische funoties met discrete argumenten, waarbij de interval-
lengte constant (hier: 3}-( )is, kunnen we (4.1.5) op eenvoudige wijze
inverteren met betrekking tot de coéffieienten An en Bn. Voor het even
syateem worden dexe orthogonaliteitsrelaties:

n ) 0,j#4n
2 sin J @, ainn ., =Z oos jF, cosn, = (4.1.6)
k=1 k=1
s J=n

»n
1 .0
g‘ ain § P, 008 0 P,

3
R

We vermenigvuldigen de vergelijkingen (4.1.5) resp. met cos Jjazk en

sin J‘sz en nemen daarns de som van k=1 tot k=m. Dit levert met in acht-
neming van de relaties (4.1.6):

= n-2 n
kZ-‘I (x5 008 §F5) = ¥ 840 45, ) = ,,Z,;‘n(g,“' I P consnfy s
B n-2 "
+%1ain 3§\ in nﬁﬂak)-r 2.1 an(kz.1 aoe § 4, ein 0, -
n
- Z'nin Jfouc08 0, ) =n AJ

Op analoge wijse vermenigvuldigen we (4.1.5a) resp. met sin 35021: en
cos 35021:' sodat de volgende relaties resulteren!

a
(+m) 1

o T Z (x;)808 § Popc = ¥ou®in 3 Fy)

. (4.1.7)
(+m)_ 1

B;. - kz-d (x,, 84n 3?2): +¥5,008 35921‘)

J'-1|9g1_,ao¢, n-2.

De index (+m) is man AJ on l!‘1 toegevoegd, om uit te drukken dat desze
coeffieienten bepasld zijn op basis van de even knooppunten.

n“.sn



4.5

Op. analoge wijze kunnen we, uitgaande van (4.1.5b), een relatie
bepalen tussen AJ en BJ en de eneven knooppumten. Aan A
dan de index (-m) toegevoegd:

en B, wordt

J J

2 .
(-m) 1
A . “a k§_1 (%1598 3oy 1 = Yop.1010 9o 4)
(4+1.8)

3
(em)
By . '2' kZﬂ (%1818 30 g+ ¥2p 1008 $Fay _q)

d--" '0'1 geeny n=2.

Met behulp van (4.1.7) en (4.1.8) kunnen we, wanneer de knooppunten be-

kend zijn, de coéfficienten bepalen waarbij A -A("")-A (-m)gnp =p (#0)
(<m) I3 J h

BJ « De locaties van de knooppunten zijn echter enbekend.

We smullen nu een iteratieproces ontwerpen gebaseerd op de eigen-

schap dat Ag“)- Ag'.) en B§+n) = Bg") zodat er vanwege (4.1.7) en

(4.1.8) sen relatie bestaat tussen de sven en oneven knooppunten. Veor
het bepalen van deze relamtie gaan we uit (4.1.5a) en bijv. (4.1.8)

L:'.) en Bg'.) elimineren.
n-2
X5y 21 (A’(l")oo- 25+ B,E")sin 2, ) =
" -2 n-2
= %{g Xak-1 21 ool 8(Por 1= %2 ) Yoy 1 21'“ A Pogr-Fov
n-2
Yoy = g1 (-Aé'.)ain 8+ Bfl"")cos N,y ) =
- -2 me2
- %{ ; Xpke1 Z,l“i“ LIC PP CPR L. PV 21“' "(5’2k-1"?22!)}

Op deselfde manier krijgen we na eliminatie van A£+') en Bﬁ") uit
(“-1 -5) .-b-v- (“‘-1 07):

a n-2 B-2
1
Xap-1 * ;{ ?_1 Xax Z oo Pox~Lav1)"T 2 g Join B {(f o~ Bt )}
m-2

m-2

;Ei;ooan(?zk-?%y_1)}

R
1
Yoy ™ i{ g X2k n_Z_1 LIS PN TR P P

-4 .6~
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Na definitie van nieuwe grootheden:

n-2 ' m-2
I(m) 1 I(m) 1
Y 2x-1,27"n “Z_fi“ 8 (G150t Yok, 271" a 51'1“ 0oy~ Forq)i
§-2 - .2 (41.9)
II(m) 1 II(m 1
¥ 2ke1,22" 2 51”' 2By~ Hos T 2k,2¥-1" = 51“' 8 (B Fazq )
krijgen we voor de formules van het iteratieproces:
(n) {n) II(m) (n) __I(m)
Xap_1™ uzn *ox Y 2k,2v-1" Y2k ¥ 2k,2v-1 " )
«1.10
n
(n) (n) I(m) (n)__ 1I(m)
Tay-1® 1;2-1 *2k Y 2k,20-1" Yo ) 2k,2v-1
(n+1) = (n) (m) (n) (m)
n+1 n II(m n I(m
X2y "Z X2Kk-1 ¥ 2k=1,20 Y2k-1{ 2k-1,20 " )
.1.11
m

(n+1) (n) _I(m) (n) . II(m)
Yay 'Z XoKk~1) 2k1,28 Yoke1 | 2ke1,20

Het iteratieproces verloopt nu als volgt: \

Voor bijv. m=4,8,16.... geven we aan de hand van een grafisoche be-
schouwing een schatting voor de nulde benadering van de ! even knooppun-
ten (xég ' ygg)), k=1,2,....m. M.b.v. (4.1.10) berekenen we de bijbeho-
rende oneven punten, welke i.h.a. niet op 8 zullen liggen. We brengen
vervolgens deze punten bijv. lengs verbindingslijnen met de corsprong
naar de conteur en verkri jgen aldus de nulde benadering voor de oneven
knooppunten (25231. 1§231). Mot deze punten berekenen we met (4.1.11) de
bijbehorende even punten, brengen ze naar de gontour en krijgen aldus de
serste benadering voor de even knooppunten (xéi), yél)) enz, We zetten
dit proces voort tot een volgende benadering met voldoende nauwkeurig-
heid samenvalt met eijn veorafgamnde. Om de nauwkeurigheid van de trans~
formatie te vergroten, moeten we voor m een grotere waarde nemen, bijv.
2m, waarbij we de m even en oneven knooppunten van de vorige iteratie
als een schatting veor de m even knooppunten van de nieuwe iteratie ne-
men, waarna we het iteratieproces weer op dezelfde wijre hervatten. Op
deze wijze kunnen we nauwkeuriger de locaties van de knoopunten vaste
stellen.

b7
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De transformatievergelijkingen:

a-2
xs 21 (Anooa g+ B sin ng)
nes (4.1.12)
-2
y= Z (-A_cos npe By sing)
n8-1
z2ijn nu dus bepasld,

Aangexzien we slechts geinteresseerd zijn in cilinders die symme-
trisch zijn t.o.v. de x~ en de y-as {(we beschouwen in feite slechts het
gedeelte y>0O van de doorsnede zodat we de doorsnede dus symmetrisch
kunnen denken t.o.v. de x-as) kan (4.1,12) herleid worden tot:

n=2

x-Z A
nme.t

2n+1con(2n+1 )50

me2 (4.1.13)

y= A sin(2n+1)
"82_1 2n+1 50

We merken op dat in dit geval de coordinastassen van het ¥ -viak ge-
transformeerd worden in de coordinaatassen van het z-vlak en asngeszien
de oirkel de horisontale as loodrecht snijdt zal de door (4.1.13) ver-
kregen eilinderdoorsnede de x-as loodrecht snijden. Derze transformatie
beperkt sioh due tot doorsneden die de x-as loodrecht snijden.

Vergelijken we Fig. 4.1.1. en Fig. 4.1.2. dan zien we dat 39=é{;0.
Dit gesubstitueerd in (4.1.13) geeft:

B-2

n
x=A_,8in@+ n?O (-1) ‘Zn-»

1 sin(2n+1)0

(4.1.14)
n-2

y=A_jcomQ+ Z (=)0 5
n=0

2n4q 08 (2n+1)0

Op analoge wijse vinden we dat sen punt (r,Q9) van hctf ~vlak getrans-
formeerd wordt in een punt (x,y) in het z-vlak volgens:

n-2

A sin(2n+1)9Q
x=A_,rsin 0+ 2 (-1)? 2;;-!12:“1
n= r

(&.1.15)
n-2

A
reos o+ z (-1)" —Entd
n=0

cos(Bn+1)0
z‘211.'0-1

y=A_,

-""08"
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Dit zijn julist de transformatieformules welke door Porter gebruikt
wordon[}i} Porter gabruikt een enigszina gewijzigde notatie. Eenvoudig-
heidshalve zullen wij deze notatie hier overnemeni (4.1.15) wordt dant

N
x-n{rnino-r Z (--1)n ig—g—:—%lin(ln-ﬂ)O}
r

ns0

(4h.1.16)

N
a
y= a{r cos Q + Z (-1)n* r%g-f%eo-(znn) O}

n=0

We merken nog op dat voor het geval de cilinder cirkelvormig is, de cosfw
ficienten 8,=8;=agx.c0u =0 5ljn. Do coefficient a geeft dan de verhou-
ding van de stralen van de cirkels in het z-vlak en het 3’-v1aka a wordt
ost die reden de scharlfactor van de transformatie genoemd.

4,2, Berekening van toegevoegde massa en demping van een willekeurige

gggggdoglzl

Ne zullen eerst, analoog met de door Ursell voor de cirkelvormige
cilinder gevolgde methode, de bij dit randwaarde probleem behorende snel-~
heidspotentiaal samenstellen uit een bronpotentiamal en een lineaire ocom-

binatie van multipolen-potentialen. Voor de bronpotentiaal nemen we,
evenals voor de cirkelvormige cilinder, uitdrukking (2.28), welke vol-
doet man de oppervlakte conditie en de uitatralingaconditie. Om aan des
randconditie op de cilinder te voldosn superponeren we een geschikt ge-
kozen lineaire combinatie van multipolen-petentialen, wamrbij elke multi-
pool~potentiaal aan de oppervliakteecnditie voldoet en verdwijnt voor
jx[—>cno.

De multipoel-potentisal definieren we als:

(2n+1)a oos(2n+2n+1)0
ogngg 131552-120
L] +k (-1) v
91. r® (2m~ 1)r2"1 ;EE (2m+2n+1)r2l’2“*1
(“02.1)
I-1,2,5,....

We merken op dat 50211 vVeOor I —a ¢o verdwijnt. Om aan te tonen dat 502‘
voldoet aan de oppervliakteconditie tranasformeren we deze betrekking eerst
d.m.v. (4.1.16) van rachthoskige coordinaten (x,y) in kromlijnige coor-
dinaten (r,sa)t

Kﬁ’ ﬂy =0 (,'0)0
a9~

.
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Ix T
kan, asngezien 5520 voor @=4 5 (de Q-11jnen snijden de x-as
loodrecht), geschreven worden ala:

1.2 T
e #-0 (02 E) (4.2.2)
>

Uit (4.1.17) volgt:

N n+1
(=1) (2n+1)a
% = -a{ reinQ«+ _S_ —% 2n+l sin(2n+1) 0}
poh

n=0

T
waaruit voor Q0=+ 5

-—

N
a .l . 1
ag " * {" nz-o (2n+7a, ., 2n+] }

In kromlijnige coordinaten krijgt de oppervliaktesonditie de vormt

N
a
h{r- Z(znn)—%ﬁ}oi .o Q=+ (k.2.3)
r

n=0 2

Iy

Substitutie van (4.2.1) in (4.2.3) toont amn dat ¥ g Voldost amn de op-
pervliakteconditie. Dus de snelheidespotentiaal, die de oplossing is van
het randwaarde probleenm, krijgt de vorm:

< co
b
.{.It‘;"{wc* .é-,l ’2-502;)“'“ +(¢l’§1 QZ-PZn)'inGt}' (4.2.4)

waarbij g en f#, overesnkomstig (2.29) gedefiniserd worden:
-K
B,= e ¥ eos Kx co

-fx
ﬂ. -E.“Kyginxx_ /ML‘_’;_’AE&I) ap (4.2,5)

o) ﬂ,aa-!(

M.b.v. de Caushy-Riemann betrekkingen (3.6) berekenen we de overeenkom-
stige stroomfunetie:

ot co
| ]
}& -Iga_g(y'c *nz-; Pop¥on )08 0t +(y. + Z qzlyz-)sinﬁ't}' (4.2.6)

me1

waarbij:

}"o - To~Ky sin Kx

-“.1°~
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VI. a-ﬂ'ox’coal(xq»‘/iﬁ—x(h;!}ﬁ‘%mzﬂﬁ

(2m-1)r“"" =0 2m+2n+1

sin e2n+1)0
. ‘:%’E;ITL} (4.2.7)

}bz.. - agg:_n_, ) + Ka { 11252!—139 T+ EN- ()" (_2n~$,1 )aann .
r

We moeten nu nog de coefficienten Py, B q, Zodanig bepalen dat vol-
daan wordt aan de randvoorwaarde op de cilinder. De redenering verloopt

analoog met de overeenkomstige berekening in heofdstuk 3. Op de cilin-
der moet _@_Voldoon aan:

%‘. 8 conct (b.2.8)

A is de hoek van de normasl met de positieve y-as (Fig. 4.2.1).

*X

Fi‘. “02010

Verder geldt op de silinder:

.25 .2
coso( >8 -b%

sin A= -%

6, 228, _2F

2n PY) roe

(402.9)

godat de randvoorwasrde op de cilinder (r=1) geschreven kan worden als:

oY 4y ox
dt

o8 on

nu011'
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No integratie leildt dit tot:

};(rs‘l 0) 2 %% x(r=1,0) + o(t) (L.2.10)
Substitutie van Q=0 (x=0) geeft o(t)=0, zodatt

ij(r-ﬂ,o)--%{ x(r=1, Q) (k.2,11)

Bubstitutie van G = %-zgnftz

Y, §re- g (4.2.12)

Bra=x(1, Z) 18 de halve breedte van de doorsnede (Fig. 4.1.1). Elimine-
ren van 3¢ uit (4.2.11) en (4.2.12) geeft:

Fu, 058 L 5 (4.2.13)

Substitutie van (4.2.6) en gelijkstellen van de coefficienten van
cos Gt en ain Gt geeft remp.:

o [}
Y a0 +-§.1 Pag P (119) .a%ﬂ{:,aou.ghz_pz_%_u.g) }

m=1

n=1

[=d
CD
%‘(1,0) + 2 q""‘}éan“’m -5%;91{}6.(153**2%.}%.“-75’ }

of:

Ns

x(1,0) z
VO(MO) "'"i‘t"—yc(“"a') - Poufon(11®)

n=1
co (4.2.14)
1,0) T
V,(hﬂ 'ﬂﬁl}ﬁ-“’g) '.2-1 qZuon(1’°)

waarbi ji
1
£,,(1,0) = BpRY (1 Ty 2 (1,0 ")

De vergeli jkingen (4.2.14) hebhen deselfde struotuur als (3.13). De coef-
ficienten Poy 0 35, worden op evereenkomstige wijze berskend.

*) Zie opmerking ssn het slot van deze parsgraaf.
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De anelhcidapotantiaal_ﬂ'op de oilinderomtrek (r=1) schrijven we als:
}_f (1,Q) -’;‘;-’:(HsinV't +Neoal't) (4.2.15)

waarbi j:
&

H(1,0) 2 8,(1,0) + Z a5 @ (140)

m=1

N(1 0)-¢ (1 o)+z P, 502_(1 Q)

nsl
De druk langs de omtrek berekenen we volgens (3.14)1
p(1,0) = - BER (M 007t - N ata0t) (4.2.16)

We definieren:

%%a;-a‘,%-(-l\ coasGt - Baint't) (4.2.17)
godat!

2

:t = AR-(A 8100t - B ooaG't) (4.2.18)

waarbij volgens (4.2.,12):
(-4

A= Vou,’a-‘-')«\ Z pZ.VZ.(‘l,%)
(4.2.19)

B=Y, (1,2)+Z UopPoon 1;3

We kunnen de druk ontbinden in een component in fase met de snelheid en

een component in fase met de versnslling. Dit geschiedt op analoge wijze
als in hoofdstuk 3.

p(1,0) =-$’-IR % (A #inGt ~ BoosGt) ~ Sf&‘l M(Nooth+Bsinft)
A B

of:
p(1,0) = PBr Ly (4.2.20)
y f !g"‘ !g"g !

De totale verticale kxracht op de cilinder per lengte-eenheid wordt:

Fu2 p(1,0)cos0tds (4.2.21)

(0205
2

-4, 13
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Uit (4.2.9) en (4.1.17) volgt dat op de omtrek van de cilinder:

ox
cosolde = T das = dx =

N
= ag cos O + Z (=-1)"(2n+1 )aannoos(ann )0}40-. W(e)deo (4.2.22)
n=0

Substitutie van Ou%fcn r=1 in de eerste vergelijking van (4.1.17)geeft:
N
Br-a&‘t +:§) - }-.e

Br
a:T (4.2.23)

dus

(4.2.21) wordt derhalve:
T

2
razm-f p(1,0) ‘HGQ)- d9.
[+]

Substitutie van (4.2.16) in deze vergelijking geeft:
F -éye-”‘_b—Br (Noainﬁ't - !1ooo30't) (4.2.24)

waarbij:

M =
[

M(1,Q) !‘-%’l de
(4.2.25)

N(1,0) ﬂaﬂ a0

O‘\ Nlﬁ O\N|§

We ontbinden de verticale kracht in een component in fase met de versnel-
ling en een component in fase met de snelheid:

M B+N A
F-g'ﬁ:_“r. ’z g (A8inCt « Beoslt) +

A +B
M A-NB
* 3,(’.8!&!. -%- (-A cosUt ~ BsinGt).
m A 4B

M.b.v. (4.2.17) en (4.2.8) wordt bovenstaande uitdrukking!

-4. 1‘*-
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H B+N A M_A-N B
a .
Fa ?.(-‘B!Z o y*ErBr —:3-:3-%—0'1 (4.2.26)

Op analoge wijze als voar de qirkelvormige cilinder zien we uit (4.2.26)
dat de coefficient van ¥ de toegevoegde massa per lengte-eenheid van de
cilinder iss

" 2 M°B+N°.l
B = ZYBI‘ -2—i— (k.2.27)
A +B

In dimensieloze vorm krijgen we dus voor de coéfficient van toegevoegde
massat
M B+N A
o o

- (4.2.28)
A"+B

De demping van de cilinder per lengte-eenheid wordt:

M A-NOB

N -Zs)Bra(')" -Q-E—T (4.2.29)
A =B

Door de gedissipeerde energie gelijk te stellen aan de door de cilinder
verrichte arbeid krijgen we een aan (3.24) equivalente relatie:

Mann"z (4.2.30)
O-Q’T «Cs

sodat voor (4.2.29) geschreven kan worden:

BrPG 78
PN L (4.2.31)
A2+BZ

Analeog met (3.23) vinden we voor de verhouding van de golfamplitude
op oneindige afetand en de amplitude van de gedwongen oscillatie:

KBr 7T

(4,2.32)
Vv A2+Ba

Opgerking: I.p.v. %% te elimineren uit (4.2.11) en (4.2.12) en daarna
gelijkstellen van coefficiénten van cosGt en sinGt, hetgeen leidt tot
het stelsel vergelijkingen (4.2.14) voor Pop 0 Qpp kunnen we ook voor
ﬂ% in (4.2.11) de uitdrukking (4.2.17) sudbstitueren en daarna coeffi-
cienten van cosGt en ainG 't gelijkstellen, We krijgen dan achtereenvol~
gens :

?(1 Q) -= (A coaG’t+B 8inGt).x(1,0) (4.2.33)

e 15+
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dit wordt:

c/f?
b
}40(1 '9) + 21 pan}bann,o) -;g_,—l;; x (1,0).4

on
Y, (1,0) +.Z_1 Qop Fonl1+0) = =K2= x (1,0) . B

of1
oo
¥el10® 'Z) Ponfon
>
(1,0) = Q.7
}és ' ne0 2m 2m
waardi js
b
fo =7-7-_'é,—3-; x (1,0)
fom =~ P o110
en:

P, =A, QO'BO

De berekening van A en B volgens (4.2.19) vervalt nu dus.

-“.16-



van een cilinder met een

We zullen nu een specisal geval beschouwen van de in 4.2. besproken
theorie, waarbij in de transformatieformules (4.1.16) N=2 wordt genomen.
De eenheidscirkel wordt in dit geval getransformeerd in een doorsneds,
die in vele gevallen sen redelijke benadering is voor de dwarsdoorsnede
van een schip. Dit socort doorsneden zijn veelvuldig gebruikt door Lewis

en Grim voor hun berekeningen en staan in de engelstalige literatuur
bekend ale "Lewis-forms".

® \ ®
Br x ) .

(2

ra e

Fig. 4.3.1.

Tasai [10_7 geeft een ultvoeriger behandeling van dit geval. We zullen een-~
voudigheidshalve de door hem gebruikte notatie overnemen: i.p.v. de voer-
straal r wordt de variabele o gebruikt in de vorm r = o™ y zodat in het

Y -vlak de eenheidscirkel overeenkomt met ol =0 en in het z-vlak de coor-
dinatenlijn & =0 samenvalt met de omtrek van de doorsnede. De transfor-
matieformulea (4.1.16) worden in de notatie van Tasai:

'54- = od 8in @ + n.lo.d ®inQ - IBQ-y 8in 30
(4.3.1)
ﬁ- o= cos 0 - a,lo'doos 0+ nso'%coa 3 Ou
Op de omtrek van de doorsnede, waar o =0, geldt:
x
f -(1+a1 Jain O - a,lin 30
(4.3.2)

N

_ﬁg -(1-;1 Jooa @ + a,008 30

~b.17-
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De schaalfactor van de transformatie wordt hier dus aangeduid met
M waarvoor volgene (4.2.23):

Br
a1+n +a
1773

Als parameters voor de dwarsdoorsnede nemen we:

Br ]
H =% en Gnm (4.3.3)

§ is de oppervlakte van de doorsnede, T de diepgang en Br de halve breed-
te. Vanwege het beperkte aantal termen in de transformatievergeli jkingen
is het mogelijk op algebraleche wijze een expliciete uitdrukiing te vin-
den voor de coefficienten *a.' en By sodat de veel rekentijd vergende
iteratiemethode wordt vermeden:

2
R =1 -02+V02 "1“’135

A, e=— (a +1)} = (bo3.4)
17E T %3 as Ec1
waarblj:
H -1
oy = (3+5,‘;-')+(1-%,5(ﬁ-§1-1-> \

H =12
20 .0 207
°2 2{“-7#‘;;;;1“) * "E}V

¢ (8 =12
3 (1-%){(3;’-;;) -1}.

(4]

Uit (4.2.1) volgt dat de multipolen-potentimal (e op VoOr dit geval de
volgende gedaante krijgt:

ol
-2mal ¥, o= (2m-1 HA o-(2m41)
(FZm =0 cos 2mo +m1+a} { Fr cos(2m-1 )Q+a1 - mve el
3a ,
+ cos(2m+1 )0--5% e'(an+3)°‘-cos(2m+3)o} (4.3.5)

m-1,2'3'¢-to
waarbi j:

2
?o = K.Br ‘q“‘ Br.

Voor de overeenkomstige stroomfunctie krijgen we uit (4.2.7):

-(2m-1)< -(2m41)¢
-2mL Fo e ( e _
}b P 8in2mo + 1“1”‘3 % o sin(2m-1 )0+a1 v .

4,18«
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3
. ain(2m+1 )O-E;%o'(zm*:’%ain(amd)g} (4.3.6)

n’1 'Z'B’OQI

De totale potentiaal resp. stroomfunctie krijgt due de gedaante (4.2.4)
resp. (4.2.6) waar voor ‘me on y/am resp. de uitdrukkingen (‘6-3-5.)' en
(4.3.6) gesubstitueerd moeten worden. Voor het berekenen van de coeffi-

cienten Py, o0 Q5 g8an we op analoge wijze te werk als voor het algeme-
ne geval in (4.2):

De randconditie op de omtrek van de cilinder resulteert in de oon-
ditie (4.2.11) waaraan de stroomfunctie fmoot voldoen:

}Z(oho 0) =3 x(ot=0,0) (4.3.7)
dt :

We elimineren %{- m.bev. (4.2.12), stellen coefficienten van cosGt en

8inTt aan elkaar gelijk en krijgen aldue de twee uitdrukkingen (4.2.14)
welke hier de volgende gedmante krijgen:

ain0+a1ain0-n 8in’0

yc(dﬂo’oayo’a‘l'a})_ 1+u1+15 }ﬂ(“”o o=3 ?,a 183 ) =
oo
= mz-‘l Ponfom

8inG+a, 8in0@-a. 8in3Q
%.(JBO'Q;i’a.' ,83) o 1 3 ys(d=0.gaz'§'; Iga.‘ '83) =

1+a1+a3 2
>
= L PR S
— 2m 2n
waarbij:
. E aingan- 2 ein§2n+1 2
me' [ninZnO *+ 1+ a1+u3 { 2n-1 *a, 2m+1

Balsin(2n+5)0}+ B‘.’ (-1)m { 1 . 84 39.3 }.

2n+3 (,H_. +a )2 2m-;1 2m+1 2m+3

(8100 + a,8100 - uB-inBQ)J (4.3.9)

De toegevesgde massa en de demping worden berekend volgens (4.2.27)
resp. (4.2.29).

-4.19
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De grootheden M , N , A en B krijgen overeenkomstig (4.2.25) en

(4.2.10) de vorm:
7f

cos@+a, co80-3a_con3l
M =j ﬂ (o 9;a 1!‘5'?) 2 !

1
4e +
1+n1+n3

1 +.1 +l3

usl b $1 4- -9 1773

Z -1 1 +a, Oa V ?o { }
(-1) Qog )‘*ETT::_::—T (1+n1-a a )qa-a5q#

co80+a, co80-3a_con30
1 2 do + 1

3 173

T
2
NO 80/ ¢°(0,°;.1 '.3’ 3’;)

1+u1+a

- 28 4!2-1 4-2_9 h(1+n1+n3)

1+a 9a T
Z (= 1)!-1 ( 1. l) ? {(‘Ha 8.8 )pz-u}p,&:}

<D
. -1 ? 1 *q
SN NI (LAPE 3:0)*% Panl 0 (-1 . {2 " 2me

1+u1+a3 n-1

Co
&4

2m+3

T, n=1 E’Q 1
Be ’}é'(o, 2! %8y 3%) *Z,‘ q2l( }:) (-1) 1+n1+13{2--1 T 2m#1

2n+2}



2s_Verzetten en slingeren.

In dit hoofdstuk zullen de hydrodynamische coefficiénten berekend
worden voor een cilinder die een gedwongen harmonische verzetbeweging
of slingerbeweging maakt. Daarbdij zal ook aandacht worden geschonken
aan de gekoppelde beweging tussen slingeren en verzetten. Volgens (1.11)
moet de snelheidspotentiaal, die een oplossing ia van het randwaarde
probleem, asymmetrisch zijn. Derhalve sijn de bronpotentiaal (2.28) en
de multipolen-potentialen, die gebruikt worden voor het symmetrische
probleem niet meer bruikbaar. We zullen in dit hoofdstuk derhalve eerst
de potentialen moeten afleiden d4ie resp. de bronpotentiaal en de multi-
polen~potentialen vervangen en daarna overgaan tot het berekenen van de
hydrodynamische coefficianten.

We kunnen op fysische gronden gemakkelijk insien dat een dipool een
stromingaveld geeft dat asymmetrisch is t.o.v. de 1ijn door de dipool
loodrecht op de asrichting.

- (aa'b) +

[ ntendles dhandha

Y
y

Fig. 5.1.1. =52~



5.2

Veronderstel een horizontale dipcol met moment M in (a,b), (Fig.
5.1.1). De potentimal in een punt (x,y) t.g.v. de dipool wordt[jéﬁ

-u(;1.9_1) _H(a-g1> L M(x-a) (5.741)
dip izl IEE (x-l)a-n-(y-b)z

B, is de eenheidavector in de asrichting, r de verbindingsvector van
(a,b) met (x,y).

¥We veronderstellen nu een dipool in (a,b) met moment é'i en met de
as in de positieve x-richting, en een even sterke dipool in (a,~b)
waarvan de potentialen dus resp. worden gegeven door!

, 1 (x-a)
ap " 2K (2 ()2

(ny-b) = o —{X=0)

= (x-8)24(y+b)2

(5.1.2)

ﬁdip

We beschouwen nu de potentiaml:

B =By (aiD) +8y, (a,-b) ¢ 8, (5.1.3)

ﬂr is een reguliere functie, die zodanig bepaald moet worden dat g
voldoet aan de oppervlakte conditie Kﬂ+¢y=-o. We krijgen dan na sub-
stitutie van @, voor ﬂr de oconditie:

KO, +8,. = -—-1"—'-‘13 .- ﬁ'pbsin(x-a)p dp (0>0) (5.1.4)

(x=0)%+b 0
waarbij:

Ko~
(x-a) +b

de beeldfunctie is van de Laplace transformatie van sin(x-a) p.

Op ansloge wijse als in hoofdstuk voor de bronpotentiaal vinden
we voor ﬁr de uitdrukking!

[ Py paen)

dp (5:1.5)
M E-p
—_2y

De senduidigheid voor ﬁ wordt evenala voor de bronpotentiaal, ver-
schaft door de conditie dat @ voor x| co con rogelnatige uit-
gaande golf representeert, waurdoor de contour h—q_p- vervalt (Fig.

2.3).
=5.3n



5.3

Voor een dipool in de eorsprong (m=b =0) krijgen we dus de poten-
tiaal: /
=Py
e *ainpx
- d «1.6
2. ’ S plapx g (5.1.6)
—

K(x"+y") M

Deze potentismal voldoet dus asn de oppervliakteconditie, representeert
voor | x| —scoeen regelmatige uitgaande golf en is asymmetrisch.
¢r kunnen we op analoge wijze ale ’]&’ in (2.22) herleiden tot:

<O
FAX
¢r =¥ /'—Gﬁ.‘%ﬁ.ﬂéﬁm dpi rc.-xy.:ixx (50107‘)
o +ﬂ

-6t }

Voor de dipoolpotentiaal ﬁdip = Rc{ﬂdip ° definieren we!
"y 1]
fdip o ﬁccoso"t¢-¢. sinC't (5.1.8)
sodat:

g u:-ﬂ'o"xy sinkx

o oo
ﬂ, "*n’o'x’oolxx ¥ /M%ﬂ?ﬂﬁl .?px ah + ——!T
= o N+

K(x“+y")

Met fdip gorrespondeert de stroomfunctie }Zdip gegeven door:

b
}5 aip -;z‘a { ¥, cosl't +y.lin7t}‘

waarbij:

'}&o = 7T 0 XV gonkx oo

(5.1.9)
Vl S:ﬂo-gyainxxn /.:pr -&ﬂ%ﬁéﬂ!dﬁ -——-21?-
) K"+ K(x"+y")

Tenslotte definieren we de asymmetrische multipolen-potentialen:

N n
50 s +1 °+Ka 84n2mo +Z (=1) .ggﬂ (2n+1 )-in(2n+zn+2)9}
2m poutl zer- n=0 (f.'ll-t».?n-».‘!)1'2."'2'“'2
n-1.2.3’000| (5'1.10)

Door substitutie van (5.1.9) en (4.2.3) tonen we man dat 602. voldoet
aan de oppervliakteconditie. Met (fz. correspondeert de atroomfunotie!

N (-1)8 (2n+1)eos(2m+2n+2)0Q
oongzgﬂ )0 cos2p@ 2n+1
}La‘ r - K‘{ . +Z . SR+INIS }

2“2- n=0 (2m+2n+2 )r

3-1’2’3.0llo (5‘1.11;'4“
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We zoeken nu geheel analoog met het probleem van de dompende oi-
linder een oplossing voor het randwamrde probleem, waarbij de cilinder
een verzetbeweging of een slingerbeweging maakt in de vorm van de som

van de dipoolpotentiaal (5.1.8) en een lineaire combinatie van multipo-
len-potentialen (5.1.10),

oo w0
f-ég{{ ¢0+§‘ pauﬁa‘}eolﬁ't + {ﬂ”*% q2.¢2.} linG't] .(5.1.12)

De bijbehorende atroomfunctie wordt:

e co
b
}[ -::_[{y,cq-g‘l ’2-)”2::} cosl't +{‘V' +§1 qan'yf‘,.§ 8in0't (5.1.13)
2:2. Toegevoegde massa on demping bij verzetten; slingermopent t.g.v.

verzetten.

De randconditie op de cilinder wordt in dit geval (Fig. 4.2.1):

%ﬁf-%und (5.2.1)
Met (4.,2.9) ken dit geschreven worden ala:

¥ ax d

3'?'3{‘ v (5.2.2)

waarult na integratie volgt:

Y (ru1,0) « Ey(r=1, 0) + 6(2) (5.2.3)
Substitutie van O-Zé-r geeft: C(t) =}&(1.§) zodat:

WY 1,0 -0, D« Ey(1,0) (5.2.4)

We kunnen nu analoog met (4.2.11) t/m (4.2.13), %% elimineren of in
bovenstaande vorm %%- -x‘G'nin(G't +Y) substitueren (we veronderatellen
x gegeven door x -x‘ool(C\'t +y)), nodut_ een uitdrukking wordt verkre-
gen welke analoog is met (4.2.33).

We zullen hiet de eerste methode toepassen. Substitutie van
=0 in (5.2.4) geeft:

Y (1,0 Yo, P ET (5.2.5)

elimineren van g—% uit (5.2.4) en (5.2.5) geeftt

5.5
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;c11—.o'7{1/‘1 0)- Y1 ,Zi‘)} -3 {yu 10) =P (1 ,’2-‘3)}

Bubstitutie van (5.1.13) en gelijkstellen van de coefficienten van

cosOt en 8inGt levert reep.:

O
7 1,0
{Vo“ 0) =%, (1 ,.2.)}_15.,5._1{%(1 ,0) =¥ (1 ,52-‘)} '%1"2-‘%
A 1,0 m) <
(Y0112, 0.0 10,5} S

waarbijt

fom " L%‘-Ol{yal“ '°)‘Vz-(’ "g)} -{y?.l(1 19) = ¥ou(1 '%z)}

(5.2.6)

(5.2.6) vormt een atelsel vergelijkingen waaruit we Pou 0 95, kunnen

berekenen. We definieren ansloog met (4.2.19):

%—5 -#—5{- AcosGt - BunGt}

rodat:

2
d x
- AsinGt - Boolﬁ't}
el

waarbilj volgens (5.1.13) en (5.2.5):

Co
A=) (145 -%,1,0) *u_fz-u{yzn(" 13) Foal 'O)}

Cco
B .}1;(1,%) ¥ (1,0 +Z1q2_{)a2.(1 3 Va1 .o)}

(5.2.7)

(5.2.8)

Geheel equivalent met (4.2.15) definioren we voor de potentisal lsngs

de cilinder:

§1,0) -,fg- (MsinGt + N cosG't)

zodat voor de druk langs de cilinder:

p(1,Q) a-%‘t! (McosGt - NeinGt)

waarblij vanwege (5.1.12):
o

M(1,0) =4, (1,0) +Z U pFog1+9)
B=
(s

N(1,0) = ¢°(1 19) "'Z Pa.?z.,(ﬁ +9)

nwl

(5.2.9)

(5.2.10)

-5 .6-
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Uit (5.2.7) en (5.2.10) volgt analoog met (4.2.20):

MB+NA MA-NB Gx

T
S)A+B

De totale horisontale hydrodynamische kracht (van de cilinder op de
vloeistof) wordt:

p(1,0) = gu' (5.2.11)

F.-f .l p(1,Q) -p(a, -0)}:1:10( da (5.2.12)
3(0<6¢5)

Uit (4.2.9), (4.1.16) en (4.2.23) volgtz

-:I.Mdu--l de = dy = n{-sing +§( 1)t P (2n+1)sin(2n+1 )O} o=
n=0

= 2y (a)a0 (5.2.13)

Aangerien de druk asymmetrisch is in O wordt (5.2.12):
3

2
Fu2Br [ p(1.o)-‘ié-°—)-do (5.2.14)
[

Substitutie van (5.2.11) geeft:

M BN A MA-NB
F=2PTBr —;’-é"—n-g—x+2[>'18r-‘—2-;-5— Gx

waarbij: 7«

-2- .
No-af N(1,0) lﬁ-f;ldo
T
2
u e [ 1,0 —v-@-zdo
0

De toegevoegde massa per lengte-eenheid wordt derhalvel

M B+N A

2@ T Br (5.2.15)
e 2 2812

De demping per lengte-eenheld wordt:
M A-N B

o__o
Zf)TBr o2 G (5.2.16)

We zien m.b.v. Fig. 4.2.1. dat vanwege de symmetrie van p(1,0) in @
voor het moment op de cilinder t.g.v. de verzetbewaging (positief met
de wijzers van het uurwerk) geldt:

e5.Fm
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o]

s(o<o<

m.bove (4.2.9) wordt dit:
' T

HRS"Z-[ p(x?—%-ry-g%)do (5.2.17)
o

Substitutie van (5.2.10) geeft:

2
Br2ogd
Mpg = —?-‘—n_ {- Xas 8inGt + YRscosG't } (5.2.18)
waarbij:

XRSE

T
2
2/1«(1 0)(x3Z ¢+ y H)ao

0
z

mﬁ M(1,0)(x % +y;ﬂ°)do

We ontbinden het moment in een component in fase met de versnelling en
een component in fase met de snelheid volgens:

4
d "x d
HRS'IRS (-;:5) *NRS('B%) (5.2.19)

Dit zijn de koppelingetermen tussen verzetten en slingeren in de bewe-
gingsvergeli jking voor slingeren, waarbij IRS en NRS resp. het traag-

heidsmoment en het dempingsmoment t.g.v. verzetten zijm. Uit (5.2.7)
en (5.2.18) volgt:

2 BY +AX
HRS-M R (A ®#inGt - BoosGt) - —re'P—BL"

Y4 A%+ B8
AYR- +
. (=AcosCt - BsinG't)
2 e
A +B +

BY +A AY,_~-B
--ap'rara :“x-zfﬁ"raz? —B——XB

A+B A-l-B

godats
B! + AXR

A +Ba

Npg = 2pSTe? ﬂz%xg

A +B

.2F3T3;

(5.2.20)

-5-8-
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Voor de verhouding van de golfamplitude op oneindige afstand van

de cilinder en de emplitude van de gedwongen oscillatie krijgen we op
analoge wijze als bij dompen:

2.
X
. Aa + Ba
na
terwijl eveneens de relatie HOA-NOB -5 geldig blijft.

We zullen nu voor het speciale geval van een Lewis-doorsneds voor

bovenstaande grootheden Ms' Ns en IRS' NRS uitdrukkingen afleiden [_11].
De multipool-potentiaal krijgt de vorm:

\ ~2mol
50 (¢,Q) = ‘-(2n+1 )d.sin(amﬂ )0« §° 2 8in2mo +
2m 3

1 +a1 +a 2n

.o (2m+2)0t

3a
- v ain(amz)o-ﬁ_?t .“(2"”")".1:;(2-»,4)0}:, (5.2.21)

l'1.2’l...

De corresponderende stroomfunctie wordt:

=2m ol
}&2.;(0‘.0) _[.-(2-+1 ) cos(2m+1)0 - ?o { e cos2m@ +
3

1+a1+a 2R
-(2me2) A
a,o 3a
g Frve cos(2m+2)0 - 2_.'31; .-(2n+h)o<.c“(2.+u)°.ﬂ (5.2.22
mn=1 ,2,:.-

(5.2.4) krijgt nu de gedaante:

[1/0(4.0.0)-}40(«-0, %‘)} coa 0t {y’.(o.c)-}&.(o, -'a-r)] 8inG't +

008 G"tz P ~cos(2m+1)0 - 1°0% (2.+a)e_333m£*b
n=1 on Tem, +a, e, *' 2m+e 2m+l
?0(-1 )-+1 1 .1 5‘ f
= 1+n1+a3 ( vy +ein0t < Q| — co8 (2n+1)Q -
? Jo coa2nd I1OOI<ZI+2 )0 33330. (2.*4 )0 ? (=1 )I+1
1“‘1 tay 2m ' 2med © 2m+h - 1+a, ‘o,

7 % = CYC, 4 }
(-5;--2;;-2--2.+ )] = (;?-)-&%H{(‘l-u.l) coa°+a300530 (5.2.23)

=5.9~-
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We kunnen nu op de gebruikelijke wijze %% elimineren. We zullen
schter hier in overeenstemming met de door Tasai in #ijn publiocatie
dX oen uitdrukking ven de vorm (5.2.7) subatitu-

gevolgde methode voor i
eren (zie opmerking aan het slot van §‘0.2). Definieren wel
X = x.cu(ﬁt + b')

dan is1

%%-- x.G'sin(O't +y) (5.2.24)

Het rechterlid van (5.2.23) kan nu geschreven worden als:

(g‘_'%t) %%M{ (1-a, )coama}ooaso}- h(G)(Pocos Ot Qolin‘—‘-t>

(5.2.25)

waarbij:
{ (1-&1 )oosm‘ujcot}o }

14a_+a

173

h(Q) =

(5.2.26)
TX TK
P = T "foeinﬂ’ TR 3 ]‘i‘ooosr .
zodat we na gelijkstellen van ocoefficienten van cosG t en sin0 t voor

het systeem van vergelijkingen, waaruit we PZn en QZn moeten bepalen,
krijgen:

[a V)
VO(O-")' %o(o.f)-% £,5,(9) Pop

E" (5.2.27)
7T,
Y 4(010) - ¥,(0,3)= L T2n(®) Gy
waarbi j:
£ (Q) =h(Q)
’ ¥ (2m+2)0
o cos2m@ 21°°%
fal(o) = cos (2m+1 )0+m-;{_°?-__+ e
3a_co8(2m+ls )0 y (~‘I)n” a 3a }
'3 (4] 1 1
- amelh }"' 1+a1+u5 {El-:' om+2 an; (5.2,28)

m=1 .2,. .
Uit (5.2.25) volgt:

%E - 7?0“23? {Pocoaﬁ‘t + Qoainc"t}
zodat ¢ (5.2.29)

2
“u Ll - }
ﬁzg = A-2 Q 0080t - P sinCt ~5.10m
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Voor de kracht op de cilinder in de x-richting krijgen we voplgens
(5.2.14)1

F-Z?Br(%){ﬂonin(a't- HoooaG‘t} ‘ (5.2.30)
waarbij:

1-a,)8in0+3a,81in30 3a 7

1+n1+13 a0 - 1+a1+a} ‘L 2"

(
NO & - 07 ¢0(o.°)
[d

a-1 '

E :Fo('” 1 24 3'1

~£L . Pon 242" z." . (-a)+
mn='l (1+a1+33) -1 (2m42)%«1  (2m+b4)C1

-1 L da
+3;3 3 + 3 + 3
Lp“=9 (2m+2)°-9 (2med)“-9

Mo wordt verkregen door in bovenstaande vorm ﬂc te vervangen door ﬂ. en
pZn door Wy* Uit (5.2.29) en (5.2,30) kunnen we op de gebruikeli jke
wijze de toegevoegde massa en demping afleiden:

N P°+M Q

2., 2

Ns = 2(9 Bra
P "+Q
[} 0

(5.2.31)
MP -NQ

2. .2
po ‘Qo

Ng = 2p 0B
Door substitutie van (5.2.10) en (4.3.2) in (5.2.17) waarbij in de uit-
drukking voor M(1,0) em N(1,0) voor ?2.(5.2.21) gesubatitueerd moet
worden, krijgen we voor het moment op de cilinder t.g.v. het versetten:

P
MRS -M{ xa.inrt - !Rcoaﬁ"t} (5.2.32)

™

waarbij:s T
2

Pe0:0) (1+ay) 4
= a,(T+a,)ain20-2a.8in 0} de +
xn o (100.1443)2 { 1 3 3
(0, PoaP) = P, (=)™ (2a. (1+a.) 8
.,,mii " _2,_.3 4 +Z Pon a,(1+a, R "y
8(1».1"3) m=1 (1u1+a5)2 (2n+1)2-1& (2u+1)2-16

IR wordt verkregen door in bovenstaande uitdrukking @ c door ﬂu en Pz.
door QZ- te vervangen. Het traagheidsmoment en dempingsmoment t.g.v.

de verzetbeweging van de cilinder volgen nu uit (5.2.29), (5,2.32) en

-5.11-
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(5-2019)!

(5.2.33)

getkracht

t.g.v. lliggcron.

De randconditie op de cilinder, wanneer de cilinder harmonisch
slingert om de oorsprong volgens V = l’;oou(ﬁ't +J'), wordt (Fig.
5.3.1)¢

o att 4 dR”
5{-1?-‘-&- sing=R. ov .45 (5.3.1)
Br 4>_x
g
/s
48
T
¢
Vie __at

Fig. 5.3.1.

%9 is de hoek tussen de rmaklijn en de enelheid langs het oppervlak,
Ude alingerhoek (positief met de wijzers van het uurwerk) en R de
voerstraal van de punten op het oppervliak. Met (4.2.9) wordt (5.3.1):

J
-%g.-‘-’ﬁ- 3‘-’; {%(xau,o)wz(‘l,o))} (5.3.2)

gzodat na integratie:
14 (1.o)=--12-(§-t‘z {32(1,04-32(1,0)} +C(t) (5.3.3)
Substitutie van Onggutt:
cte) = Y1, +%(%'§ B,
512
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zodat?

2
1&(1,0) }ﬁ(‘l,i)# %%—{x (1 O)ty (1,0)- Br} (5.3.4)

v
Voor de verandering zullen we nu %i:' niet elimineren maar hiervoor

. v

Tt G)sin(ffwb’) substitueren (zie opmerking man het slot van §h.2),
sodat?

¥ (1,0 P01, eV Getn(or w){ %% (1,0)4y%(1,0) -B¢ }

ofs
-’:-g:{}&u,o) -}5(1,-2’?)}-’—:% % J; G’{xa(1.o)+ya(1,o) -Br%. 81n(0 t4y)
(5.3.5)
Het rechterlid van bovenstaande vorm schrijven we als:
g(0) (P_cosCt + Q,einC’t)

waarbijt

g(0)n B0 +3%(1,0) -BF

P, = —E—— siny (5.3.6)

Substitutie van (5.1.13) in (5.3.5) en gelijkstellen van coefficiénten
van cos Ot en 8inG t geeft ons het atelsel vergelijkingen voor Pa.l en
Qz-'

;é (1,0) }0(1.2)-2 Py fon(®)
(5.3.7)

Y 1,0 -0, ) -;O QT2 (@)

waarbij:
t - (0) - 12(1.2) "’:2(1 |°)“ Brz
o™ € Brz

<
‘a-"}éz-""i)“y 21(1'0)'
mA0
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Uit (5.3.6) volgt:

2
2 r;" K Br
P + Q 5B ’

zodat voor de verhouding:

olfamplitude in oneindi ;
amplitude oscillatie van de cilinder

2
j" = rc Kar (5.3.8)
a 5 p2+ QZ
<] (o]

Het hydrodynamisch moment (van de cilinder op de vloeistof), wordt:
(A

2
ox 0
Mnszb/p(x-b-aa.y-a%)do
zodat:

MR--E-E-EEE;B-E{ xRainO"t-»YRoosG't} (5.3.9)

waarbi j XR en ! op dozelfdo manier gedefinieerd zijn als in 5.2 voor
het vereetten. We kunnen 'd'E = - ﬁ'G"sin(G't +*7) m.bove (5.3.6) schrij-
ven als:

d'} 19‘ G (sinG't cosy + coslt einy)

——b‘-( q, l:l.nG't-»P coaG't)
f[G'Br

De veranelling wordt:

e
3 i)—‘--(-- 2 coasGt+ P 8inGt)
dt AEB

We ontbinden Mh nu in een component in fase met de snelheid en een com-
ponent in fase met de versnelling. Uit (5.3.9) en (5.3.10) volgt:

Y Q 1-P X
__ﬁ‘bar R H (-Q,cosGt + P_ainGt)+
P +Q
o e (5.3.11)
~Q Xy ¢ P Yy
—P‘———T( QeinCt - P cosGt)
M.b.v. (5.3.10) schrijven we (5.3.11) alsi
Q Y,-QX, -
Mg = PE 2y R +f’6'5 ~—-—-———°§ o ¥ (5.3.12)

I::*Q Fo *9Q,
~3:14-
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Het toegevoegde traagheidsmoment wordt nui

P an-Y Q
r “-—“—-

Q

FB

en de demping:

PY -Q XR
4 0'R™ %
+Q°

De verzetkracht op de ocilinder t.g.v. het slingeren berekenen we met:
T

2
Fgp=-2 f p sinot ds (5.3.14)
[+

Substitutie van (5.2.13) geeft:
T

2
p1,0) V(o)
Fop==2Br / 5 ae (5.3.15)

Substitutie van (5.2.10) geeft:

an-ﬂ%ﬂ"— (¥,cosGt - N_sinc't) (5.3.16)
waarbij: 7 T
2 2
M = /u('t,o)lé—’ilao on N°=/N(1,0) -V—éﬂao
(o] [+ ]

We ontbinden (5.3.16) m.b.v. {5.3.10) volgens:

M q +N MP ~NQ

L2829 °1}-;>Br’°’ 290 s (5.3.17)
1-Q 2

(o]

R yBr’

O

De verrethoek t.g.v. slingeren komt in de gekoppelde bewegingsverge-
lijking voor verzetten voor in de vorm:

) at _
Fop™Mgp (-;:z-)irNSR(-j&-) (5.3.8)

Vergelijken van (5.3.17) en (5.3.48) geeft voor de toegevoegde massa
en demping voor verzetten t.g.v. slingeren:

-5.15=
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M Qo + NoP

Mgp= PBP ~S3—0x0

Po *QO
(5.3.19)
MP -NQ

Py ©
N.. = (OPBr 0'—-—5-—9-2-‘
o 5’ pe *Qe

Verder kunnen we door gelijkstellen van de door de golven uitgestraal-
de energie en de door de cilinder verrichte arbeid nog verifieren, dat:

72
P¥p-QXy = T (5.3.20)

Tasai heeft in EH] bovenataande berekeningen uitgevoerd voor een Lewis~
doorsnede. Zijn resultaten kunnen uit bdbovenstaande formules worden af-
geleid door voor ¢2m en‘y92. resp. (5.2.21) en (5.2.22) te substitue~
ren.
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