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SYMBOLENLIJST

Getracht is een consistente notatie in het gehele rapport te gebrui-

ken. Een aantal symbolen wordt locaal in de tekst gedefinieerd en ge-

bruikt en is niet in de onderstaande lijst opgenomen.

[ ]

indices
ij]

matrix

diagonaalmatrix (alleen termen op de hoofddiagonaal)

getransponeerde matrix

inversematrix

vector

getransponeerde vector

toegevoegde complexe vector

norm gedefinieerd als de som van de kwadraten van de matrix

elementen

één- en tweemaal differentiéren naar de tijd

hebben betrekking op de punten in de constructie

hebben betrekking op de trillingsvormen

boven indices

A

analytische grootheid

gecorrigeerde grootheid

gemeten grootheid




SYMBOLENLIJST (vervolg)

symbolen
[c]

[clse,
E[ ]
{f}
£1]
(K]
EkJ,kr
[(M]
[ml,m_
{p}
{r}
{a},q,
[Sxy]
[sC]
[sK]

[sM]

{x},xi

visceuse dempingsmatrix

gegeneraliseerde visceuse demping
verwachtingswaarde (expected value)
exciterende belasting

eenheidsmatrix

stijfheidsmatrix

gegeneraliseerde stijfheid

massamatrix

gegeneraliseerde massa

constructie parameters

= APy = {pA}

gegeneraliseerde coordinaten (amplitudes van trillingsvormen)
covariantiematrix van x en y
dempingsmatrix van een deelconstructie
stijfheidsmatrix van een deelconstructie
massamatrix van een deelconstructie

oorspronkelijke vrijheidsgraden (verplaatsingen in punten van

de comnstructie)




SYMBOLENLIJST (vervolg)

Griekse symbolen

Br gegeneraliseerde visceuse demping Br = cr/Zmrwr
§ § =1 alsr=s, § =0alsr # s

TS rs rs

[A],Ars Lagrange multiplicatoren

[¢],{w}rwir ongedempte trillingsvorm

[Q],wr eigenfrequentie




INLEIDING

Het dynamisch gedrag van ruimtevaartconstructies is bepalend voor de
responsie op dynamische belastingen die vooral tijdens de lancering zul-
len optreden. Deze responsie kan tot maatgevende belastingsgevallen lei-
den. Het dynamisch gedrag van de constructie is van invloed op de presta-
ties van het standregelsysteem. Vooral bij grote, flexibele ruimtevaart-
constructies moet deze invloed worden meegenomen.

Teneinde het dynamisch gedrag al in de ontwerpfase te kunnen beoor-
delen wordt van de constructie een analytisch model gemaakt. Zo'n model
kan eenvoudig zijn, bijvoorbeeld opgebouwd uit enkele massa's en veren,
of complex. In dit laatste geval zal een eindige elementenmethode worden
gebruikt om het analytisch model te maken.

In een latere fase, als een eerste exemplaar of prototype van de
ontworpen constructie gereed is, kan het analytisch model experimenteel
geverifieerd worden. Meestal blijkt dat er verschillen optreden tussen de
experimentele en de berekende resultaten. Het is belangrijk om deze ver-
schillen goed te interpreteren. De verschillen kunnen veroorzaakt worden
door meetfouten of door fouten in het analytisch model. Als dit laatste
het geval is kan het noodzakelijk zijn het analytisch model te verbete-
ren, zonodig enkele ontwerpberekeningen te herhalen en/of de standregel-
wetten aan te passen.

Door het NIVR is zowel aan Fokker als aan het NLR opdracht gegeven
een studie naar de in de literatuur voorgestelde methoden te verrichten.
Door Kooi (Fokker afdeling Ruimtevaart) is een uitgebreid literatuur
overzicht gemaakt (Ref. 1). Tevens zijn in referentie 1 de methoden be-
schreven die in dit rapport worden aangeduid met "matrix correctie metho-
den" (hoofdstuk 4). In dit rapport is gebruik gemaakt van het literatuur
overzicht (Ref. 1) en is getracht de vooronderstellingen en de wiskundige
opzet van een aantal methoden te beschrijven. Hierbij is enige overlap-
ping met de studie van Fokker onvermijdelijk.

In een vervolgstudie zullen de beschreven methoden worden geéva-
lueerd en zullen er &&n of meer worden geselecteerd voor toepassing, waar-

bij een taakverdeling tussen Fokker en NLR zal worden gemaakt.




ANALYTISCHE MODELLERING

Voor het berekenen van het dynamisch gedrag wordt de constructie
geschematiseerd. Het dynamisch gedrag is dan te beschrijven met een
eindig aantal vrijheidsgraden {x}. Deze vrijheidsgraden zijn in het al-
gemeen verplaatsingen of rotaties in punten van de constructie. Uitgaande
van de massa, stijfheids en dempings eigenschappen van de constructie,
kunnen vergelijkingen worden opgesteld waarmee de bewegingen van de con-
structie kunnen worden berekend. Deze bewegingsvergelijkingen hebben de

volgende vorm:
(MI{%} + [cllx] + [kMHx} = {f} (2.1)

Hierin zijn [M], [C] en [K] de massa, dempings- en stijfheidsmatrix en
{f} de vector met de exciterende belastingen.

Voor eenvoudige constructies kunnen de bewegingsvergelijkingen (2.1)
met de hand worden opgesteld, bij gecompliceerde constructies zal een
eindige elementen methode worden gebruikt. De matrix elementen hebben
een vrij directe relatie met fysische grootheden in de constructie. Ver-
anderingen van de massa of stijfheidseigenschappen in een beperkt deel
van de constructie zal in een beperkt deel van de massa- of stijfheids-
matrix van invloed zijn.

De geschematiseerde constructie wordt het analytisch model genoemd.
De bewegingsvergelijkingen (2.1) beschrijven volledig het dynamisch ge-
drag van het analytisch model. Om het model te verifiéren kan dan ook
worden volstaan met het verifiéren van de bewegingsvergelijkingen (2.1).

Omdat het aantal vrijheidsgraden voor complexe constructies zeer
groot kan zijn, is gezocht naar methoden om zinvolle responsiebereke-
ningen te kunnen uitvoeren met een beperkte set vrijheidsgraden. De meest
gebruikte methode is de "modal analysis'". Als nieuwe vrijheidsgraden wor-
den amplitudes, q.» Vvan trillingsvormen {w}r gekozen. Door alleen die
trillingsvormen te beschouwen die een eigenfrequentie in het te analyse-
ren frequentie gebied hebben, wordt het aantal nieuwe vrijheidsgraden
beperkt. Er is een eenduidig verband tussen de nieuwe vrijheidsgraden

{q} en de oude vrijheidsgraden {x}.
{x} = [¢1{q} o] = [{w},...{w}n] (2.2)

Een uitgebreide beschouwing welke trillingsvormen gekozen kunnen worden




is gegeven in referentie [2].
De bewegingsvergelijkingen uitgedrukt in de nieuwe vrijheidsgraden

zijn van de vorm
[m1{4} + [cI{q} + [kI{q} = [6I{£} (2.3)

Hierin zijn [m], [c] en [k] de gegeneraliseerde massa-, dempings- en
stijfheidsmatrix waarbij geldt dat [m] en [k] vaak en [c] meestal diago-
naal matrices zijn.

De elementen van de gegeneraliseerde matrices hebben niet een direc-
te relatie met fysische grootheden en in de constructie. Veranderingen in
massa of stijfheidseigenschappen in een beperkt deel van de constructie
zal in de gehele gegeneraliseerde matrices van invloed zijn.

De bewegingsvergelijkingen (2.3) beschrijven volledig het dynamisch
gedrag van de geschematiseerde constructie (het analytisch model) in het
beschouwde frequentie interval. Om de responsie berekeningsresultaten te
verifiéren kan worden volstaan met het verifiéren van de modal bewegings-

vergelijkingen (2.3).

VERIFICATIE METHODEN

Het analytisch model kan geverifieerd en zonodig gecorrigeerd worden
met behulp van metingen aan de constructie of aan delen van de construc-
tie. Deze metingen kunnen uiteraard pas worden uitgevoerd nadat de con-
structie of het constructiedeel is vervaardigd.

De verificatie methoden zijn in twee hoofdgroepen te verdelen:

° de directe verificatie methode;

° de verificatie methode die gemeten modal gegevens gebruiken.

Bij de directe methoden worden grootheden gemeten die een directe
relatie hebben met de matrix elementen uit de bewegingsvergelijkingen
(2.1). Voor de verificatie van de massamatrix kan de massa van alle on-
derdelen van de constructie worden bepaald. De elementen van de stijf-
heidsmatrix of beter die van de inverse van de strijfheidsmatrix (de
flexibiliteitsmatrix) kunnen met een statische proef worden bepaald.
De ide kolom uit de flexibiliteitsmatrix zijn de waarden van alle vrij-

heidsgraden (verplaatsingen of rotaties) wanneer de constructie wordt
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belast met een kracht in de richting van de ide vrijheidsgraad. Voor
kleine constructies is deze directe methode goed uitvoerbaar, voor grote
constructies is de methode echter omslachtig.

Bij de tweede soort verificatie methoden wordt gebruik gemaakt wvan
gemeten modal gegevens (eigenfrequenties, trillingsvormen, gegenerali-
seerde massa en demping) gemeten met een zogenaamde modal survey. Een
overzicht van modal survey methoden wordt gegeven in referenties [2] en
£33l

De verificatie kan op verschillende niveau's plaatsvinden.

1 De resultaten van de modal survey worden direct vergeleken met die
van de modal analysis (vergelijking 2.3). De gegeneraliseerde ma-
trices worden gecorrigeerd. Deze methode wordt de modal matrix cor-

rectie methode genoemd.

|no

De resultaten van de modal survey worden gebruikt om de bewegings-
vergelijkingen uitgedrukt in de oorspronkelijke vrijheidsgraden {x}
zodanig te corrigeren dat de modal gegevens van het gecorrigeerde
systeem gelijk zijn aan de gemeten gegevens. Het corrigeren van de
bewegingsvergelijkings matrices gebeurt puur wiskundig en de modi-
ficaties zijn meestal niet fysisch te interpreteren. Deze methode

wordt de matrix correctie methode genoemd.

|

De resultaten van de modal survey worden gebruikt om fysische groot-
heden van de constructie zodanig te corrigeren dat de modal gegevens
van de gecorrigeerde constructie gelijk zijn aan de gemeten gege-

vens. Deze methode wordt de parameter correctie methode genoemd.

In dit rapport zullen een aantal methoden, gebaseerd op methode 2 en
3 (matrix correctie methode en parameter correctie methode), die in de
literatuur zijn voorgesteld, worden besproken. Getracht zal worden de
vooronderstellingen en de formuleringen van de diverse methoden te behan-
delen. Er zal niet een compleet literatuur overzicht worden gegeven omdat
in diverse publicaties dezelfde methode wordt beschreven. Er wordt alleen
naar literatuur verwezen die nodig is om de methode te kunnen begrijpen.

Een compleet literatuuroverzicht is gemaakt door Kooi (Fokker) (Ref. 1).




4.1

4.2

4.2.1

4,2.2
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MATRIX CORRECTIE METHODEN

Algemeen

Bij de matrix correctie methoden worden de matrices van de bewe-

gingsvergelijkingen (2.1) zodanig gecorrigeerd dat de berekende modal
gegevens in overeenstemming met de gemeten grootheden zijn. Vaak wordt

slechts €én matrix tegelijk gecorrigeerd.

De volgende methoden worden hierna besproken in meer detail.
methode "Berman/Baruch";

- referenties [4] en [5];

- correctie van massamatrix en stijfheidsmatrix;

- meting van eigenfrequenties en ongedempte trillingsvormen;
methode '"Chen";

- referentie [6];

- correctie van massa- en stijfheidsmatrix;

- meting van eigenfrequenties en ongedempte trillingsvormen.

Methode "Berman/Baruch" voor verbeteren van de massamatrix

Vooronderstellingen

De volgende vooronderstellingen zijn gemaakt.

Van de constructie is een analytische massamatrix, [MA], bekend.
Deze matrix beschrijft kwalitatief goed de massa van de constructie.
Van de constructie zijn een aantal eigenfrequenties wf, en de bijbe-
horende reéle trillingsvormen {(pM}r gemeten. Indien de trillingsvor-
men niet in alle benodigde punten van de constructie zijn gemeten
kunnen de ontbrekende gedeelten gereconstrueerd worden met behulp
van de analytische massa en stijfheidsmatrix.

De gemeten grootheden hebben geen meetfouten.

Opzet van de methode

Bij deze methode wordt gezocht naar een massamatrix [MC] die zoveel

mogelijk 1lijkt op de analytische massamatrix [MA] maar met als nevencon-
ditie dat de gemeten trillingsvormen {gp}r orthogonaal zijn met betrekking
tot [MC1.
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4.2.3 Wiskundige uitwerking

De gemeten trillingsvormen {(pM}r worden zo genormeerd dat geldt
Wt = 1

De trillingsvormen zullen in het algemeen niet orthogonaal zijn met be-

trekking tot [M']. Dus geldt
o1 0 # 0
Er wordt een matrix [m] gedefinieerd als
[n] = [6"1 006" met (o™ = [46™} ... 0" 3

De matrix [m] heeft dus énen op de hoofddiagonaal.
Het verschil tussen de gezochte massamatrix [MC] en de analytische

massamatrix [MA] wordt uitgedrukt met behulp van de volgende norm
e = |01 CI-nt A7 |

Gevraagd wordt nu het minimum van € te bepalen met als nevenconditie

M.T.. C

Lo 1M ][¢M] = [1l ([1] is de eenheidsmatrix)

Het vraagstuk wordt hergeformuleerd met behulp van multiplicatoren

van Lagrange, Ars’ tot het zoeken van het minimum van Y.

B M.T,..C M
g f 2 A ({07} (M I-1d ) o } ~l4m_)

Differentiatie van Y met betrekking tot de elementen van [MC] en het nul-

stellen daarvan geeft
20 7 (O - 1y A T LM ara T = 0
of

mC1 = 1 - s aretaraaret T vt
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Er geldt de orthogonaliteits betrekking
[6M1TMCare™ = 13
Dus volgt
L6170 3™ - se™Tnd areMara1re™ 1 ae™1 = £12
of
[w] - %[mI[AJ(m] = [Il
en dus volgt voor de multiplicatorenmatrix [A]
[A] = - 2[m]" L (C13-[m]) [m]~}
Uiteindelijk volgt dan voor de verbeterde massamatrix [MC1,

€3 = 01 + o I0eMImI Y (e 13-[nd) o3 M1 oA DL

4.3 Methode "Berman/Baruch'" voor het verbeteren van de stijfheidsmatrix

4.3.1 Vooronderstellingen
De volgende vooronderstellingen zijn gemaakt:

° Van de constructie is een analytische stijfheidsmatrix, (KA1 bekend.
Deze matrix beschrijft kwalitatief goed de stijfheidsverdeling van
de constructie.

& Van de constructie is een massamatrix[:MG] bekend. Deze matrix [MC]
kan verkregen zijn door een verbeteringsprocedure (zie 4.2) of kan
de analytische massamatrix zijn indien wordt verondersteld dat deze
goed genoeg is.

° Van de constructie zijn een aantal eigenfrequenties,usf, en de bij-
behorende reéle trillingsvormen {wM}r gemeten.

& De trillingsvormen zijn orthogonaal met betrekking tot [MC] en zoda-
nig genormeerd dat geldt {wM}I[MC]{wM}r = 1.

8 De gemeten grootheden hebben geen meetfouten.
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4.3.2 Opzet van de methode
Bij deze methode wordt gezocht naar een stijheidsmatrix [KC] die
zoveel mogelijk lijkt op de analytische stijfheidsmatrix [KA] maar met de
nevencondities dat de stijfheidsmatrix [KC] voldoet aan het eigenwaarde
probleem ([KC][¢M]-[QZM]EMC][¢M] = 0), dat de trillingsvormen orthogonaal
zijn met betrekking tot [KC] en dat [KC] symmetrisch is.

4.3.3 Wiskundige uitwerking
Het verschil tussen de gezochte stijfheidsmatrix [KC] en de analy-
tische stijfheidsmatrix [KA] wordt uitgedrukt met behulp van de volgende

—
e = || €T (KC 1A €17 |

Gevraagd wordt nu het minimum van ¢ te bepalen met als nevencondities
k®ary - ra?tanCare™y = o
Lo et - raMi = 0
k%1 - kT =0

Het vraagstuk wordt geformuleerd met behulp van multiplicatoren van

Lagrange, Xa s Ab en Actot het zoeken van het minimum van ¥
rs rs rs

v=c+zz(n, (KOG Ira?ICard'n +
r s rs

o, @My + o, @O
rs

rs

Differentatie van ¥ naar de elementen van [KC] en het nulstellen daarvan

geeft
20T A D 0O+ 1 20607 + T, 20T 4

+ 00D - [AC]T =0
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of
(KD = kA3 - 50eCa(0n 06M1%+LoMrn, 306MT%+0A 3-0a 1) 10
Met de nevencondities kan dit worden geschreven als
(k%1 = (kA1 - (k0o eI e 1 InC a0 oM L6 MIrkA D) +
+ CareMacreM T rrAar o1+ r02May oM 1 v
of afgekort

(k1 = k1 + [a1 + [a]T

met

(a1 = (C13-%MCa0eMr o™ Ty (inCareMareMa-tx® a0 eMy oM TinC

4.4 Methode '"Chen'" voor verbeteren van de massamatrix

4.4.1 Vooronderstellingen
° Van de constructie is een analytische massamatrix [MA] bekend. Deze

massamatrix beschrijft kwalitatief goed de massaverdeling van de

constructie.

° Van de constructie zijn een aantal analytische trillingsvormen {@A}r
bepaald.

™ Van de constructie zijn een aantal eigenfrequenties, wr, en bijbe-

horende ongedempte trillingsvormen, {w}r, gemeten.

° De gemeten grootheden hebben geen meetfouten.

4.4.2 Opzet van de methode
Bij deze methode wordt gezocht naar een perturbatie [AM] van de ana-
lytische massamatrix [MA]. Verondersteld wordt dat de gemeten trillings-
vormen ﬁpM}r lijken op de analytische trillingsvormen {wA}r zodat het
verschil {Aw}r klein is. De perturbatie massamatrix [AM] wordt nu bepaald

door de eisen dat de gemeten trillingsvormen orthonormaal zijn met be-

trekking tot de nieuwe massamatrix ([MA]+[AM]).
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4.4.3 Wiskundige uitwerking
De gemeten trillingsvormen BpM}r worden geschreven als de som van de

analytische trillingsvormen {(pA}r en een perturbatie {Aqﬂr
M, _ . A
o}, = o7} + {ag},
De gezochte massamatrix [MC] wordt geschreven als de som van de analyti-
sche massamatrix [MA] en een perturbatie [AM]. Verondersteld wordt dat

{Aqﬂr en [AM] klein zijn.

De analytische trillingsvormen zijn zodanig genormeerd dat geldt
WDt et = 1

Geéist wordt nu dat de gemeten trillingsvormen orthonormaal zijn met

betrekking tot de gezochte massamatrix
o1 edCare™s = 12
(o2 17+0a61%) (M 1+LAMI) (LR 1+T80T) = [I]
o210 10621 + 12170 10000 + [ao1 062D +
+ [o*1TraMIre™] = £13

Waarbij de hogere orde termen zijn verwaarloosd.

Per definitie is
6171067 = F13
verder geldt
(861 = (61 - [™]
Substitutie hiervan geeft
el + Lo o1ty + oMot 1D et +

+ Lo raM1e™] = £13
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Zodat voor [AM] volgt
CoAT T EamIrs™] = 201] - ™ IEe™1 - [ ™

Voor en na vermenigvuldiging van het rechterlid met [¢A]T[MA][¢A], wat
gelijk is aan [IJ, en delen van de vergelijking door [¢A]T en [¢A] geeft

(oMl = o062 1201 3-[e2 1T 10 0M - T M 1002 ) [P 1]
en
€1 = 1 + [amM]
4.5 Methode '"Chen'" voor het verbeteren van de stijfheidsmatrix

4.5.1 Vooronderstellingen

° Van de constructie is een analytische stijfheidsmatrix [KA] bekend.
Deze stijfheidsmatrix beschrijft kwalitatief goed de stijfheidsverde-
ling van de constructie.

° Van de constructie zijn een aantal analytische eigenfrequenties wﬁ
en trillingsvormen &DA}r bepaald.

@ Van de constructie zijn een aantal eigenfrequenties wf en trillings-
vormen {wM}r gemeten.

° De gemeten grootheden hebben geen meetfouten.

4.5.2 Opzet van de methode
Bij deze methode wordt gezocht naar een perturbatie [AK] van de ana-

lytische stijfheidsmatrix [k%]. verondersteld wordt dat de gemeten tril-

lingsvormen {(DM}r weinig, zeg {Aqﬂr, afwijken van de analytisch bepaalde

trillingsvormen {mA}r. Evenzo dat de gemeten eigenfrequenties wf weinig,

zeg Awr, afwijken van de analytische frequenties wﬁ. De perturbatie stijf-
heidsmatrix [AK] wordt nu zo bepaald dat de gemeten trillingsvormen or-

thogonaal zijn met betrekking tot de nieuwe stijfheidsmatrix X°] -

([KAHLAKD)




wel]. Be

4,5.3 Wiskundige uitwerking
De gemeten eigenfrequenties en trillingsvormen, w? en ﬂDM}r worden

geschreven als de som van de analytische waarden en een perturbatie
wM = wA + Aw
r T T
M, _ [ A
{o'}, = {07} + {a0},

De gezochte stijfheidsmatrix [KC] wordt geschreven als de som van de
analytische matrix [KA] en een perturbatie [AK]. Verondersteld wordt dat
de Awr, {Atp}r en [AK] klein zijn.

De analytische trillingsvormen zijn zodanig genormeerd dat geldt

(o217 10627 = £13
of ook
(e 1Tt 1061 = a2®;

Geéist wordt nu dat de gemeten trillingsvormen orthogonaal zijn met

betrekking tot de gezochte stijfheidsmatrix [KC] en dat geldt
6™ kCare™ = ra2™;
(e T+ 0a01T) (KA THIAK D) (L6* H000D) = ([2*THT80D)2
Lo R I06% 7 + 1617k 00 + [ao kA I06AT +
+ Lo rak0eRT = ra2t1 + 2rdfiranl

waarbij hogere orde termen zijn verwaarloosd.

Per definitie geldt
[* 1T kA 10627 = ra2h;

[86] = [o7] - [o™1, [agd = M1 - ey
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Substitutie hiervan geeft
BT + LT I =00 + -0t me™ +
+ [oA1TramI06AT = 2?1 + 2raf1ccaMi-atyy
zodat volgt
L6217 ak106%T = 20®reMy - [o®1T kA 06M1 - [o™1 kA 106

Voor en na vermenigvuldiging van het rechterlid met [¢A]T[MA][¢A], wat
gelijk is aan [IJ, en delen van de vergelijking door [¢A]T en [¢A] geeft

(k] = RAret1cerat aedta-re 1 cr ot 1-r e 1 e 106 n 06 1t rx

met

[k [KA] + [AK]

PARAMETER CORRECTIE METHODEN

Algemeen

Bij de parameter correctie methoden worden parameters van de con-
structie (bijvoorbeeld massa- of stijfheidsgegevens) zodanig gecorrigeerd
dat de modal gegevens berekend met het verbeterd analytisch model beter
in overeenstemming zijn met de gemeten grootheden.

De volgende methoden worden besproken:
° De methode ''Collins".

- referentie [7];

- correctie van de van te voren geselecteerde constructie parame-

ters;

- meting van eigenfrequenties en ongedempte trillingsvormen.
° De methode '"'Natke'.

- referentie [8];

- correctie van sub matrices, representatief voor de massa, dem-

ping of stijfheid van een deel van de constructie;
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- meting van eigenfrequenties, ongedempte trillingsvormen, gege-
neraliseerde massa gegeneraliseerde demping. Soms wordt ook
gemeten de exciterende belastingen en het 90° uit fase deel van

de trillingsvormen.

De methode Natke is geen echte parameter correctie methode, maar een
soort tussenvorm tussen de matrix correctie methode en parameter correc-
tie methode. Als de te corrigeren deelconstructies zeer klein worden ge-

kozen dan staat de methode dicht bij de parameter correctie methode.

Methode "Collins" voor het verbeteren van parameters

Vooronderstellingen

o Van de constructie bestaat een adequaat wiskundig model voor het be-
schrijven van het dynamisch gedrag. In de wiskundige modellering
komen een aantal parameters voor.

° Van te voren kan worden aangegeven welke parameters verbeterd moeten
worden. Van deze parameters is bekend wat de waarde is gemiddeld
over een aantal gelijke constructies. Tevens is bekend wat de sprei-
ding van de parameterwaarde is.

2 Voor de gemiddelde parameterwaarde is een analytische massamatrix
[M] en stijfheidsmatrix [k*] bekend.

e Van de constructie zijn de eigenfrequenties en trillingsvormen geme-

ten. Tevens kan worden aangegeven hoe groot de meetfouten zijn.

Opzet van de methode

Bij deze methode worden verbeterde waarden van te voren geselecteer-
de constructie parameters gezocht. Hierbij wordt uitgegaan van de gemid-
delde waarden van de parameters en van gemeten eigenfrequenties en tril-
lingsvormen.

Aangenomen wordt dat de verbeterde parameterwaarden in de buurt lig-
gen van de gemiddelde waarden zodat geldt dat eigenfrequenties en tril-
lingsvormen berekend met de verbeterde parameters gelijk zijn aan die
welke zijn berekend met de gemiddelde parameters plus een lineaire func-

tie van het verschil in parameterwaarden.
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5.2.3 Wiskundige uitwerking

Van de constructie is een analytisch model bekend. Er geldt dan
(k410280 (0P1_ = 0
Verondersteld wordt dat deze vergelijking geldt voor de gemiddelde waar-

: A
den van de constructie parameters {p }. De gemeten eigenfrequenties en

trillingsvormen zijn als eerste benadering te schrijven als

M
W5l 2™
. + [T1{p%1-1p*}H
&pM} {mA}
waarin
r 1 g ~
{sz} = wa {wA} = {wA}l
P J { A}
wzl > (DI 2 3
{ %
HA ot
w (0] }
L o 1 n
[T] = [BI[A]
[ LA oA ] [ A ]
[B] = B“A 2 [A] = QEX
3K at 3p
at at
A A A
_BK oM J i op |
w2 du? 30 30

De submatrices T ' M Kk M v 2iim de partiéle afgeleiden van
de berekende frequenties en trillingsvormen naar alle elementen van de

analytische massa en stijfheidsmatrix [MA] en [KA].




Als voorbeeld is

DD e

2 2 2 2
w2 ) Bwl Bml Bwl Bwl
oK aKll axlz 8K13 BKnn

|
|

2

ou) |
3K |

11 !

I I

I I

I

dw? w2
n n
8K11 BKnn
® 3K, Ky, 3K,
op Bpl apz Bpm

I I

I I

I I

oK oK
nn nn
apy o
L -

De afgeleiden van de eigenfrequenties naar de massa- en stijfheids-

matrix elementen zijn

szA A A
r - sz Pir q)ir
BMA. = m
ij
2A A A
o _ q)ir mir
BKé. mA
ij r

waarin wir het ide element van de rde trillingsvorm is en m de gegene-

raliseerde massa behorend bij de rde trillingsvorm.
De afgeleiden van de trillingsvormen naar de massa en stijfheidsma-

trix elementen zijn




= 2
aq&r =3 (Srs 1)mr q)is qﬁs qﬁr _ q&s ijs wkr 5
oM, w? - w? 2 rs
jk s T s

Als de meetfouten worden gegeven met {e} dan kan worden geschreven

{y} = [THr} + {e)
met
(w2} = (w2
{y} =
W - N
{r} = (pr-0p™h

Aangenomen wordt dat het gemiddelde van de parameterwaarden {p} gelijk is

aan {pA} zodat
A

{ur} = E[{p}-{p }] = {0}

en dat de covariantie matrix [Srr]
A AT

Csrrl = EL({p}-{p D {p}-{p '} ]
kan worden opgegeven. De covariantie matrix is een maat voor de spreiding
in de gekozen parameter {pA}.

Verder wordt aangenomen dat het gemiddelde van de meetfouten

E[{e}] = 0 en de covariantie matrix gegeven is [See].

Dan geldt dat het gemiddelde van {y} is
E[{y}] = {0}
en de covariantie [Syy] is

[Syy] = EC{y}Hy} ] = [TISrrILTI® + [See]
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De covariantie [Syr] is
[Syr] = EC{y}{r}"] = [TI[STr]

uitgaande dat [Ser] = E[{e}{r}T] = 0 omdat {e} en {r} niet gecorreleerd
zijn.

Gezocht wordt nu naar een verbeterde waarde van {r}, aangegeven met
{rC}, waarbij de variantie van {r} en {rC} minimaal is.

Voor {rc} wordt geschreven

% = reity)
De vraag is nu:

voor welke [G] is de variantie [Q] = E[({rC}—{r})({rC}-{r})T] minimaal.

Voor [Q] is te schrijven

EL([GI{y}-{r}) ([C1{y}-{rD) ] =

fQl

[GI[Syy1[GIT - [GICSyr] - [Syrl[GIT + [Srr]

Het nulstellen van de variatie van [Q] met betrekking tot [G] geeft

[6G1([Syy1[G1 -[Syr]) + ([GI[Syyl -[Syr1*)[6GI® = 0

Dus
[6] = [Syrl'[Syyl !
-
=% = rsyr1 rsyy 1 iy
en dus
Wy - w2ty
%1 = o™ + rsrrarraT(CTacser T+ rseen ! x

@y - N




De factoren ak, b, en ¢
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5 o3 Methode '"Natke" voor het verbeteren van massa, dempings en stijfheids

submatrices

5.3.1 Vooronderstelling

Van de constructie is een analytische massa-, dempings- en stijf-
heidsmatrix bekend.

In de constructie kunnen delen worden aangegeven waarin 6f de massa,
0f de demping O6f de stijfheid of de combinatie hiervan onzeker zijn
en in aanmerking komen voor verbetering. De verbetering kan alleen
maar zijn dat de submatrices behorend bij het onzekere constructie-
deel met een factor vermenigvuldigd wordt.

Van de constructie zijn gemeten de eigenfrequenties wf, de ongedemp-
te trillingsvormen ﬂpM}r, de gegeneraliseerde massa mg en demping
Bf. Soms is ook gemeten de belasting die aangezet moet worden om de
constructie in een ongedempte trillingsvorm te laten bewegen (appro-
priate excitation vector) {fM}r en het 90° uit fase deel van de tril-

lingsvorm { o } . Het 90° uit fase deel kan alleen aanwezig zijn als
©90

r
de constructie niet goed wordt geéxciteerd.
De gemeten grootheden hebben meetfouten, die meegenomen moeten wor-

den.

5.3.2 Opzet van de methode

De methode gaat er van uit dat in de constructie delen kunnen worden

aangewezen die onnauwkeurig geschematiseerd zijn. De gecorrigeerde matri-
ces [MC], [CC] en [KC] worden opgebouwd uit submatrices van de nauwkeuri-
ge constructiedelen en submatrices van onnauwkeurige constructiedelen

vermenigvuldigd met een nader te bepalen factor

] [sMA]O + ak[sMA]k

]

A A
[c [sC ]0 + bk[sC ]k

k%1

[sKAJO + ck[sKA]k

worden bepaald door het verschil tussen gemeten

k k

en berekende grootheden te minimaliseren.

Er zijn 3 methoden voorgesteld afhankelijk welke grootheden gemeten

zijn. Deze methoden zijn




>
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M M M M M M
Gemeten is w_ { }r, ﬂpgo}r, {f }r, m., B.

De volgende verschil grootheden worden gebruikt in het minimalisa-

tie proces

° belasting (appropriate excitation vector);
° gegeneraliseerde massa;
@ gegeneraliseerde demping.

M M M M M
Gemeten is w_, {p }r’ {f }r’ m_, B_.

De volgende verschil grootheden worden gebruikt voor de massa- en

stijfheidsmatrix correcties

° ongedempte bewegings vergelijkingen;
) gegeneraliseerde massa.

Voor de dempings matrix correcties

@ belasting;

. gegeneraliseerde demping.

Gemeten is wf, BDM}r, mf, Bf-

De volgende verschil grootheden worden gebruikt
° ongedempte bewegings vergelijkingen;

° gegeneraliseerde massa;

° gegeneraliseerde demping.

5.3.3. Wiskundige uitwerking

De 3 methoden gaan uit van de volgende basisvergelijkingen bij har-

monische excitatie

Indien {f}r een appropriate excitatie vector is voor de r

~

(~w2[MI+julCHIKD (&R} = {f}

de

{w}r geldt

(—wﬁ[MHKJ){w}r = {0}

~u [CHo} = (£}

trillingsvorm
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De gegeneraliseerde grootheden zijn gedefinieerd als

T
{0} Mo}

=]
|

28_ = {g}.[CHo} /u_m_

r

De matrices in de basisvergelijkingen zijn opgebouwd gedacht uit de vol-

gende submatrices

[MC] [sMAJO 4+ ak[sMA]k

[c®1 = Csc™], + b [sc]

(K] = [k 1y + c [skA]
waarin ays bk en ¢, nader te bepalen factoren zijn.
Methode A

e < M M M M M M
Bij deze methode is gemeten Wos {9 }r’ {wgo}r, iE }r’ Bo» Br'

b, en ¢, worden bepaald door de verschillen tussen bere-

k’ "k k
kende en gemeten waarden van de excitatie belasting, gegeneraliseerde

De factoren a

massa en gegeneraliseerde demping te minimaliseren.

Deze verschillen zijn

_ M C
{Vl}r = {f }r - {f }r
v =mM"‘mC
2r T T
M C
Vap ™ B = B
met
(£, = o223l WO (ol 3 +it0™) )
C _ , MT..C, M
m/ = {¢ }r[M Ho }r
C _ , MT. Cq M M M
Br = {p }r[C Ho }r/Zwrmr
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Er wordt nu een vector {v} gedefinieerd

; T T ‘4
{v} = {{vl}l’ {vl}2 ve {vl}n’ VopsereVors v31,...v3n}
Het minimum van {v} wordt bepaald met behulp van de kleinste kwadraten
methode waarbij de elementen van {v} nog een weegfunctie meekrijgen.

De minimalisering volgt uit
*
min({v} "[61{v}T)

met {v}* is de toegevoegde complexe vector van {v} en [G] is een weeg-
matrix waarvoor de inverse van de covariantie matrix [See] van de bij-
behorende meetfouten is genomen.

Het minimum volgt dan uit het nulstellen van de afgeleiden van de

b, en ¢

minimalisering functie met betrekking tot a;s by

N
Re(D{v} T[G]{v}) = O

met

Dlv} = - [B{V} a{v} a{v}]

. TT
aal 8a2 Bcn

Voor {v} kan geschreven worden

{a}
{v} = {d} - D{v} {{b}
{c}

Voor {a}, {b} en {c} wordt nu gevonden

{a}
;{b}€= ovTtemivy) "t omiTreriah
{c}
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Er geldt nu
afv} [. M Moo My
a, = | + mr[sMA]k({wgo}r+J{cp }r)
{ [ MT M
~" Traut] oMy .
- 0 7
aivy [ M A Moo My
Bbk = —Jwr[sC ]k({wgo}r+3{w }r)
b, 0 >
M T A ;M M M
) }r[sc ]k{w }r/Zwr m J
ovl _ | _rek®1, (oM 3 +ie™) )
Bck k 90°r r
4 . 4
. O 7/
tar = | (M --u?Mar1 ridiisct ] HKA T ) (Lo d +i16")
M M, T M
{m, -{y }r[sMAJO{w }r e
M M,Tr Ao M M M
; Br -{@ }r[sC ]O{w }r/2wr m J

Hierin is r de rij-index.

Methode B

Bij deze methode is gemeten wM, {uy} , {fM} . mM, BM.
T r r* r’ r

b, en ¢, worden nu bepaald door de verschillen tussen be-

k’ "k k
rekende en gemeten waarden van de excitatie belasting, de gegeneraliseer-

De factoren a

de massa en demping. Deze verschillen zijn gelijk aan die bij methode A

behalve de belastingsvector. Hiervoor wordt nu gekozen

(v,}_ = {oM}f<{fM}r+wf[BCJ{wM}r)
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Er wordt een vector {V4}r gedefinieerd als
_ M-..C c M
{v,}, = o IM"HIK" D0}

Deze vector is alleen nul als de niet gemeten grootheid {mgo}r nul is.

Het blijkt nu dat de factoren a, en ¢ K

alleen in {Vl}r en vy voorkomen. Hiermee kan het probleem gesplitst wor-

alleen in vy, en {v4}r en b

den en twee minimaliserings vraagstukken worden opgesteld.

Gedefinieerd wordt

T _ T T
{Va} = {{V4}1,...{v4}n, v21,...v2n}
T _ T T
{vb} - {{vl}l,...{vl}n’ V31,...V3n}
a{va} a{va} B{Va} a{va}
D{va} = - Bal s Toa » T3¢ et oo
n 1 n
o{v, } o{v.}
— b b
D{vb} = - [ abl o 3B ]
n

De minimum voorwaarden zijn

*T
Re[D{va} [Ga]{va}]

I
o

*T _
Re[D{Vb} [Gb]{vb}] = 0

Hierin zijn [Ga] en [Gb] weegmatrices vergelijkbaar met [G] uit methode A.

Voor {va} en {vb} kan worden geschreven

{a}
{d )} - D{va}
{c}

{d,} - D{v,} {b}

{va}

b}
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Er volgt dan voor {a}, {b} en {c}

{a}
{e}

) = v, 3te, Wiv, H T 01y, 36, e 1

(o{v,}"te, niv, H ™ oiv, 1716, Hd, D)

Er geldt nu
z::a} = [ -utrenty iy
~lgh L] (@)
:i:a} = | kA3, (6",
0
@} = [ ulram® sk ) oM
(o™ TLaM ] f0'")
en
zizb} = [ ulte" sy 0™
—{mM}z[sBA]k{wM}r/ng mg
@1 = (@ e e oM

M M.T M M M
8. o }r[sB]O{w }r/Zwr m_

met r als rij index.

L




Methode C

Bij deze methode is gemeten wf, ﬁpM}r, mM

De factoren a

=3

r

b

en c
k

k’ k

B, echter met weglating van de vector {vl}r.

Voor de factoren a

{a}

{c}

{b}
met
{va}

{v 1}

D{va}

D{vb}

a{va}
%a

a{va}
ac

{a,)

b

K volgt dan

en c
k

k’

(o{v,} e, niv, H ™ ofv, 1716, I 1

(v, 1716, Wiv, H 7 0w, 1TL6, 14 1)

T T
{{V4}1""{V4}n’ v21,...v2n}

M
en Br.

worden bepaald op dezelfde wijze als bij methode

{v31,...v3n}

[9{v_} alv } iy} 3lv,} ]
| %a, °°° da_ * ac 3¢

| 1 n 1 n

-B{Vb} S{Vb}
- L 3b; ab_

= [ -fren®] oM

-t (o™

r

= | tsk*1 0"y

~ M A M
= | ot I sk )t

n-{o™ T LeM I (0}
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a{v, }

b’ M.T. A, . M M M
o, {-lo"} [sB7] {0} /26 m }
{4} = (B {0 1.lsB 1 (0"} /2u) my)

met r als rij index.

6 SLOTOPMERKINGEN

Een aantal in de literatuur voorgestelde methoden voor het verbete-
ren van het analytisch dynamisch model van een constructie is besproken.
Geprobeerd is de fysische en wiskundige achtergronden van de methoden te
belichten.

Er is nog geen evaluatie van de methoden gegeven omdat dit pas goed
aan de hand van een aantal concrete gevallen zal kunnen worden gedaan.
Hiervoor is echter noodzakelijk dat de methoden geprogrameerd worden aan-
sluitend op een eindig elementen programme (bijvoorbeeld NASTRAN).

In een vervolgstudie zal aan de evaluatie van de methoden aandacht

worden besteed.
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