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Na een verklarende inleiding wordt het gedrag besproken van parallelogram-
vormige platen in de hoekpunten belast met afwisselend naar boven, resp. naar
beneden gerichte punilasten.

Bijzondere gevallen hiervan zijn de vierkante plaat, bekend als het be-
lastingsgeval van Nadai, en de ruitvormige plaat.

Met behulp van dit laatste belastingsgeval kan op eenvoudige wijze de plaat-
stijfheid en de dwarscontractiecoéfficiént van het plaatmateriaal worden
bepaald. Ook biedt dit belastingsgeval mogelijkheden bij de bestudering
van het gedrag van gewapend-betonplaten.

0 Inleiding

In Heronsfontein 4 (Heron, jaargang 13 no. 2) werd het gedrag beschreven
van een vierkante plaat in de hoekpunten belast met afwisselend naar boven,
resp. naar beneden gerichte krachten P. Dit belastingsgeval, in de literatuur
meestal aangeduid als het belastingsgeval van Nadai, speelt bij recente onder-
zoekingen op het gebied van de plaattheorie een belangrijke rol [1]. Bjj
nadere analyse blijkt echter dat het aan dit geval toegeschreven bijzondere
aspect, namelijk dat van een homogene buigingstoestand, ook aanwezig is bij
van de vierkante afwijkende plaatvormen, i.c. die met twee aan twee evenwij-
dige zijden (ruiten, parallelogrammen). Een desbetreffende uitwerking en een
bespreking van de mogelijke toepassingen vormen de inhoud van dit artikel.

1 Formules en begrippen uit de elementaire plaattheorie

Voor een elementair deeltje van een oorspronkelijk vlakke plaat, belast als in
fig. 1 is aangegeven, gelden de volgende betrekkingen tussen de momenten
resp. de dwarskrachten en de krommingen:
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uitgedrukt in de dikte %, de
contractiecoéfficiént » en de
elasticiteitsmodulus £ van
het plaatmateriaal.

De spanningstoestand in
een plaat wordt homogeen
genoemd indien de momen-
tencomponenten mg, my en
mey in elk punt daarvan onderling even groot zijn. Hetzelfde geldt dan
voor de krommingscomponenten 0%w/0x2, 02w/9y2 en 0%w/oxdy.

Uit vgl. (1) volgt dat de verdeelde dwarskrachten ¢, en ¢y, als eerste afge-
leiden van de krommingscomponenten, in dit geval derhalve nul zijn.

Bij de in het navolgende te behandelen gevallen is steeds sprake van een
homogene spanningstoestand.

Fig. 1. Notaties.

2 Gevallen van homogene buiging

2.1 De vierkante plaat

Dit belastingsgeval werd besproken in de vierde aflevering van de Herons-
fontein (zie Heron, jaargang 13 no. 2). Omdat het de basis vormt voor de
verdere beschouwingen zij de betreffende tekst hier opnieuw weergegeven.
Op de vier hoekpunten van de vierkante horizontaal gelegen plaat
(fig. 2a) werken afwisselend naar boven, resp. naar beneden gerichte
krachten P.
In de figuur zijn de neerwaarts belaste hoeken met A en C aangeduid
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Fig. 2. Krachtsverdeling in de vierkante plaat.

en de opwaarts belaste hoeken met B en D. Aangenomen is een assen-
kruis xoy, gericht volgens de diagonalen. In een snede evenwijdig aan de
diagonaal AC op een afstand x van het hoekpunt heerst het totaal buigend
moment Px. De plaattheorie leert dat dit moment over de breedte van
de snede constant is.

Aangezien de breedte van de beschouwde snede 2x bedraagt is het ver-
deelde moment m; gelijk aan }P. Voor de grootte van het moment m,
speelt de afstand x dus geen rol, zodat m;over de plaat constant in grootte is.
Op dezelfde wijze kan worden aangetoond dat het verdeelde moment
my de waarde — 4P heeft en eveneens over de plaat constant in grootte is.
De waarde van de momenten is bovendien onafhankelik van de plaat-
grootte. Omdat in de beschouwde snede geen wringend moment heerst
zijn mg en my de hoofdmomenten in de plaat, en aangezien zowel m, als
my in grootte onathankelijk is van de plaats, is de spanningstoestand in
de plaat homogeen.

Hieruit volgt dat de verdeelde dwarskrachten ¢, en ¢y nul zijn. Het verti-
cale evenwicht van de beschouwde snede leert echter dat een dwars-
kracht groot P moet worden overgebracht. Omdat de verdeelde dwars-
kracht in de snede nul is moeten derhalve geconcentreerde dwarskrachten
het evenwicht verzekeren.

Uit symmetrie-overwegingen volgt dan dat aan de rand van de plaat op
het snedevlak geconcentreerde krachten werken, elk groot 1P (fig. 2b).
In fig. 3 is het verloop van de dwarskracht langs de plaatranden weer-
gegeven. Op de werkelijke verschijningsvorm van deze geconcentreerde
krachten zal in het navolgende nog nader worden ingegaan.

In een snede evenwijdig aan één der plaatranden werken derhalve een
verdeeld wringend moment mzy, alsmede twee tegengestelde geconcen-
treerde krachten 1P (fig. 2¢).
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Fig. 3. Dwarskrachtenverloop
in de vierkante plaat. Fig. 4. Cirkel van Mohr.
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Uit het evenwicht van het afgesneden deel volgt dan:
Mgy -a+3P-a = P-a, zodat:

Uitgaande van de hoofdmomenten m, en my kan men de grootte van mgy
in een snede evenwijdig aan één der plaatranden ook bepalen met behulp
van de cirkel van Mohr (fig. 4).

De vorm van het doorbuigingsvlak kan worden verkregen door de differentiaal-
uitdrukkingen voor de krommingen te integreren.

Uit vgl. (1) volgt, indien m; = 3P en my = — %P wordt ingevuld:
02w 02w —P
= = e L L . (2)
ox2 92 2K(1—v)
Integratie levert:
P
w=————(x2—92). . . . .. ... .00 (8

4K(1—v)

waarbij het middenvlak van de onbelaste plaat als nulvlak geldt. Het door-
buigingsvlak heeft de vorm van een hyperbolische paraboloide; verticale
vlakken evenwijdig aan de x-, resp. de y-as snijden dat vlak volgens kwadra-
tische parabolen met de holle zijde naar boven, resp. naar beneden. Verticale
vlakken door O onder 45° met de x-, resp. de y-as (x = y; x = —») hebben
doorsnijdingen zodanig dat vgl. (3) luidt w = 0. Hieraan evenwijdige lijnen,
dus ook de randen van de plaat blijven recht, doch draaien over een zekere
hoek, die toeneemt met de afstand van deze lijnen tot de oorsprong O.

Door de plaat op te vatten als een op wringing belaste rechthoekige door-
snede, waarvan de dikte klein is ten opzichte van de zijde-afmetingen kan op

eenvoudige wijze de uitdrukking voor het wringingstraagheidsmoment en die
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voor de grootte van de schuifspanning van een dergelijke doorsnede worden
afgeleid.
Uit vgl. (1) volgt nl.:

62
Moy = 3P — —K(1—) a%‘i of

7y
2w P P P P
@:_m:—m:_mz_%%?
12(1—»2) 3 2(1+v)
Per definitie geldt:

02w M., Pa

oy = —G—]w = wél—w, zodat

ly=1%al® . . . . . o .0 000 s e ®

Het verdeelde moment myy = §P veroorzaakt horizontale schuifspanningen
die over de hoogte lineair verlopen (fig. 5).

= j
Aan de onder- en bovenzijde treedt de grootste waarde van 7 op, nl.:

P " Pa 5
r—%hz,or—%ahz..................()
Bovenstaande uitkomsten zijn dezelfde als die welke worden gevonden met de
theorie van De Saint Venant voor wringing van prismatische staven [2]. Uit
deze theorie volgt ook het schuifspanningsverloop, waarvan men zich o.a. een
beeld kan vormen met behulp van de zeepvliesanalogie.

De richting van de schuifspanning is die van de raaklijn aan de in fig. 5
getekende krommen, welke in de zeepvliesanalogie hoogtelijnen van het zeep-
vlies voorstellen.

Op enige afstand van de plaatrand is de richting van de schuifspanning
vrijwel horizontaal (/] boven- en benedenvlak), hetgeen in overeenstemming
is met hetgeen hiervéor met de plaattheorie werd gevonden. In de omgeving
van de rand lopen de schuifspanningstrajectorién echter overwegend verticaal
(_| boven- en benedenvlak).

Door Lord Kelvin [3] is aangetoond dat de resultante van de schuifspan-
ningen in deze zone de waarde P heeft.

Ook dit is in overeenstemming met het resultaat dat uit de plaattheorie
volgt. Dat de verticale resultante daarbij langs de rand geconcentreerd wordt
gedacht is een gevolg van de uitgangspunten van die theorie.

Fig. 5. Schuifspanningstrajectorién.
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2.2 De rechthoekige plaat

Voor de behandeling van de rechthoekige plaat kan op de reeds besproken
vierkante plaat worden teruggegrepen.

Het door middel van een willekeurige snede evenwijdig aan AD afgesneden
deel van de vierkante plaat van fig. 2a wordt daartoe aan een nadere beschou-
wing onderworpen. In fig. 6a is dit deel opnieuw weergegeven. Uit de litera-
tuur, zie bijv. [4], is bekend dat de verdeelde wringende momenten in de snede
EF kunnen worden vervangen door een statisch equivalent systeem van telkens
twee tegengestelde krachten mgy (zie fig. 6b). Een dergelijk vervangingssysteem
veroorzaakt alleen enige storing langs de rand van de beschouwde snede over
een afstand die ongeveer overeenkomt met de plaatdikte. Vooropgesteld
wordt hierbij dat de dikte van de plaat klein is ten opzichte van de lengte- en
breedteafmetingen.

}P P P
D F D F D F
m
xy
a 1P = {4 e = P
e
1 1 4
/2P m,, 1P m P
xy
A E F A E M A E
m_ W,
xy
P /P P
a b c
Fig. 6.

De onderscheiden vervangingskrachten mgy heffen elkaar op, uitgezonderd
aan de einden van de snede. In elk der hoekpunten E en F resteert een kracht
groot mgy = $P. Deze krachten werken in dezelfde richting als de geconcen-
treerde dwarskrachten 4P in E en F. De resulterende krachten in de hoek-
punten E en F bedragen derhalve P (zie fig. 6¢). De spanningstoestand in een
op de aangegeven wijze afgesneden deel van de vierkante plaat is derhalve
dezelfde als die in een rechthoekige plaat, in de hoekpunten belast met afwisse-
lend naar boven, resp. naar beneden gerichte puntlasten.

Ook in een aldus belaste rechthoekige plaat heerst blijkbaar een homogene
spanningstoestand, waarbij, evenals in het geval van de vierkante plaat, voor
de grootte van de momenten en dwarskrachten de zijde-afmetingen geen rol
spelen.

De hoofdspanningsrichtingen maken een hoek van 45° met de zijden van
de plaat.
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Fig. 7. Hoofdspanningstrajec-
torién in een vierkante resp.
een rechthoekige plaat. In
beide gevallen zijn bij gelijke
puntlasten de momenten en
dwarskrachten dezelfde.

o = ondersteuning

x = belasting

»x

In fig. 7 is het hoofdspanningstrajectoriénbeeld van een vierkante zowel als
van een rechthoekige plaat weergegeven.

2.3 De ruitvormige plaat

In fig. 8 is een ruitvormige plaat voorgesteld, in de hoekpunten belast met af-
wisselend naar boven, resp. naar beneden gerichte krachten P.

De neerwaarts belaste hoekpunten zijn met A en C aangeduid, de opwaarts
belaste punten met B en D. Een aangenomen assenkruis xoy is gericht volgens de
diagonalen, welke de afmetingen 2a en 25 hebben. In een snede evenwijdig
aan de diagonaal AC op een afstand x van het hoekpunt heerst het buigende
moment Px.

Met behulp van de plaattheorie kan worden aangetoond dat, evenals bij de
vierkante plaat, ook dit moment gelijkmatig over de breedte van de snede is
verdeeld. Het verdeelde moment m, bedraagt /25 - P. Het verdeelde moment
my heeft de waarde —b/2a- P. Voor de grootte van mg en my speelt de afstand x
geen rol: deze momenten zijn over de gehele plaat constant in grootte.

De grootte van de momenten is slechts athankelijk van de geometrische
gedaante van de plaat, niet van de afmetingen. Omdat in de beschouwde
doorsnede geen wringend moment heerst zijn m; en my de hoofdmomenten
in de plaat; aangezien de grootte van m; en my onathankelijk is van de plaats,
is de spanningstoestand in de plaat homogeen. De verdeelde dwarskrachten
¢z en ¢y zijn derhalve nul. Evenals bij de vierkante plaat blijkt ook hier dat het
verticale evenwicht alleen kan worden verzekerd als langs de rand van de
plaat, aan de uiteinden van het snedevlak, geconcentreerde krachten ter
grootte van P werken.

In een snede evenwijdig _— 2 -
o I
aan één der plaatranden o
. X
werken een verdeeld wrin- -

gend moment mgy, alsmede

|
|
2b !
|

twee tegengestelde krachten S 0 X
$P. Uit het evenwicht volgt
voor de grootte van het ver- X .
deelde wringende moment
m 1 o = reactie P
TY oL . M x = belasting P
Fig. 8. De ruitvormige plaat. ¥
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Fig. 9.
Cirkelvan Mohr.

Met als uitgangspunt de hoofdmomenten m, en my kan met behulp van de
cirkel van Mohr in iedere snede de grootte van de momentencomponenten
worden bepaald. In fig. 9 is dit uitgevoerd, waarbij blijkt dat de cirkel van
Mohr overeenkomt met de omgeschreven cirkel van de driehoek die de helft is
van de ruitvormige plaat. In de figuur zijn de vlakken geconstrueerd waarop
alleen een wringend moment werkt. Zoals hiervédr reeds bleek zijn dit de
vlakken evenwijdig aan de randen van de plaat met een waarde voor mgy = +P.

De vergelijking van het doorbuigingsvlak kan worden verkregen door de
differentiaaluitdrukkingen voor de krommingen te integreren.

Uit vgl. (1) volgt, indien aldaar m; = a/2b- P en my = —b/2a- P worden

ingevuld:
*w =P (a n b)
o 2K(1—2)\b ' a ]

2w P (b_l_va) J e (O)
92 2K(1—1?)\a b
Integratie hiervan levert nu:
N P @ b L0 a
Y TaR( ) lx(z“;)—y <;+”z>} SR -

met als nulvlak het middenvlak van de oorspronkelijk vlakke onbelaste plaat.
Evenals bij de vierkante plaat heeft het doorbuigingsvlak de vorm van een

hyperbolische paraboloide. De plaats van de rechten van de plaat die geen

doorbuiging ondergaan als gevolg van de belasting is te vinden uit:

ﬂg+v9:ﬁ€+§>.............H.(&

De ligging van die lijnen is dus niet alleen athankelijk van de lengteverhouding
van de diagonalen van de plaat maar ook van de grootte van de dwarscontractie-
coéfficiént.
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Voor het theoretische geval dat deze de waarde nul heeft, geeft vgl. (8)
b
X = +-9
a
Deze lijnen staan loodrecht op de zijden van de plaat (/ en m in fig. 8). Lijnen
hieraan evenwijdig blijven recht en draaien over een zekere hoek die toe-
neemt met de afstand van deze lijnen tot de oorsprong.

In tegenstelling tot het gedrag van de vierkante plaat blijven de randen zelf
hier dus niet recht.

2.4 De parallelogramvormige plaat

Op analoge wijze als bij de rechthoekige plaat kan worden afgeleid dat de
spanningstoestand in cen evenwijdig aan één der zijden afgesneden deel van
een ruitvormige plaat overeenkomt met die in een parallelogramvormige
plaat, in de hoeken belast met afwisselend naar boven, resp. naar beneden ge-
richte puntlasten.

De betreffende zijden van de parallelogramvormige plaat dienen daarbij
dezelfde hoeken in te sluiten als de zijden van de ruitvormige plaat.
De hoofdspanningstrajectorién zijn georiénteerd volgens de deellijn van elke
door twee zijden ingesloten hoek.

o = ondersteuning

x = belasting

Fig. 10. Hoofdspanningstrajectorién in een ruitvormige en een parallelogramvormige plaat,
waarvan de zijden dezelfde hoek irsluiten.
In beide gevallen zijn bij gelijke puntlasten de momenten en de dwarskrachten dezelfde.

In fig. 10 is het hoofdspanningstrajectoriénbeeld van een ruitvormige en
van een parallelogramvormige plaat weergegeven. De parallelogramvormige
plaat kan worden beschouwd als het meest algemene geval van homogene
buiging. De ruitvormige zowel als de vierkante plaat vormen hiervan telkens
een bijzonder geval.

3 Toepassingen

3.1  Bepaling van de plaaistijfheid en van de dwarscontractiecoéfficiént van een
plaatmateriaal

Zoals bekend wordt bij de moiré-methode*) van Ligtenberg [5] gebruik ge-
maakt van de vierkante plaat om de plaatstijtheid K van het toegepaste model-
materiaal te bepalen.

*) Zie noot op blz. 10.
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Volgens vgl. (2) geldt:
Pw 0w P
w32 2K(1—v)

Uit een moiré-foto*) bepaalt men de grootte van de kromming 0%w/0x2, doch de
dwarscontractiecoéfficiént » moet ook bekend zijn, of (op een andere wijze)
bepaald worden, om het verlangde resultaat te verkrijgen.

Door gebruik te maken van de ruitvormige plaat is het echter mogelijk zowel
K als » te bepalen, immers hiervoor geldt (zie vgl. (6) en fig. 8):

Pw =P <a+ b)
awz 2K(1—®)\b ' 'a

P p (b a) S ()
— Sy
a b

2 2K(1—?)

Uit een tweetal moiré-foto’s van de ruitvormige plaat, genomen met het
lijnenraster opeenvolgend in onderling loodrechte standen, parallel aan de
diagonalen van de ruit, kunnen de krommingen worden afgeleid, (fig. 11 en
12), waarna K en » kunnen worden opgelost. Omdat de krommingen constant
zijn over de plaat, blijken de moiré-lijnen recht te zijn en op onderling gelijke
afstanden te liggen.

In het voorgaande is aangetoond, dat voor » = 0 de lijnen [/ en m (zie fig. 8)
en de hieraan evenwijdige lijnen recht blijven. Het ligt daarom voor de hand,
indien » % 0, voor de bepaling van » gebruik te maken van de krommingen
in - en v-richting.

In de figuren 13 en 14 zijn de moiré-foto’s voor deze laatste richtingen af-
gebeeld.

Uit vgl. (1) volgt:

' 02w 2w
e = —K|5 + "a“)

02w 2w c )
v = =Ko 402D
" (61}2 T au2> }

*) Kort samengevat komt de moiré-methode hierop neer [5, 6]: Men weerspiegelt een
patroon van witte en zwarte lijnen met gelijke breedte op het plaatvormige model. Door dit
lijnenpatroon zowel in onbelaste als belaste toestand van het model op hetzelfde negatief te
fotograferen, ontstaat het zogenaamde moiré-effekt. De moiré-lijnen vormen als het ware een
hoogtelijnenkaart van punten met constante hoekverdraaiing. Op de foto’s blijken de witte
lijnen, waar de hoekverdraaiing %, 14, 24 . . . eenheden bedraagt, het best zichtbaar. Uit deze
hoekverdraaiingslijnen zijn zowel de krommingen door differentiatie als de zakkingen door
integratie gemakkelijk af te leiden. Hoe groter de kromming is des te dichter liggen de moiré-
lijnen bijeen; men kan het aantal moiré-lijnen per lengte-eenheid beschouwen als een maat
voor de kromming.
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(sic fig. 8),

Fig. 14. Hoogtelijnenpatroon van de hoekverdraaiing O0w/0v (zie fig. 8).
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Met de cirkel van Mohr (zie fig. 9) is te vinden.

*P<a b>
e =5\ T g T ¢ (0))

my =— 0

Na substitutie van vgl. (10) in vgl. (9) en na enige herleiding ontstaat:
%w

ov?

2w

ou?

P = —

Fig. 15. Het meten van de doorbuiging in twee punten van een ruitvormige perspexplaat,
ter bepaling van de krommingen.

Ter illustratie volgt hieronder de bepaling van » van het plaatmateriaal
(perspex) waarop de moiré-foto’s van fig. 13 en 14 betrekking hebben.

o2
Hieruit blijkt: 7 evenredig met het aantal moiré-lijnen per lengte-eenheid
ov? . N
in p-richting = 0,97 /cm,
o2
o evenredig met het aantal moiré-lijnen per lengte-eenheid
ou? . L
in u-richting = 2,60/cm,
0,97
d ="—=0,37
us v 2.60 ,
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Indien geen moiré-apparaat ter beschikking staat kunnen de krommingen ook
worden bepaald uit een directe doorbuigingsmeting. Omdat, zoals eerder op-
gemerkt, de krommingen over de plaat constant zijn is het meten van de ver-
plaatsing van twee punten hierbij voldoende (zie fig. 15).

3.2 Eventuele toepassing ter bestudering van het gedrag van gewapend-betonplaten

In fig. 16 is schematisch het verband weergegeven tussen het moment m, en
de kromming 0%w/0x% van een homogene gewapend-betonplaat waarop een
buigend moment m; en een dwarsmoment m, = am, werkt. Voor het gebied
van de ‘ongescheurde tak’ geldt:

(82w 82w>

my — — K22 4, 0

ox? 92
02 02

my — ‘-“K(*w V- w) - am$
3 e

Na eliminatie van 9%w/dy? volgt hieruit:

(1—»2) 2w
My = K(l_m)ax2 e ¢ 23
Het is zeer goed denkbaar dat bij platen van gewapend beton als gevolg van
bijv. door krimp ontstane microscheuren de invloed van » niet in die mate tot
uitdrukking komt als uit vgl. (12) volgen zou. Voor zover bekend is de geldig-
heid van deze vergelijking voor gewapend beton nooit experimenteel bevestigd.

Voor het gebied van de ‘gescheurde tak’ is het verband tussen moment en
kromming sterk afhankelijk van de mate van scheurvorming. Voor zover is
kunnen worden nagegaan zijn nooit proeven genomen om de invloed van een
dwarsmoment op het verloop van deze tak te onderzoeken.

Ook de vraag, in welke mate het scheurmoment door een dwarsmoment
wordt beinvloed, is voor zover bekend evenmin nog aanleiding geweest tot
onderzoek.

De grootte van het vloeimoment wordt tot dusver onafhankelijk gesteld
van het al of niet aanwezig zijn van een dwarsmoment. Deze aanname, essen-
tieel bij het toepassen van de vloeilijnentheorie van Johansen, is zoals uit de
literatuur [7, 8] blijkt niet geheel bevredigend.

In de hiervédér genoemde problemen zou — voor negatieve waarden van o —
een inzicht kunnen worden verkregen door ruitvormige platen van gewapend
beton op de aangegeven wijze te beproeven. Door dergelijke platen tot breuk
te belasten zou tevens verificatie mogelijk zijn van de aanname dat het vloei-
moment onathankelijk gesteld kan worden van het dwarsmoment [8].

Een desbetreffend speurwerkprogramma is bij het Instituut TNO voor
Bouwmaterialen en Bouwconstructies in voorbereiding.
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Daarnaast zijn proefnemingen onderhanden waarbij de invloed van ver-

schillende wapeningsrichtingen op het vloeimoment wordt onderzocht. Qok
bij dit programma zal van de ruitvormige plaat gebruik kunnen worden
gemaakt.

Fig. 16. AM-K-diagram
van een gewapend-beton
plaat, waarop een bui-
gend moment m, en een

m -

-

gescheurde tak

m, = scheurmoment

m. m, = vloeimoment

ongescheurde tak

dwarsmoment m, = am, d*w
werkt. dx
4 Verantwoording

De schrijver stelt er prijs op zijn erkentelijkheid te betuigen jegens de heer
W. van der Zee, medewerker van het I.B.B.C., voor de door hem verrichte
uitvoering van de benodigde experimenten.
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