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Het auteursrecht van dit rapport is voorbehouden aan Netherlands Pavement 
Consultants bv te Hoevelaken. 

Het is niet toegestaan dit rapport aan derden direct of indirect te open
baren, te vermenigvuldigen of te verspreiden op welke wijze dan ook, behou
dens voorafgaande toestemming van NPC bv. 

Zowel bij de keuze van de uitgangspunten als bij het uitwerken van de 
afleiding is zorgvuldigheid betracht. De aard van deze studie is echter 
zodanig dat onjuistheden in heide kunnen voorkomen. Noch de opdrachtgever 
noch de opdrachtnemer zijn aansprakelijk voor de gevolgen van het ontlenen 
van informatie aan de voorliggende studie. 
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Inleiding 

Het doel van deze studie is het afleiden en oplossen van het 
volgende stelsel vergelijkingen en het aangeven in hoeverre zij 
kunnen dienen om het probleem van de krachtgestuurde 3-puntsbuig-
proef op visco-elastische materialen te beschrijven. 

[EI^^).p^^q{x.t) 
dx'' dt' 

(1.1.) 

F(0, t) =F^+F siniw^t) (1.2.) 

w{0, C)= O 

M{0, t) = O 

wil, t)= O 

Mil, t) - O 

(1.3.) 

Hierin is: 

E = stijfheidsmodulus (in het elastische geval de elasticiteitsmo-
dulus) 

I = traagheidsmoment 
p = massa per lengte-eenheid (constant) 
q = belastingfunktie 
X = plaatscoördinaat langs de balkas op t = o 
V = verplaatsing loodrecht op x 
M = moment 

Figuur 1.1.: Schematisering van de driepuntsbuigproef. 

De studie is als volgt opgezet. In hoofdstuk 2 worden afleidingen 
op grond van een drietal beschouwingswijzen voor constructies 
uitgewerkt. Deze zijn: 
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1. Beschouw een infinitesimale volume-eenheid materiaal en stel 
daarvoor de basisvergelijkingen op. Breidt vervolgens het 
volume uit tot de randen van het constructieelement, i.e. de 
balk. Wiskundig betekent dit het integreren van de basisverge
lijkingen. In principe is deze beschouwingswijze 3 dimensio
naal, maar ten behoeve van de toepasbaarheid is het vaak zinvol 
het probleem tot 2 dimensies te reduceren. 

2. Beschouw een constructie die geschematiseerd is tot een lijn-
element, bijvoorbeeld door het zwaartepunt van de doorsnede van 
de reële constructie. Een balk met een massa en een volume 
wordt zodoende gereduceerd tot een massa- en volumeloze ligger 
(een lijn) waarbij massa- en doorsnedegrootheden als externe 
grootheden opgelegd kunnen worden. Ook hierbij is een drie
dimensionale beschouwing mogelijk waarbij gebruikelijk is 1 
dimensie langs de ligger te kiezen en de ligger in 2 onderling 
loodrecht op elkaar staande richtingen te laten uitbuigen. In 
de regel wordt bij de vereenvoudiging van de balk tot ligger 
volstaan met een 2 dimensionale probleemstelling. 

3. Een derde wijze is de constructie op te vatten als een systeem 
van lineaire modellen (rheologische of mechanische elementen) 
dat op identieke excitaties een met de balk vergelijkbare 
respons geeft. 

Oplossingen en oplossingsmethoden worden in hoofdstuk 3 gegeven. 
Gezien de gecompliceerdheid van de vergelijkingen zijn hierbij 
vereenvoudigingen gedaan, waarvan de grootte achteraf bij benade
ring bepaald dient te worden. 
In hoofdstuk 4 is hiertoe een aanzet gedaan, die evenwel nog 
nadere uitwerking behoeft. In hoofdstuk 5 wordt het resultaat 
besproken. 

Daarnaast worden in deze studie aanzetten gegeven voor verdergaand 
theoretisch onderzoek, welke niet binnen het kader van deze studie 
konden worden uitgewerkt. 
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2. Afleidingen 

2.1. Inleiding 

Teneinde inzicht te krijgen in de veronderstelling en verwaarlo
zingen die bij de formulering van (1.1.) als beschrijving van de 
driepuntsbuigproef zijn gedaan, worden enige mogelijke wiskundige 
beschrijvingen van het fysische probleem beschouwd. Paragraaf 2.2. 
en 2.3. zijn gebaseerd op de continuümmechanica. In paragraaf 2.2. 
wordt een beschouwing van de spanningen en rekken op een infinite-
simaal volume gegeven. De differentiaalvergelijkingen die hieruit 
resulteren zijn niet eenvoudig op te lossen. Daarom wordt er ten 
dele mee volstaan de vergelijkingen op te stellen. De zin van zo'n 
beschouwing is onder meer het verkrijgen van meer inzicht in de 
andere probleemformuleringen. In paragraaf 3.1. worden daarnaast 
voor enkele eenvoudige gevallen oplossingen gegeven die op deze 
probleembeschrijving gebaseerd zijn. Deze oplossingen geven 
inzicht in de belangrijkheid van sommige aannamen. 
In paragraaf 2.3. wordt in principe eenzelfde werkwijze als in 
paragraaf 2.2. gevolgd, maar nu op een ligger-mootje van infinite
simale lengte. Ten koste van enige aanvullende veronderstellingen 
kan nu een beter hanteerbare probleemformulering worden opgesteld. 
In paragraaf 2.4. wordt een beschouwing op basis van mechanische 
(of ook rheologische) modellen gegeven. Hiermee wordt de wiskun
dige formulering nog eenvoudiger, maar is de relatie met het 
fysische probleem kleiner. 
Het is van belang in het oog te houden dat het probleem bij alle 
drie beschouwingswijzen bestaat uit drie groepen vergelijkingen: 

- Bewegingsvergelijkingen of evenwichtsvergelijkingen waarmee de 
optredende krachten beschreven worden; 

- Compatibiliteitsvergelijkingen, waarmee de geometrische samehang 
beschreven wordt; 

- Constitutieve vergelijkingen, waarmee het materiaalgedrag 
beschreven wordt en die de compatibiliteits- en bewegingsverge
lijkingen koppelen. 

2.2. Infinitesimale elementen beschouwing 

2.2.1. Drie-dimensionaal 

Beschouw een rechthoekig elementje en de daarop werkende opper
vlakte- en lichaamskrachten (zie figuur 2.1. en [7 p. 236]). 

Figuur 2.1.: Oppervlaktekrachten op een infinitesimaal volume
element [7 p.4,5 ] . 
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da^ da„, do, 
+ -^^+^,^1+ X = m 

dx dy dz 
d^x 

da„ èa „, da, 
^^joL+Z^yi+ Y = m 

dy dx dz 
d^y 
dt^ 

(2.2.1.) 

do^ dd,,^ do, 
+ ^^+ZZyL+ z = rn 

dz dx dy 
d^z 
dt^ 

(2.2.1.) is de bewegingsvergelijking. De compatibiliteitsvergelij-
king luidt als volgt [7 p. 237]: 

a^e^ a^ ^ gz^ 
I xy 

ay 2 3x2 dxdy 

a^e. a^e. 

dz^ dy' 

â Y 
yz 

dydz 

a^e. a^e, 

dx^ dz^ 

a^Y 
• xz 

dxdz 
( 2 . 2 . 2 . ) 

dydz 
^ _ ^ ( -
2 3x^ 

aY;.z. aY^^, aY 
xy 

dx dy dz 

dxdz 
1_ 
2 

_d_ ^dy^ 
dy dx 

^xz . aY, 
dy dz 

dxdy 
_1 
2 

a Y i , z . aYxz aY xy • 

dz dx dy dz 

De koppeling tussen (2.2.1.) en (2.2.2.) wordt gelegd door middel 
van de constitutieve vergelijkingen waarvan de bekendste en tevens 
relatief eenvoudigste de wet van Hooke is [7 p. 8,10]. 
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P-x = -^(O^ ' V (Oy^oJ) 

^y = -^^"^y - ^ ( ' ' x + t ^ z ) ) 

P-z = ^ ( ( ^ z - V io,+Oy)) ( 2 . 2 . 3 . ) 

Y„, = - 2 1 1 ^ a 
1 xy x y 

. 2 ( 1 ^ 0 ) „ 
1 x z r:. .> 

Y,„ = A(ll£)_ a 
l y z yz 

Hiermee is het probleem in wezen beschreven. Slechts in bijzondere 
gevallen zijn oplossingen te vinden, dat wil zeggen als (2.2.1. 
t/m 2.2.3.) sterk vereenvoudigd kunnen worden. De vergelijkingen 
worden hier gepresenteerd om de gecompliceerdheid van het probleem 
aan te geven, om de afleidingen in de volgende paragrafen te 
plaatsen en om de principiële methode van behandeling van 
continuümproblemen toe te lichten. Voor de afleidingen en verdere 
beschouwingen, wordt naar de literatuur, bijvoorbeeld [7] verwe
zen. Het is van belang te realiseren dat de begin- en randvoor
waarden (BVW en RVW) veelal in de vorm van krachten en verplaat
singen worden gegeven. 

De relaties tussen rekken en verplaatsingen luiden [7 p. 7]: 

du 
^^ dx 

e = ^ 
y dy 

dw 
dz 

( 2 . 2 . 4 . ) 
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Yxy = 

Yxz = 

Yyz = 

du 
dy 

du 
dz 

dv 
dz 

+ 

+ 

+ 

dv 
dx 

dw 
dx 

dw 
dy 

Het opleggen van krachten, puntlasten of blokbelasting, betekent 
het introduceren van discontinuïteiten aan de rand, zie figuur 
2.2.2. Om dit probleem te omzeilen kan men de discontinuïteiten 
door middel van een benadering van de belastingfunktie opheffen of 
het kritieke punt van de rand buiten beschouwing laten en daar een 
spanningsverdeling in het materiaal aannemen. 

T tJYA 
Figuur 2.2.2.: Voorbeelden van randdiscontinuïteiten. 

2.2.2. Twee-dimenionaal 

Een wezenlijke vereenvoudiging van het probleem wordt bereikt door 
1 dimensie buiten beschouwing te laten. De reden is dat het 
stelsel (2.2.1. t/m 2.2.3.) dan in de vorm van een spanningsfunk-
tie (Airy stress function) geschreven kan worden [7 p. 327]. 

_aü + 2 ^^ + - ^ 
dx^ dx^dy^ dy* 

O ( 2 . 2 . 5 . ) 

hier in i s : 

„ - a î 
dy^ 

= ^± -

xy 

dx'' 

- pgy 

psry ( 2 . 2 . 6 . ) 

_ a ^ 
dxdy 
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2.3. 

2.3.1. 

Hierbij zijn de lichaams- en versnellingstermen uit (2.2.1.) 
verwaarloosd. Als deze termen als een potentiaalfunktie geschreven 
kunnen worden, kunnen ze in (2.2.6.) opgenomen worden. 
De oplossing van (2.2.5.) met bijbehorende randvoorwaarden kan in 
het algemeen in de vorm van reeksoplossingen gevonden worden. 
Timoshenko [7] geeft voor een aantal bijzondere gevallen oplos
singen met behulp van polynomen. Meer algemeen, maar tevens 
ondoorzichtiger zijn oplossingen door middel van Fourier-reeksen. 

Ligger beschouwing 

Elastisch 

In de mechanica van constructies wordt een slanke balk die lood
recht op zijn grootste afmeting belast wordt 
door [2]: 

A(x) doorsnede 
I(x) oppervlakte traagheidsmoment 
A*(x) equivalente doorsnede t.b.v. dwarskracht 
p(x) massa per volume-eenheid 
E(x) elasticiteitsmodulus 
G(x) glijdingsmodulus 

gekarakteriseerd 

Figuur 2.3.1.: Definitieschets. 

De verplaatsing w(x) in z-richting t.g.v. een belasing q(x,t) in 
z-richting of een moment M(x,t) om de y-as is de som van de 
verplaatsing door afschuiving w. en door buiging ŵ . 

M 

Figuur 2.3.2.: Vervormingsmogelijkheden van een liggerelement. 
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De bewegingsvergelijkingen in z-richting (dwarskracht) en om de y-
as (moment) zijn: 

pAw - D' - q = O (2.3.1.) 

pJ^K - M' + D = O (2.3.2.) 

De k r a c h t - v e r v o r m i n g s r e l a t i e s ( c o n s t i t u t i e v e ve rge l i j k ingen) 
l u iden : 

M = EI (Pi,' ( 2 . 3 . 3 . ) 

D = -GA* <p. ( 2 . 3 . 4 . ) 

De geometrische vergelijkingen (compatibiliteitsvergelijkingen) 
zijn: 

<Pa = -^a (2.3.5.) 

«Pb = -^b (2.3.6.) 

w = ^a ^ ^b (2.3.7.) 

(2.3.1.) t/m (2.3.6.) kunnen in de verplaatsingen w. en Wb uitge
drukt worden: 

- ^ iEI w") --A iplw^^) + pAw ^ q (a) 

— (GAV^') + pAw = q (b) 

Met (2.3.7.) kan uit (a) en (b) in principe een vergelijking in w 
met niet constante coëfficiënten geschreven worden. Dit is nogal 
gecompliceerd en voor deze studie minder relevant, zodat slechts 
w, en Wt in (a) en (b) verder als variabelen worden behandeld en de 
overige faktoren als constanten. 
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(a) ( 
EI â  p j â  

GA* dx^ GA' a t 2 
) ib) levert op 

EI w^^' ' ' ' + pAw + pJ (1 + EA 
GA' 

) w' 

Q -
EI 

GA* 

GA* 
p^AI--

GA* 
(2.3.8.) 

De termen kunnen achtereenvolgens benoemd worden: 

- buiging 
- translatie traagheid 
- rotatie traagheid 
- dwarskracht 
- interactie rotatietraagheid en dwarskracht 
- belasting en 2e orde plaats- en tijd afgeleiden van de belas
ting. 

(a) geeft dus het probleem weer als alleen buiging en rotatie 
traagheid in rekening worden gebracht (w = Wt en w, = 0) en (b) het 
geval indien alleen dwarskrachtvervorming wordt teweeggebracht 
(w = w. en Wb = 0). Een veel voorkomende benadering van het buig-
liggerprobleem is (vergelijk (1.1)): 

d'jEI w' 
dx^ 

+ pA w = q ix, t) (2.3.9.) 

Opmerking 1: 

Vergelijking (2.3.3.) kan als volgt worden toegelicht. Beschouw 
een mootje van een ligger als in figuur 2.3.3. 

4-
dv. dti. 

Figuur 2.3.3.: Definitieschets, 
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Het moment van doorsnede (bewegingsvergelijking) is: 

M = I b o^iz) z dz 

De constitutieve vergelijking luidt: 

Ox = Ee^ 

Als compatibiliteitsvergelijking wordt de hypothese van Bernoulli 
aangenomen (vlakke doorsneden blijven vlak). 

e^ = z d(p/dx 

Uit deze drie vergelijkingen volgt: 

M = EI dipjdx 

me t J = fbz^^dz . 

Opmerking 2: 

(2.3.6.) kan ook worden afgeleid door een kromtestraal R te 
definiëren. Uit de vergelijking van een cirkel volgt door diffe
rentiëren en substitueren: 

x^ + y2 = i?2 

X + y dy/dx = O 

1 + idy/dx)^ + y d^y/dx'^ = O 

i?2 = y2 (1 + (dy/dx)'') = (1 = dy/dx)^)' / (d'^y/dx^)^ 

l/R = (1 + (dy/dx) 2) -3/2 d^y/(±x^ 

Voor geringe vervormingen is dy/dx verwaarloosbaar ten opzichte 
van 1, zodat l/R = d^y/dx^ . In de termen van figuur 2.3.3. is 
dus l/R = d^w/dx^ = d(p/dx = 1/K . 

Opmerking 3: 

Vergelijking (2.3.4.) kan als volgt worden toegelicht: 
De dwarskracht in een doorsnede is: 

D = j b a^^iz) dz 

De constitutieve vergelijking luidt: 
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2.3.2, 

Oxz = G Y^^ 

De compatibilitietsvergelijking luidt: 

Yxz = <Pa (̂ '2) 

Uit deze vergelijking volgt: 

D = GA*(p^ 

met A* = — f ixp̂  ix, z) dz 

Omdat <pg(x, z) niet bekent is, wordt veelal een parabolisch 
schuifspanningsprofiel voor rechthoekige doorsneden aangenomen, 
zodat D = —T^g^ bh = — Gkp̂  bh en dus A* = —bh . 

Opmerking 4: 

Als de tweede term in (2.3.9.) nul is, dat wil zeggen p = O of 
d^w/dt^ = O ontstaat de vergelijking voor het statische pro

bleem. De oplossing voor (2.3.9.) kan op twee manieren worden 
gevonden, namelijk door het probleem op te vatten als een rand/-
beginwaarden probleem of door het sommeren van de algemene oplos
sing van de gereduceerde vergelijking en één particuliere oplos
sing van de niet gereduceerde vergelijking. 

Visco-elastisch 

De algemene formulering van de constitutieve vergelijking van een 
lineair visco-elastisch materiaal luidt: 

Pio) = Qiz) (2.3.11.) 

Hierin zijn P en Q differentiaaloperatoren naar t: 

P = S p. -2— 

i=o ^' a t ^ 

(2.3.12.) 

Vervang de constitutieve vergelijking o= Ee uit paragraaf 
(2.3.1 ) door (2.3.11.) dan volgt uit: 
M = f ba (z) dz, e = z/K en I = fbz^ dz 

PiM) = -I QH/K) (2.3.13.) 

Uit (2.3.9.) en (2.3.3.) volgt: -cFM/dx^ + pd^w/dt^ = qix.t) 
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Substitutie in (2.3.13.) met 1/K = d^w/dx^ levert op 
-a2 PiM) /dx^ + p d^ Piw) /at2 = Piq) en dus: 

I Pid^w/dx*)+ p Qid^w/dt^) ^ Piq) (2.3.14.) 

Kies voor de formele uitdrukking (2.3.11.) nu een gebruikelijke 
uitdrukking, bijvoorbeeld een Burgers element. De differentiaal
vergelijking hiervan luidt: 

Ö + (^ + ^1 . ^1 )a + E^t + JElElt (2.3.15.) 

Zodat: 

Pi = ^i/'Hi + E^/^2 + •É'a/'nz 

Po = E^Ejr\^r\^ 

Q2 = ^1 

(2.3.16.) 

<7o = O 

De vergelijking van een buigligger van een materiaal dat door een 
Burgers model beschreven kan worden, wordt hiermee: 

dt^dx^ Til Tl, n2 atax* 

gj^gg a^iv ^ ^ „ a^w ^ ^ ^i£'2 d^w 
•L — 7 + P.g'l .̂  ^ + P -nin2 ax^ at^ dt' 

( 2 . 3 . 1 7 ) 

â g 
dt^ r\ 

E, ^ j ^ ^ j ^ x - ^ + -^1-^2 

at niTi 1'I2 

Dit is het visco-elastische (Burgers) equivalent van (2.3.9.). 

(2.3.11.) kan aanzienlijk vereenvoudigd worden met behulp van 
transformatie technieken, waarbij de tijdas wordt omgezet naar een 
andere parameter. De algemene integraalvorm luidt: 

His) = f hit) Kis, t)dt (2.3.16.) 
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Hierin is H de getransformeerde van h en K een handig gekozen 
funktie, de kern (eng. Kernel). De nieuwe variabele is s. K dient 
nu zodanig te worden gekozen, dat de vergelijking in s op te 
lossen is en het resultaat teruggetransformeerd kan worden naar t. 
De meest gebruikelijke transformaties voor dit type vergelijkingen 
zijn de Fourier- en de Laplace transformatie, gedefinieerd als 
respectievelijk: 

F (f(t)) 
f2TZ •'„ 

fit) e^"t ̂ j- (2.3.19.) 

if it) = ƒ fit) e-̂ t dt (2.3.20.) 

De clou van de toepassing van deze transformaties op (2.3.11.) is 
dat de afgeleiden zo eenvoudig zijn: 

F (-̂ ^ = (-ico)" Fif) 
dt"" 

(2.3.21.) 

L i-^^) -s"Lif) - 'ïf s-^-i ^ i m i 
dt" i=o dt ̂  

(2.3.22.) 

Beide typen transformaties hebben hun voor- en nadelen. 
De Fourier getransformeerde heeft een in principe eenvoudige 
inverse. 

F-HFif)) = - ^ f F e-' 
A/2¥ L 

-lat dw (2.3.23.) 

Voor de Laplace getransformeerde is deze veel ingewikkelder, de 
zogenaamde Bromwich integraal: 

Y+i" 

-1(1,(f)) = -1^ r e^^ L ds 
2ni J 

Y--t~ 

(2.3.24.) 

92257/FT/C185 - blad 13 

Een door STERU^B in het register 
ingeschreven laboratorium onder nr 55 
voor gebieden zoals nader omschreven 

S tSS in de erkenning. 



netheriands 
pavement 
consultants 

Echter van de Laplace transformatie bestaan uitgebreide formule
tabellen. In veel artikelen wordt de Laplace transformatie aanbe
volen. Als de Laplace getransformeerde van w wordt aangeduid met 

w kan (2.3.14.) nu worden geschreven als: 

J (s^ -i-p̂ s+Po) dfwdx'^ +p iq^s'^ + q^S'^) w= is'' +p^s + q^) q+S 

(2.3.25.) 
Hierbij is Sis) een constante in de DV in w waarin de termen 
die uit de BVW voortvloeien zijn opgenomen. Er resteert dus een 
gewone DV waarvan de oplossing eenvoudig is. De terug-transforma
tie kan echter tot problemen leiden. 

2.4. Lineaire modellen 

Hierbij wordt de balk opgevat als een systeem dat in wiskundige 
termen analoog is aan een systeem dat opgebouwd is uit veren, 
smoorpotten, massa's, sliders en andere elementen zoals met name 
in rheologie en de mechanica toepassing hebben gevonden. De 
vergelijkingen die het gedrag van deze elementen beschrijven zijn 
lineair. 

^ 

Figuur 2.4.1.: Basiselementen. 

De elementen kunnen worden gecombineerd tot meer complexe elemen
ten, zoals een massa-veer- en een massa-Burgers-systeem, met de 
volgende vergelijkingen. 

X . ^ x = ^ 
w rn 

(2.4.1.) 

q^x + q^ X •>• q^ x'+ q^ X = p^F + p^F + p^F (2.4.2.) 

met: 
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<74 = 

^ 1 = 

g-. = 

^1 " 

^ 0 = 

P 2 -

1 

^ 1 
— - + 

C l 

k,k, 

c^c^ 
k,k, 
c^m 

0 

1 
/n 

^ 1 
— - + 

^ 2 

^ 1 
-t- — -

m 

K 
^ 2 

P i 
(A + A + J^) A 

( 2 . 4 . 3 . ) 

m 

Po = 
iC,iC2 1 

C3̂ C2 m 

De elementen zijn geschetst in figuur 2.4.2. 

| T 

K 

L__ J k. 

Figuur 2.4.2.: Definitieschets. 

De afleiding van (2.4.1.) en (2.4.2.) is wederom gebaseerd op de 
bewegings-, compatibiliteits- en constitutieve vergelijkingen. 
Voor het systeem met het Burgerselement kunnen de volgende verge
lijkingen opgesteld worden met Fi de inwendige kracht in punt i. 
De constitutieve vergelijkingen zijn: 
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F4 = -mx^ 

F4 = k^ix^ - X3) + C2 (X4 

F3 = Ci (X3 - X2) 

F2 ~ '^X^2 

X,) 

( a ) 

( b ) 

( c ) 

(d ) 

Uit het evenwicht volgt wegens de massaloosheid van de veren en 
smoorpotten: 

F, = F2 = F3 = F, (e) t/m (g) 

De compatibiliteitsvergelijking is: 

X = (X4 - X3) -t- (X3 - X2) + ^2 = X4 (h) 

In de 8 vergelijkingen (a) t/m (h) zijn nu 8 onbekenden Fi t/m F» 
en Xj t/m x̂ . Stel Fi = F, en substitueer (e) t/m (h) in (a) t/m 
(d), zodat: 

F ' F^ = nik 

F = C j ^ + k^x - CjJtj - /CjX, 

c.x, 

JCjXj 

C - . 2 p 2 + ( l + * ^ + . £ 2 ) ^ 
^ 1 * 1 

k2 
c, 

£l D * — 

C2 ^2 ^ k2 

k. 

c2_ p , (^. M . £1) F^ J^ F-
k, k. Cl Cl 

c2 - / , ^.2 ^ c 2 -

M - g x . n,(l . ^ ^ - X 

{ . ^ * C,) X * JCjjf 
c, 

( 2 . 2 . 4 . ) 
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Na deling door mc/k, ontstaan de vergelijkingen (2.4.3.). Verge
lijking met (2.3.15.) leert dat slechts q, en q? een verandering 
hebben ondergaan als F_j = iĉ  en X]^ = C gesteld wordt, het
geen ook in te zien is door in (2.3.14.) o te vervangen door 
F - rrix en e door x . Uit (2.4.4.) blijkt dat de meebewe

gende massa hogere orde afgeleiden in de verplaatsing tot gevolg 
heeft. 

Analoog aan (2.3.11.) kan (2.4.2.) veralgemeniseerd worden tot: 

Pi 
5i (F - mx) 

öt^ 
t g, - ^ 

i-O^^ bt' 
(2.4.5.) 

Pi 
b^F f̂  ö^x 

r = 2v g,- -——r 
6t^ i = O ^ 6t^ 

+ m 
,i + 2, 

Pi 
bt 

(2.4.6.) 

Van der Poel heeft voorgesteld de reële elementen door een complex 
element, dat hij stijfheid noemt, te vervangen, gedefinieerd als: 

S= ^ (2.4.7.) 

Analoog kan een constructiestijfheid S. worden voorgesteld: 

5„ = a — (2.4.8.) 

Hierin is « een vormfactor die van de geometrie van de opstelling 
afhangt. 

Opmerking: 
Hoewel de vergelijkingen in de rheologie en de mechanica formeel 
gelijk zijn, is hun betekenis sterk verschillend. In de rheologie 
wordt er een materiaaleigenschap mee voorgesteld en in de mechani
ca het gedrag van een constructie. In een proef worden de parame
ters voor een constructie bepaald. Met behulp van bewegings- en 
geometische vergelijkingen kunnen hieruit meteriaalparameters 
afgeleid worden. Met betrekking tot de modellering van asfalt door 
middel van een Burgers element is het goed te realiseren dat de 
serie-smoorpot, die het "vloeien" van het materiaal voorstelt, de 
verplaatsing van de afzonderlijke korrels per tijseenheid en 
zoiets als het stromen van de mortel/mastiek weergeeft. Bovendien 
komt in de parameter de schade die het proefstuk tijdens de 
beproeving oploopt (scheuren en microscheuren) voor. E.e.a. 
betekent dat de parameters van zo'n rheologisch model tijdens de 
proef veranderen. De afleidingen in dit hoofdstuk zijn dus alleen 
momentaan geldig (veronderstelling van quasi stationariteit). 
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3. Oplossingen 

3.1. Balk 

3.1.1. Zuivere buiging 

Voor een prismatische staaf waarvan de massa verwaarloosbaar is en 
de belasting bestaat uit een spanningsverdeling op de uiteinden 
zoals in figuur 3.1.1. is weergegeven is de oplossing [7 p. 284]: 

o^ = Ez/R 

Oy = <^z = ^xy = °xz ^ ^yz = ^ 

Figuur 3.1.1.: Definitieschets. 

Het buigend moment is: 

(3.1.1.) 

M = f a^ z dA = EI/R (3.1.2.) 

(3.1.1.) voldoet aan de evenwichtsvergelijkingen (2.2.1.). Substi
tutie in (2.2.3.) geeft: 

= z/R 

= -vz/R 

ê  = -vz/R 
(3.1.3.) 

I xy \ yz 
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Met ( 2 . 2 . 4 . ) v o l g t : 

du 
dx 

dv 
dy 

dw 
dz 

du 
dy 

dv 
dz 

dv 
dz 

z 
R 

-1 
"i 

dv 
dx 

dw 
dx 

dw 
dy 

( 3 . 1 . 4 . ) 

Deze vergelijkingen kunnen geïntegreerd worden. Als de verplaat
sing in het punt (O, O, 0) op (O, O, 0) wordt gesteld, wordt de 
oplossing: 

u = xz/ R 

V = -u yz/R 

w = -(x^ -H u( iz'^-y'^) ) /2R 

(3.1.5.) 

Voor de neutrale lijn (z = O, y = 0) volgt met (3.1.2.) de bekende 
uitdrukking w = -M x^/2EI . 
Voor een doorsnede van de ligger op een afstand x = c geldt u = 
cz/R wat in overeenstemming is met de hypothese van Bernoulli. 
Voor de zijkanten van de balk y = ±b wordt v = 2 ubz/R, dat wil 
zeggen de oorspronkelijk vertikale zijkanten komen bij buiging 
schuin te staan. De boven- en onderkant van de bak (z ± a) vervor
men als w = -ic^ + U(a2 
lisch verlopen. 

y2) ) /2R dat wil zeggen gaan parabo-

Als de kromming van de balk groot wordt, dient hiermee rekening te 
worden gehouden. Voor een ligger met geringe breedte kan dit door 
het probleem als een tweedimensionaal probleem op te vatten, 
waarop de methode van de potentiaalfunktie toegepast kan worden. 
Door vergelijking (2.3.5.) in poolcoördinatoren te schrijven en de 
oplossing alleen van r te laten afhangen kan een oplossing voor 
een gebogen ligger (lineair-elastisch) gevonden worden [7 p.71.]. 
De stress funktie luidt [7 p. 68.]: 
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V2 V^ <t) d^4> ^ 2^ d-<t) 
dr" * r dr^ r 2 d r 2 r^ d r 

Een oplossing is: 

4) = A l o g r + B r 2 l o g r -̂  C r 2 -i- D ( 3 . 1 . 7 . ) 

Met: 

CT = A _ ^ = ^ r - 2 -h S { 1 + 2 l o g r ) -H 2 C 
^ r dr 

Oo = - ^ = - ^ r - 2 + 5 ( 3 + 2 l o g r ) + 2 C 
a r 2 

OrB = 0 

-HiK 

Figuur 3.1.2.: Definitieschets [7.p.72, 
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Timoshenko leidt af dat met de RVW: 

o^ ir=a,b) = O 

f Og dr = O 

ƒ r OQ dr = -M 

Ore = O 

de oplossing luidt: 

( 3 . 1 . 8 . ) 

4M , a^jb^ 
l o g ^ + h 2 i o g 4 + a 2 l o g - ^ ) 

4Af , a^b^ . b , 2 1 r 21 a , 2 2\ ( 3 . 1 . 9 . ) 
ae = - - — ( - — l o g — +£>2iog— +a^log— +b^-a^) 

N r^ a b r 

Ore = 0 

met: 

N = ib^-a^)^ - Aa^b^ ( l o g ~)^ ( 3 . 1 . 1 0 . ) 

3.1.2. Buiging met dwarskracht 

Beschouw eerst het geval van een smalle ligger, aan een zijde 
ingeklemd en belast door een dwarskracht D langs het liggereinde. 

P 

-^ 

^ 

Figuur 3.1.3.: Definitieschets, 
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Oplossingen van de vergelijking: V^V^<^ = O zijn polynomen van de 
volgende vorm [7.p.41.] 

<l>2 = ̂ a.x^ + b,xy + ^c,y' 

(j), = ^ajX^ + -^b^x^y + ^c^xy^ + ^dy- (3.1.11.) 

(|), = ̂ a,x^ + T ^ y + ^c^x^y^ + ^ci.xy^ + ^e,y* 

etc. 

De coëfficiënten in de polynomen van de macht 4 en hoger zijn niet 
meer onderling onafhankelijk. Substitutie van 4>4 in V̂ V̂ cf) = O 
levert bijvoorbeeld op ê  = -i2c^ + a^) . Of de oplossing in de 
vorm van polymeren relevant is, hangt af van de randvoorwaarden. 
Het bovenstaande probleem kan opgelost worden door te kiezen 
(|) = i>2-̂ y •*" ~^4^y^ s" "̂^ overige coëfficiënten O te stellen. 

Uit (2.2.6.) volgt dan: 

(3.1.12.) 

xy 
= -b,-±d,y'' 

Omdat langs de boven- en onderzijde van de balk geen schuif span
ningen heersen is o^^ = -b2-—d^a^ = O -̂ d̂  = -2b^/a^ 

Verder moet langs de belaste zijde gelden 

-ƒ o ^ dy = I> - 2̂2 = 3Z?/4a 
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Hiermee wordt als oplossing gevonden 

o^ = -Pxy/I 

Oy = O 

a^ = -Pia^ - y2)/2J 

e^ = -Pxy/EI 

e„ = vPxy/EI (3.1.13.) 

e ^ = -(a2-y2)p/2JG 

u = - ^^-^ - ^ ^ ' + ^y^ + (^^ - ^?^) v 
2EI 6EI 6IG 2EI 2IG 

V 
uPxy2 ^ Px^ _ Pl^x ^ PI 

2 EI 6 EI 2 EI 3 EI 

De schuif spanning die het gevolg is van de belasting, is parabo
lisch verdeeld over de hoogte. (3.1.13.) is in de regel bruikbaar 
omdat gebleken is dat de spanningsverdeling slechts zeer lokaal 
afwijkt als er een belasting wordt opgelegd die niet parabolisch 
over de hoogte verloopt. Verder valt op dat als gevolg van de 
dwarskracht de hypothese van Bernoulli niet geldig is. Ten opzich
te van (3.1.1.) is het verschil in de spanningsverdelingen dat o, 
ook van x afhangt en o,y / O. 

Beschouw nu een drie-dimensionale ligger en doe de volgende 
aannamen [7.p.354.] 

Dil-z)x 
Ox = 

Oz = Oy = Ozy = O 

(3.1.14.) 

Timoshenko [7.p.354.] heeft aangetoond dat met deze aannemen a^ en 
a,̂  bepaald kunnen worden en dat deze oplossingen voldoen aan 
(2.2.1.) t/m (2.2.4.) en de RVW van figuur 3.1.3. 
Met deze aannamen resulteert: 

V2a^ = O 

V^o = -
(3.1.15.) 

(1+ü)J 
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3.2. 

Ook in dit geval kan er een spanningspotentiaal <|>(y,z) gevonden 
worden. De resulterende vergelijking kan echter niet in gesloten 
vorm opgelost worden. Wel bestaan er reeksoplossingen en benade
ringen voor a»b of a«b [7.p.361.]. 

Buigligger 

De oplossing van het stelsel (1.1.) t/m (1.3.) wordt in de volgen
de stappen uitgevoerd: 

1. Schrijf (1.2.) in een zodanige vorm dat q als funktie van F 
uitgedrukt kan worden en substitueer in (1.1.); 

2. Bepaal de algemene oplossing van het homogene deel van (1.1.) 
(eigentrillingen): 
* transformeer de partiele DV naar een gewone, 
* bepaal de getransformeerde oplossing met behulp van de RVW. 

3. Bepaal een partikuliere oplossing van de niet gereduceerde 
getransporteerde vergelijking. 

4. Voer de inverse transformatie van de totale oplossing uit. 

Ad. 1.: Herschrijven van de puntlast. 

De kracht die op de balk werkt is weergegeven als een puntlast. 
Dit is wiskundig en fysisch een probleem (discontinuïteit in de 
RVW en niet overeenkomend met de werkelijkheid). 
Een oplossing biedt een blokbelasting over een klein interval 
[a,a] die als Fourier-reeks geschreven wordt. Ook een blokfunktie 
heeft discontinuïteiten die echter door deze reeksontwikkeling 
opgeheven worden. 

Figuur 3.1.: Blokbelasting en (eindige) Fourier-reeks ontwikke
ling. 

92257/FT/C185 - blad 24 

Een door STERLAB in het register 
ingeschreven laboratorium onder nr 55 
voor gebieden zoals nader omschreven 
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De Fourier-reeks kan geschreven worden als [l.p.649^ 

qix) ° + E a„ c o s 
2 n=l 

JLlJLJi , h s i n i L l l ^ (3 .2 .1 . ) 
1 " 1 

F o u r i e r - c o ë f f i c i ë n t e n z i j n : 

^ ƒ g(x) c o s (73 2n ^) dx 
-b 

•^ f q c o s in 2n —) dx = 
b J 1 

-a 

b 

^ - 2 s i n in 2ir 4 ) . ." ^ 1 
1 2 11 1 

( 3 . 2 . 2 . ) 

i:), -^ f g(x) s i n in 2n —) dx = 
b J. 1 

-b 

a 

^ f q s i n in 2TI —) dx = O 
b J 1 

( 3 . 2 . 3 . ) 

De reeksontwikkel ing van de b lokbe la s t ing wordt met q = F/2a: 

g(x) = ^ + - ^ Ê — s i n (73 2n 4 ) c o s in 2u 4 ) = b na n=o n 1 1 

= ^ + — f — [sin(73 271 ^ ^ ) + s i n (73 2K ^^1^) ] 
jb Tia n=o 73 1 1 

( 3 . 2 . 4 . ) 
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Het alternatief voor een blokfunktie is de puntlast te vervangen 
door een S-funktie, gedefinieerd als [l.p.413]: 

ö (x) = O X / O 

ƒ ^(^^ dx = 1 (3.2.5.) 

ƒ -f(x) 8(x) dx = fio) 

Ook deze funktie kan als Fourier-reeks geschreven worden. Als deze 
na n termen afgebroken wordt is het zinvol te definiëren: 

ö(x) = Iim6„(x) (3.2.6.) 

Er volgt dan: 

6,(x) = sin J3X 
KX 

(3.2.7.) 

g(x) F sin 73X 
TIX 

(3.2.8.) 

X 

Figuur 3.2.: Benadering van de puntlast door middel van een 6-
funktie [1]. 

In al deze formuleringen kan gelden F = F( t) .In het navolgen
de zal (3.2.4.) worden gebruikt met F = F sin (Wot) . 

92257/FT/cl85 - blad 26 

Een door STERLAB in het register 
ingeschreven laboratorium onder nr 55 
voor gebieden zoals nader omschreven 

iSSZS in de erkenning. 



netheriands 
pavement 
consultants 

Ad 2. Oplossing van de homogene vergelijking. 

Er zijn verschillende methoden om de oplossing van het gereduceer
de deel van (1.1.) te bepalen. Eén ervan is de Fourier-transforma-
tie, gedefinieerd als [1 p. 673]. 

F ifit)) = — ^ f fit) e^"^ dt = f(w) 
/27I J„ 

F-^Fifit))) = - ^ ffiw) e 
^/2ï^ J 

-itot d(o (3.2.9.) 

H i e r u i t i s af t e l e i d e n : 

E\AJlf\=d^ = (-ic.) '^F 
d t " ; d t " 

( 3 . 2 . 1 0 . ) 

Zodat (1.1.) geschreven kan worden als 

d'w . . 
dx' 

a.* u>'^ w = Q (3.2.11.) 

a* = p/El (3.2.12.) 

Een oplossing van (3.2.11.) is tv = C exp (Xx) . Substitutie in 
(3.2.11.) geeft 

X* - a''a)2 = O - Aj^ 2 = ± «v/tö, X^_^ = ± ia^/Zï = iA,^_2 
De volledige oplossing luidt (lineariteit, dus superponeerbaar-
heid): 

wix,(xi) = C^ exp(avAüx) + C2 exp(-ai/tóx) + 

C3 exp(ia^x) -1- C, exp(-iav^x) ( 3 . 2 . 1 3 . ) 
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De constanten C, worden uit de RVW (1.3.) bepaald, waarbij 

1 d'w 
M i s . 

EI ax2 

wi±b,(x>) = C^ expi-a^/wb) + C2 expia/öïb) + 

C3 exp (-iay/cöjb) + Q exp (iav/wx) = O 

—-— —^(±jb,Ci)) = C^ expi-a/cöb) + Cj expia/öïb) + 
a2to dx^ 

-C3 exp (-ittv/cöJb) - C. exp(iav/cöx) = O 

H i e r u i t v o l g t Ci -1- C? = C, -1- C4 = O, zodat ( 3 . 2 . 1 3 . ) geschreven kan 
worden a l s : 

wix, oi) = 2C^ c o s h (tty^x) + 2C3 cos (a /ö )x ) 

ï7(jb,ü)) = 2C^ c o s h (av^Jb) + 2C3 cos(av^2? = O (3.2.14.) 

1 a2î (jb,ü)) 

a2ü> ax' 
2C coshCtty^i^) - 2C3 cos(a/ö)jb = O 

Een triviale oplossing is C, = C, = 0. De andere oplossing 
is Cĵ  = O 673 COs(av/Wjb) = O . Hierbij moet C, bepaald worden 
uit het niet-gereduceerde deel van (1.1.). De eigentrillingen 
hebben als frequentie 

iüy. = ikn/al)^, keG, 1 = 2b (3.2.15.) 

Ad 3.: Oplossing van de niet-gereduceerde vergelijking. 

De Fourier-transformatie van F = F sin (cô  t) is F 5 ((0^-0)) 
Hiermee wordt de niet-gereduceerde getransformeerde vergelijking 
(1.1.): 

- ^ ^ - a*(^^w = EI-FèiiO-oi) [-i + -i^ Ê 
dx* b -na „-1 

— sin (73 2n 4 ) cos (73 2v: -^)] f3 2 16 ") 
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met a l s a lgemene o p l o s s i n g ( 3 . 2 . 1 4 . ) en ( 3 . 2 . 1 5 . ) : 

Wix,(,>) = D(0)) c o s ik TC —) 
1 

( 3 . 2 . 1 7 . ) 

Substitutie van (3.2.16.) en (3.2.15.) leidt tot: 

Dioi) 
1 

E — sin(72 2TC 4 ) cos (73 2TC-:^) 
na 73=1 73 

[ ( kn )^ - a^a)2] cosik n ^)] 

-^ 6((o,-co) 
( 3 . 2 . 1 8 . ) 

Met ( 3 . 2 . 1 5 . ) en ( 3 . 2 . 1 7 . ) v o l g t : 

Wix,(x>) = 
4 + — ê — sin(73 2TC 4 ) cos (73 2TC 4 ) 
i 2TC n=i 73 J 1 

1 - ( ( o / a ) . ) 2 

^^ ^ \ 5 ( « „ - ( O ) 
FJ (KTC)^a ( 3 . 2 . 1 9 . ) 

De i n v e r s e g e t r a n s f o r m e e r d e i s (na sommatie ove r k , wat wegens 
l i n e a r i t e i t g e o o r l o o f d i s ) : 

„ 1 + —— è — sin(73 2TC 4 ) cos(73 2n 4 ) 
w'(x, t) = E ^ " ^ --' •" ^ ^ 

*=i il-ioiJoy„)^k' 

^ | ^ s i n ( a > „ t ) 
( 3 . 2 . 2 0 . ) 
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Als a - O geldt sin {n 2ii a/1) / (n 2n a/1) - 1 zodat overblijft: 

. t cos in 211 ̂ ) 
v(x, t) = A J : ^ sin {v„t) E ^^^ ^— /̂  o oi ̂  

ii'EI ° * = ! Je* (l-(« /uj2) (3.2.21.) 

De statische oplossing op X = O is 

1 FV 
wix, t) = 48 FJ 

(3.2.22.) 

Vergelijking van de coëfficiënten in (3.2.21.) en (3.2.22.) laat 
zien dat de verhouding ii*/48,2 = 1,015 is, hetgeen te verwaarlo
zen is ten opzichte van eerdere vereenvoudigingen. Derhalve is de 
statische oplossing een goede benadering voor het dynamische 
probleem als de sommatie over k in (3.2.21.) naar 1 gaat voor x = 
O, dat wil zeggen cô  < Wĵ. . 

De oplossing van het statische probleem wordt gevonden door 
(2.3.2.), (2.3.3.) en (2.3.6.) te gebruiken om (1.1.) te integre
ren met randvoorwaarden (1.3.) en g = dD/dx . Uiteraard zijn 
hierbij de tijdsafgeleiden nul. 

Figuur 3.3.: Belastingschema en dwarskrachten-, momenten-, hoek-
verdraaiings- en doorbuigingslijn voor een driepunts-
buigligger. 

D = F { 

• 7<x<0 

(3.2.23.) 
--i , 0<x<-lj 
2 2 

M = F { 
i-^i^ 

(3.2.24.) 
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<P ^ 1 
EI 

i x= 
4 

^IX 
4 

( 3 . 2 . 2 5 . ) 
• ^ x= + - i 7 x 

4 4 

- i x^ * J^Jx= - -2^J' 
P 12 8 48 

w = --^ { 
^-^ - ^ x' . Aix^ - J^i^ 

12 8 48 

( 3 . 2 . 2 6 . ) 

Uit kracht- en verplaatsingsregistraties kan de balkstijfheid E 
bepaald worden als: 

1 i^ F 
48 J O) 

(3.2.27.) 

3.3, 

Voor een viskeus materiaal kunnen de materiaalstijfheid en de 
materiaalfasehoek uit de balkstijfheid en de gemeten fasehoek met 
(3.3.8.), (3.3.9.) en S^ = E worden bepaald. 

Lineaire modellen 

Vergelijking (2.4.6.) kan dienen om op eenvoudige wijze de invloed 
van de meebewegende massa op het systeem te schatten. Beschouw 
hiertoe een tijdsinterval dat zo kort is dat het signaal gemiddeld 
over dat interval constant is. 

Stel: 

F = F + F exp(iwt) (3.3.1.) 

X = jc + J? exp (iwt + cp) (3.3.2.) 

Substitutie in (2.4.6.) geeft: 

F + F t p^(iu)" = if + ;i?exp{i<p) f (ĝ  io)^ + TT? p^ (iu)"*^) (3.3.3.) 

De complexe stijfheidsmodulus (materiaal parameter) is gedefi
nieerd voor het harmonische deel van de signalen als 

-I (3.3.4.) 

Wegens de lineariteit is F evenredig met o en x met e, zodat de 
materiaalstijfheid berekend uit de constructie-variabelen F en x 
wordt: 

5. = a 
/Ep„(iw)" 

^Y. (g„(iw)") + mp„(iw)°*2) 
exp(-i<p) (3.3.5.) 
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Hierbij is a een evenredigheidsconstante die door de geometrie 
wordt bepaald en is S - a F/x . Omdat S. in het algemeen complex 
is, zullen zowel de gemeten waarden van |S,| als van q). van de 
materiaalwaarden S en q> afwijken. 

Dit kan met een voorbeeld worden toegelicht. Voor een elastisch 
systeem geldt (2.4.1.) en dus p„ = l/m, q„ = k/m en q, = 1. 
De overige waarden van p„ en q„ zijn nul, zodat 

S,^ = S exp (-i(p) + /mô  (3.3.6.) 

S. = |S.| exp(-i<p„) (3.3.7.) 

De materiaal-parameters S en (p kunnen nu uit de opgelegde en 
gemeten variabelen worden bepaald. Stel daartoe de reële en 
imaginaire delen van (3.3.6.) en (3.3.7.) gelijk. 

S cos cpg + /n<i>̂  = S^ cos <f 

S s i n <pg = S j s i n q> 

Z o d a t : 

t a n <p = 
s i n <p, 

c o s <p, - mw^ / 5 , 
( 3 . 3 . 8 . ) 

| S | = 5 j [ l - 2 (mw2/ s.) cos<p, + (/nu^/ S.)2]i/2 (3.3.9.) 
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4. Toelichtingen 

4.1. Fysische aspecten 

Bij de afleiding van de vergelijkingen zijn materiaal-aspecten 
buiten beschouwing gelaten die mogelijk een grote invloed op de 
oplossing hebben. Verondersteld is dat het materiaal in de loop 
der tijd niet verandert (constante coëfficiënt in de DV). In de 
proef gebeurt dit wel, meestal als gevolg van de opgelegde belas
ting of verplaatsing. In principe zijn er twee belastingvormen te 
onderscheiden die dit veroorzaken: 

- kruip (constante belasting als functie van de tijd); 
- vermoeiing (periodieke belasting). 

Meestal zijn er twee regimes te onderscheiden, namelijk bij hoge 
respectievelijk lage belasting [3]. 

U-ciO' 

Figuur 4.1. 

( 

Tijd tot bezwijken bij verschillende belastingniveaus 
bij een vermoeiings- respectievelijk kruipproef [3]. 

Een korte duurproef is op te vatten als een kortdurende kruip-
proef, met als limietgeval een impactproef (bijvoorbeeld een 
kerfslagproef). Voor een vermoeiingsproef betekent dit een proef 
met weinig tot 1 belasting(en). 
In de huidige opzet wordt de proef krachtgestuurd uitgevoerd met 
een sinusvormige sprongbelasting. Dit houdt in dat beide belas
tingvormen een rol spelen. De gevolgen van de belasting zijn: 

- (vertraagd) reversibele vervorming; 
- irreversibele vervorming; 
- schade, dat wil zeggen afname van stijfheids- en sterkteeigen-
schappen. 

De reversibele vervorming is visco-elastisch. Voor de elastische 
componenten zijn de afleidingen vrij goed bekend (zie hoofdstuk 2 
en 3). 
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De irreversibele vervorming is in de regel zowel van viskeuze aard 
als het gevolg van (micro)scheurvorming (schade). Hiermee is in 
deze studie geen rekening gehouden, evenmin als met het veranderen 
van de stijfheid gedurende de proef. De oplossingen zijn derhalve 
alleen bruikbaar voor metingen in een interval dat klein genoeg is 
om de coëfficiënten constant te veronderstellen (quasi-statio-
nair). 
Een poging de beide typen belastingen en vervormingen te scheiden, 
alsmede het verdelen van de schade, bijvoorbeeld gedefinieerd als 
D = S(t)/S(o), over elk van deze componenten vereist aanvullende 
veronderstellingen. Verder is werk verricht op het gebied van 
metalen en kunststoffen in de vorm van de breukmechanica en de 
continuum schade mechanica (bijvoorbeeld door constitutieve 
modellen als kinetische- of rate theories te poneren en hun 
bruikbaarheid empirisch te toetsen). 

Een ander verwaarloosd punt is de niet-lineariteit, dat wil zeggen 
het a-e diagram is geen rechte. Deze vereenvoudiging is noodzake
lijk om tot een analytisch oplosbare probleemformulering te komen. 
Asfalt voldoet hieraan slechts in beperkte mate en bij benadering. 
Genoemd is wel dat e kleiner dan 100 \x dient te zijn. Dit is 
slechts het geval tot een vertikale verplaatsing van het midden 
van de balk van 20 nm (zie par. 4.2.). 

Ook bij de schadevorming komt het niet-lineair gedrag naar voren, 
met name als lokaal de stijfheid afneemt (bijvoorbeeld door micro-
of zelfs macroscheurvorming) . Het falen van de balk - zowel door 
scheurgroei als door (plastisch) vloeien - is met de weergegeven 
modellen niet beschreven. Bij benadering kan ook hier quasi 
stationair worden gerekend als de - nu vaak sterk lokale - eigen
schappen als homogeen verdeelde equivalente waarden worden weerge
geven. 

Berekeningen 

Uitgaande van de volgende grootheden kunnen op basis van de 
afgeleide vergelijkingen, die in bijlage I samengevat zijn, de 
orden van grootte van enige termen worden bepaald. 
E 
b 
h 
1 
P 
u 
f 
F 
I 
P 
w 
A 
A* 
AX 
Aw 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

8000 
50 
50 
200 
2400 
0.35 
9.8 
500 
1/12 
pbh = 

bh' 
= 6 

9 mm (t 
bh = 

MPa 
mm 
mm 
mm 
kg/m' 

Hz 
N 

= 520,8 . 10 
10-' kg/mm 
g.v. kruip) 

2500 mm̂  
2/3 bh = 
100 mm 
30 un 1 

1776 mm^ 

mm' 
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Basisvergeli jking 

De orde van grootte van de coëfficiënten in (2.3.8.) wordt met 
deze waarde als weergegeven in tabel 4.1. 

Tabel 4.1,: Schatting van de temen in (2.3.8.). 

Buiging 

Translatietraagheid 

Rotatietraagheid 

Dwarskracht 

Interactieten 

Belasting 

Plaatsafgeleide 

belasting 

Tijdsafgeleide 

belasting 

El 

pA»= 

pl«' 

pIEA»2/GA* 

p'AI.'/GA* 

EI/GA* 

pli'/GA* 

4,1?.10' S M ' 

22,?5.10-' SmF 

4,?4 N 

2,63 S 

3,00.10-' M ' 

1 

115,? tf 

8?,76.10-' 

i«.ta-' = 0,3.10-'Hl-' 

iy = 0,3.10-' m 

li.ix"' = 0,3.10-' m-' 

4*.ix-2 = 0,3.10"' m"' 

i* = 0,3.10"' n 

q 

qix"' = IÖ-' «-' 

q 

l,25!ta-i M' 

6,83.10-» Nm-' 

14.10"' Nun-' 

?,89.10-' M -

0,9,10-'̂  Nm"' 

q 

11,5.10"' q t«B-= 

87,8.10"' q Nm-' 

Balk (zuivere buiging) 

M = 1/4 Fl = 1/4 . 100 . 200 = 5 . 10' Nmm 

R = EI/M = 8000 . 520,8 . 10' / 5 . 10' =0,167 . 10' mm 

a^ = E h h/R = 8000 . 25/0,167 . 10' mm = 1,20 MPa 

€, = ii h/R = 25/0,167 . 10' = 150 . 10"' 

w = ih l)^ + V ((hhy - 0) / 2R 

= (1002 + 0,35 . 252) / 2 . 0,167 . 10' = 30,6 pm 

als u = O is w = 29,9 jim 

Balk (buiging met grote kromming) 
r«= 100* -f- (r - 29)2 
r = 560 mm 
a = 560 - 25 = 535 mm 
b = 560 -I- 25 = 585 mm 

N = (b2 - a2)2 - 4 â bï (log b/a)* = (3,14 - 0,59)10' = 2,55 . 10' 
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OrCr . b) = 0 

o,(r-h, I = 4 (M/N) (2 aïlog(b/a) - b̂  -t- â  ) = 1,33 MPa 

a,<,..)| = 4 (M/N) (2 b21og(b/a) - b̂  -h â  ) = 1,15 MPa 

Balk (bulging met dwarskracht) 

a. = h F . h I . h h/I = 1,20 MPa 

e, = o, / E = 150 . 10-' 

w = F1'/48EI (1 -(- 1,5 u (h/l)2 = 20 (1 -i- 2 (h/l)^ ) (im 
met h/1 = 1/4 betekent dit een afwijking van 12,5 %. Merk op dat 
de maximale doorbuiging van een zuivere buigligger en een drie-
puntsligger zich verhouden als 3:2 (vergeet-me-nietje: w./wpi = 
3M/F1. 

nj 
/V 7\ ) Il 

' L ^ ^ ^ - ^ 
^ ^ £ ' 

v^ 

K i\ 

Figuur 4 . 2 . : D e f i n i t i e s c h e t s . 
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5. S lo t 

5.1. Conclusies 

Bij de korte liggers (l/h = 4) is geen sprake meer van zuivere 
buiging. De dwarskracht is van belang en dient in de uitwerking 
verdisconteerd te worden. 
De meebewegende massa is onbelangrijk. De opgelegde frequenties 
liggen niet in de buurt van de eigen frequenties. 
Grote kromming is van belang en leidt (voor elastische liggers) 
tot sterk gereduceerde of vergrote spanningen. 
Drie-dimensionale effecten (dwarscontractie) hebben een geringe 
invloed op het stijfheidsgedrag. De schematisatie tot een twee
dimensionale ligger lijkt verantwoord. 

5.2. Aanbevelingen 

Het verdient aanbeveling de volgende aspecten (nader) uit te 
werken: 

- Een ligger met een visco-elastisch materiaalmodel, bijvoorbeeld 
een Burgers model, teneinde effecten op de tijdschaal van 1 
periode te schatten; 

- Een ligger met een schademodel teneinde de verandering in 
stijfheid en fasehoek, de kruip en de vermoeiing te bepalen; 

- Een energiebeschouwing; 
- De invloed van de oplegpunten en de overstekken te schatten; 
- Een nader onderzoek uit te voeren op de invloed van het systeem, 
bijvoorbeeld de PID, de demping en de stijfheid van de opstel
ling; 

- Een dwarskracht-ligger model. 
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Bijlage I: Overzicht vergelijkingen 

£.<-B>^p|S—" (1.1.) 

EI w^^" ' ' + pAw + pJ (1 -H -^^)w' ' - Pj^5 w 
GA* 

q - - ^ g' ' -̂  - ï ^ g 
GA* GA* 

GA* 

(2.3.8.) 

Balk (zu ivere buig ing 3-dimensionaal) 

R = EI/M ( 3 . 1 . 2 . ) 

0„ = Fz / i ? 

«fy = O z = <^xy = O x z = O y z = O 

( 3 . 1 . 1 . ) 

e^ = z/R 

ty = -UZ/ i? 

e. = -uz/i? 
( 3 . 1 . 3 . ) 

I XV • x z > vz xy I XZ 

U = XZ/R 

V = -V yz/R 

w = -ix^ + u( iz^-y^) ) /2R 

( 3 . 1 . 5 . ) 

Balk (zu ivere buiging met g ro te kromming. 2 dimensionaal) 

N= ib^-a^)^ - 4a2i)2 ( l og ^ ) 2 ( 3 . 1 . 1 0 . ) 

Ore = O ( 3 . 1 . 8 . ) 
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o , = -
4M , a'-^b'^ 
N 

log— +b^loq~ + a n o g - ) 

J = - A?^ ( - ^ ! ^ log ^ + 2 ? n o g 4 + a n o g ^ 4i?2 _a2) 
W r^ <9 b r 

Balk (bulging met dwarskracht. 2-dimensionaal) 

a^ = -Pxy/I 

Oy = 0 

o ^ = -Pia'-y^)/2I 

e^ = -Pxy/EI 

( 3 . 1 . 9 . ) 

e^ = \)Pxy/EI (3.1.13.) 

' x y 
(a2_y2)p/2jG 

u 
Px^y uPy^ ^ Py^ ^ , Pl'-^x Pa 

2EI 6EI 6IG 2EI 2IG 
) y 

^ DPxy^ Px^ 
2EI 6FJ 2EI 3FJ 

PJ2 ^ PJ3 

B^i-gligger 

o CÏ7 3 - ^ <^os (ii 2i i 4 ) 

wix, t) = ^ ^^ sin iw^t) E ï̂-̂ iL ^ 
n'^EI k - i Jc" ( l - ( o ) „ / a ) j , ) 2 ) ( 3 . 2 . 2 1 . ) 

(0 ( x ) = -
12 8 48 

12 
^ J x ^ - - ^ V 
8 48 

-1/2<X<0 

0<x<l/2 

( 3 . 2 . 2 6 . ) 
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