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Bezeichnungen:

= aL = ap Außenradius des Körpers.
a1 Wasserlinienradius des Körpers.

Radi-is der vertikalen Wandung zweier benachbarter
Makroelemente i und ¡ + i vom Typ B (Abb. 2).

al Radius der vertikalen Wandung zweier benachbarter
Makroelemente p und p + 1 vom Typ C.

Am,,,. A, Ableitungen der Funktionen Rma, bzw.
nach r am rechten Rand des Elementes i.

Bm(r) r-abhängiger Anteil der Meeresoberflächenfunktion ß2(r,t9).
d Wassertiefe
D Maximaler Körperdurchmesser.
Dm,, D Ableitungen der Funktionen R, bzw. R,

nach r am linken Rand des Elementes i.
C Abstand des Momentenbezugspunktes vom Meeresboden.

Momentaner Wert der Kraftkomponente i.Ordnung
in Richtung j (i 1,2, j = 1,3,5).
Kraftkomponente in komplexer Form i.Ordnung
in Richtung j.

F20 Driftkraft in Richtung j.
Fourier-Koeffizienten im Ausdruck

.F, des Diffraktionspotentials.
Fm,. Modifizierte Fourier-Koeffizienten (Elementtyp A)
Fm,, F Fourier-Koeffizienten des Abstrahipotentials ',
g Erdbeschleurugung
gj(r,z) Partikuihre Lösung der Einflußfunktion y.,(r,z)

beim Abstrahipotential ''(r, i9, z).
h1 Abstand des Bodens des ¡Elementes des Typs B

vom Meeresboden. (Abb.2)
Abstand des Daches des p.Elementes des Typs C
vom Meeresboden. (Abb.2)

H/2 Wellenamplitude der linearen ankommenden Welle.

H(..), Hm(...) Hankelsche Funktion erster Art und m.Ordnung.
1(r) Meeresoberflächenintegral.
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I,,(...) Modifizierte Besselsche Funktion erster Art und rn.Ordnung.
Jm(...) Besselsche Funktion erster Art und m.Ordnung.
k Wellenzahl, auf die Frequenz w bezogen.
Km(...) Modifizierte Besselsche Funktion zweiter Art.
L bzw. P Anzahl der Ringelemente des Typs B bzw. C. Das mittlere

vollzylindrische Element wurde nicht mitgezählt.
Lmi,,, £m,, Bei der Berechnung der Kräfte 2.Ordnung auftretende

- cos und - sin Integrale.
M Momentenbezugspunkt mit den Zylinderkoordinaten

(r,i9,z) = (0,0e).
M.E. Makroelemeut-Methode. (s.S. 70).

Flächen-Normalenvektor (positiv nach außerhalb des
Körpers zeigend).
Normierungskonstante der Funktion Z,(z)
mit Ne,., = 0.5[1 + sin(2ajdj)/2a,dtl; d, = d - h,.
Hydrodynamischer Druck (j = 0,1,2).

r,i9,z Zylindrische Koordinaten.
SB Oberfläche des Meeresbodens.
Sp Meeresoberfläche.

Momentan benetzte Körperoberfläche.
Sq Mittlere (zeitunabhängige) benetzte Körperoberfläche.
S'Q Zeitlich veränderliche Körperoberfläche, die sich

zwischen z = d und z = d erstreckt.
t Zeitvariable.
z, y, z Kartesische Koordinaten.
y (r, z) Einflußfunktion im Ansatz für das doppelharmonische

Abstrahlpotential 'I' (r, i9, z) mit (j = 1,3,5).
Besselsche Funktion zweiter Art.

Z,,(z) Orthonormale Eigenwertfunktionen in z-Richtung.
mit Z,(z) = N112 cos[cs,(z - h,)].

Wurzeln der transzendenten Gleichung
oj tanh[at(d - h,)J + w2/g = O

ß2(r, 9) Meeresoberflächenlunktion 2.Ordnung.
r Wasserlinie für z = d.



Kroneckersches Symbol. (6, = i für i = j, 5, = o für i j).
e Perturbationsparameter, e = kH/2.

Neumannsches Symbol mit e,,. = i für rn = O
uude,,=2fürm>1,(m=O,l,2,3...).

((r, 9, ) Wellenerhöhung.
Generalisierter Richtungskosiuus.
Wellenzahl, auf die Frequenz 2w bezogen.
Wellenlänge.

Am,(r), A(r) rabhängige Anteile der Einifußfunktion ,bm(r,z).

Wurzeln der transzendenten Gleichung
j tanh[j(d - h1)] + 4w2/g = O

p Wasserdichte

Summierung über Wurzeln c. (Bzw. eine imaginäre und

imendlich viele reelle.)
i (r, i9, z), p (r, , z) Oszillierender Anteil des Geschwindigkeitspotentials

«, mit = Re{,je"} und
= Re{2e2"'} + 2O in komplexer Schreibweise.4 Doppelharmonischer bzw. zeitunabhingiger Teil des

Diffraktionspotentials 2.Ordnung .

5(r, , z, t), bzw. Reelles (momentanes) Geschwindigkeitspotential der
ankommenden (I), bzw. Diffraktioris-Welle (s), j.Ordnung.

,bm(7', z) Einflußfunktion im Ansatz für das Geschwindigkeits-
potential

'P(r, 9, z, t), bzw. Lineares Abstrahlpotential in der Frequenz 2w
'Ii(r,9, z) und in Richtung j, (j = 1,3,5). 'J' = Re{'I'e2'}
w Kreisfrequenz.

Kontroilvolumen.



Symbole:

Iz Betrag einer komplexen Zahl z.
Matrix

{ } Spaltenvektor
L J Reihenvektor
/ Ableitung nach dem Argument.
Re{.. Realteil einer komplexen Größe.
Im{.. } Imaginärteil einer komplexen Größe.

Konjugiert Komplexe von z.
Laplacescher Operator.
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1. EINLEITUNG

Die Belastung der Offshore-Bauwerke durch regelmäßige Wellen wird
maßgebend durch Kräfte, die linear proportional zur Wellenhöhe sind
und in der Frequenz der Erregungswelle oszillieren, die sogenannten
Kräfte i Ordnung, beschrieben. Zusätzlich treten kleinere Kräfte, die
propotional dem Quadrat der Wellenhöhe sind, die Kräfte 2.Ordnung,
auf. Wegen ihrer primären Bedeutung wurden die Kräfte 1.Ordnung
seit Beginn der sechziger Jahre intensiv erforscht und unter der An-
nahme kleiner Wellensteitheit mathematische Methoden entwickelt,
mit deren Hilfe man sie für meerestechnische Konstruktionen relativ
genau ermitteln kann.

Bei Wellen finiter Steilheit jedoch oder auch für gewisse Verhält-
nisse der Körperabmessungen / Wellenlänge nehmen die Phänomene
2.Ordnung zu und können die Belastung solcher Strukturen erheblich
erhöhen. Nichtlineares Verhalten infolge einer regelmäßigen Welle wei-
sen auch die auf den Körper wirkenden zeitunabhängigen Kräfte, die
sogenannten Driftkräfte auf, da sie sich als propotional dem Quadrat
der Wellenhöhe erweisen. Sie können bei Bewegungsarten der Struk-
tur, die keine oder kleine Rückstellkräfte aufweisen, große Bewegungen
hervorrufen.

Die nichtlinearen Phänomene bei großvolumigen Körpern unter Wel-
lenbelastung wurden in den letzten zwei Jahrzehnten Jahre erkannt
und wegen ihrer besonderen Bedeutung für die Sicherheit und Lebens-
dauer meerestechnischer Konstruktionen Gegenstand der Forschung
geworden.

Da eine explizite und vollständige Lösung des nichtlinearen Rand-
wertproblems des durch den Körper induzierten Wellenfeldes für be-
liebige nichtlineare Wellen nicht möglich ist, beschränkt man sich auf
Näherungslösungen unterschiedlicher Ordnungen, die mit Hilfe der
Störungsrechnung gewonnen werden.

Stokes [56], [57] entwickelte die Störungsmethode (Pertubation me-
thod) für Schwerewellen endlicher Steilheit ohne die Präsenz eines
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Körpers. Bei der Theorie von Stokes geht man davon aus, daß alle
relevanten Größen wie z.B. Wellenhöhe, Wellenpotential u.s.w. als
eine Reihensumme von kleinen Störungsglieder ausgedrückt werden
können. Je höher der Anzahl der berücksichtigenden Störungsglie-
der (Ordnungen) ist, desto besser werden die Welleneigenschaften at.-
genähert. Eine Nachbearbeitung von Stokes's Pertubationstheorie ist
in den Veröffentlichungen von Kinsman [59] und Neuman und Pierson
[60] vorhanden. Durch eine Entwicklung dieser Potenzreihen bis zum
quadratischen Term und unter Vernachlössigung der höheren Poten-
zen entsteht dann das vollständige mathematische Randwertproblem
zweiter Ordnung, das durch die Präsenz eines großvolumigen Körpers
in den Wellen sehr kompliziert und aufwendig wird und bis heute Ge-
genstand der Forschung ist.

Für längsgestreckte schlanke Körper haben Lee [1], Potash [2], Söding
[3], Parissis [4], Kiyosuka [5], Papanikolaou [6] zweidimensionale po-
tentialtheoretische Verfahren entwickelt und Lösungen in geschlosse-
ner Form angewandt. Für das dreidimensionale Problem eines zuerst
einfachen, vom Boden bis zur Meeresoberfläche ragenden Zylinders
wurde in einer Fülle theoretischer Abhandlungen und experimenteller
Untersuchungen der Versuch unternommen, das potentialtheoretische
Problem zu lösen. Dabei wird die ankommende Welle als Stokessche
Welle 2 Ordnung definiert, und gesucht wird das Ges chwindigkeitspo-
tential 2.Ordnung, das durch die Präsenz des Körpers entsteht (Dif-
fraktionspoteutial). Die kombinierte nichtlineare Randbedingung an
der Meeresoberfläche und die Randbedingung im Unendlichen haben
deutlich gezeigt, daß die Lösung des Problems sogar bis zur 2.Ordnung
sehr kompliziert wurde.

Yamaguchi und Tsuchiya gaben als erste eine Lösung in geschlossener
Form [7] an. Raman [81, [9], [10] entwickelte eine numerische Methode
für die Lösung des Diffraktionspotentials 2.Ordnung. Beide Lösungen
konnten die Meeresoberflächen-Randbedingung nicht erfüllen. Diese
Inkonsequenz wurde von Isaacson [11], Garrison [12], Chakrabarti
[1j, Wehausen [141 und Miloh [15] ausführlich kommentiert. Garrison
hatte daher vorgeschlagen, daß das Randwertproblem 2.Ordnung als
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eine Summe von zwei Randwertproblemen zu lösen sei, da die zwei
inhomogenen Bedingungen auf der Meeresoberfläche und auf der be-
netzten Körperoberfläche mathematisch nicht gleichzeitig durch einen
Ansatz hätten erfüllt werden können.

Die darauffolgenden Arbeiten einiger Autoren haben zwar diese An-
nahmen getroffen, eine physikalische Erklärung der Randbedingurig
im Unendlichen wurde aber entweder verschwiegen oder außer acht
gelassen. In der Arbeit von Oben und Hudspeth z.B. [16] wurde eine
Eigenfunktionen-Entwicklung mit Hilfe von rotationssymmetrischen
Greerischen Funktionen benutzt und eine schwächere als die Sommer-
feldsche [17] Bedingung im Unendlichen angenommen. Chakrabarti
(34] entwickelte die beiden oben erwähnten Potentiale 2.Ordnung mit
Hilfe von Fourierreihen und benutzte Chen's Randbedingung im Un-
endlichen. Diese Randbedingung ist physikalisch nicht korrekt. Da
aber nur zwei der (nach Chakrabarti definierten) fünf Anteile der auf
einen festgehaltenen Zylinder wirkenden Kräfte 2.Ordnung von dem
Diffraktionspotential 2.Ordnung abhängig sind, ist diese Arbeit wert-
voll, denn sie enthält ausführliche Ergebnisse der restlichen vom Po-
tential 1 .Ordnung abhängigen Kraftanteile.

Hunt [181, [19] formulierte eine komplette Lösung des Potentials 2.Ord-
nung in der Form eines Fourier-Bessel Integrals, die mit Hilfe einer
Weber Transformation abgeleitet wurde. Die Fourier-Integrale an-
statt Fourier-Reihen ergeben sich aus der Tatsache, daß der Defini-
tionsbereich der Transformation die bis ins Unendliche ragende Mee-
resoberfläche ist. Obwohl diese Methode physikalisch überzeugend
wirkt, muß nach Meinung des Autors eine Umformulierung vorgenom-
men werden, um die im folgenden diskutierten Uberlegungen mitzu-
berücksichtigen. Diese Methode scheint außerdem rechnerisch sehr
aufwendig zu sein.

Basierend auf dem mathematischen Ausdruck der Meeresoberflächen-
Randbedingung hat Mohn [21], [22] das a.symptotische Verhalten die-
ser Funktion im Ferufeld analysiert und daraus Folgerungen für die
Eigenschaften der Diffraktionswelle 2.Orduung abgeleitet. So ist rela-
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tiv einfach zu zeigen, daß im Fernfeld zwei verschiedene Wellensysteme
entstehen:

Die sogenannten "freien Wellen" (free waves), die sich im Fernfeld
radial zum Körper und nach außen abklingend fortpflanzen. Diese
Wellen erfüllen die Sommerfekische Randbedingung und ihre Ge-
schwindigkeit ist unabhängig vom Orientierungswinkel t9.

Die in der Phase "gekoppelten" Wellen (locked waves). Ihr asym-
ptotisches Verhalten ist von der Form:

L(î9)_.etc'(1+os )]

wobei r, t9 Polarkoordinaten mit ihren Ursprung in der Nähe des
Körpers sind. Diese Wellen pflanzen sich nach außen mit variabler
Geschwindigkeit in 9 fort und weisen unter anderem auch deshalb das
Verhalten einer stehenden Welle in die genau entgegengesetzte Rich-
tung der ankommenden Welle auf. Wegen ihrer richtungsabhängigen
Fortfpflauzungsgeschwindigkeit ist es erforderlich, eine neue Randbe-
dingung im Unendlichen in der Form eines Integrals über eine Fläche
S im Fernfeld zu definieren, die aus der Erhaltung der Gesamtenergie
abzuleiten ist.

Es kann gezeigt werden (Mei [23J), daß mit Hilfe eines doppelharmoni-
schen Abstrahlpotentials , das die strenge Sommerfeldsche Randbe-
dingung erfüllt, die gesuchte Abstrahibedingung im Unendlichen für
das Diffraktionspotential die Form:

1f ('f'\d3=o
.1 Js, ôn ôn)

annimmt, wobei der Einheitsvektor normal zur Fläche S, ist. Diese
Aussage wurde von Mohn benutzt, um die Kräfte 2.Ordnung zu be-
rechnen, ohne die komplette Lösung des ermitteln zu müssen. Da-
bei wurden die "Newman-Haskind" Beziehungen [24] benutzt, was z.B.
Söding [3] u.a. [4], [5] für das zweidimensionale Problem schon früher

(1-2)
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getan haben. Gleichzeitig mit Molin, Lighthill veröffentlichte für die-
selbe Lösung eine ähnliche detaillierte mathematische Analyse [25].

Rahman [26] hat die zuletzt erwähnte Ferufeld Methode von Mohn
angewandt. Er publizierte numerische Ergebnisse für einen einfachen
vom Meeresboden bis zur Oberfläche ragenden Zylinder, die eine gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten von Modrige und
Jamieson [27] aufweisen. In seine späteren Veröffentlichungen [28], [29]
hat Rahman diese Methode unter Benutzung der Greenschen Funk-
tionen etwas verallgemeinert. Auch Garrison [30] hat durch die An-
wendung der Greenschen Funktionen das Potential 2.Ordnung aus-
gedrückt. Dabei hat er in seiner numerischen Behandlung auch auf der
Meeresoberfläche Singularitäten verteilt. Der numerische Aufwand ist
entsprechend groß, da Konvergenz erst nach einer feinen Unterteilung
von Singularitätenelementen auf die große Kontrollfläche an der Mee-
resoberfläche erreicht wird.

Masuda und Kato [31] haben das Verfahren von Molin angewandt und
Ergebnisse für eine Gruppe von zwei vom Boden bis zur Oberfläche
ragenden Zylindern erzielt.

Nach Meinung des Autors erweist sich die Methode von Molin als ein
leistungsfähiges Konzept frei von mathematischen Unvollständigkeiten
und physikalischen Unzulänglichkeiten.

Ziel dieser Arbeit ist die potentialtheoretische Erfassung und vor al-
lem die numerische Ermittlung der Kräfte 2.Ordnung. Die numeri-
schen Berechnungen dieser Kräfte werden für festgehaltene rotations-
symmetrische Körper mit vertikaler Achse durchgeführt, da sie die
meisten der meerestechnischen Strukturen in der geometrischen Form
annähern.

In dieser Arbeit wurde das Verfahren von Mohn, weiterentwickelt,
um die Kräfte 2.Ordnung auf beliebige Rotationskörper mit vertikaler
Achse zu bestimmen. Die dazu benötigten Ausdrücke des Abstrahipo-
tentials, des Diffraktionspotentials 1.Ordnung sowie deren Ableitun-
gen wurden mit Hilfe der dafür am Lehrgebiet Grundlagen der Mee-



restechnik der Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule Aa-
chen entwickelten Makroelementemethode [32], [33] gewonnen. Die
zeitunabhängigen Kräfte 2.Ordnung (auch Driftkräfte genannt) wur-
den berücksichtigt und in das Rechenkonzept implementiert, um die
Gesamtkräfte und -momente infolge einer ankommenden Stokesschen
Welle 2.Ordnung als Uberlagerung der Kräfte l.Ordnung, Driftkräfte
und Kräfte 2.Ordnung rechnerisch zu ermitteln.

Die Bewertung des rechnerischen und numerischen Aufwands im Ver-
gleich zu den wenigen, manchmal auch zweifelhaften, Verfahren hat
gezeigt, daß sich das in dieser Arbeit mit Hilfe von Makroelementen
entwickelte mathematische Modell für die Berechnung der Kräfte bis
zur 2.Ordnung als sehr vorteilhaft erweist, besonders in Bezug auf die
Behandlung der Meeresoberflächenfunktion und deren Integration bis
ins Unendliche.

In dem folgenden Abschnitt 2 wird die theoretische Formulierung des
Randwertproblems für nichtlineare Wellen wiedergegeben und daraus
die Theorie 2.Ordnung herangezogen. Eine komplette Lösungsme-
thode für die Berechnung der Kräfte 2.Ordnung wird detailliert ab-
geleitet.

Im Abschnitt 3 wird das vorher abgeleitete Verfahren für einen vom
Meeresboden bis zur Meeresoberfläche ragenden Zylinder angewandt.
Analytische Ausdrücke aller Kraft und Momentengrößen werden er-
mittelt und angegeben.

Im Abschnitt 4 wird die Lösungsmethode auf beliebige Rotati-
onskörper mit vertikaler Achse erweitert. Zuerst wird die dafür
entwickelte Makroelementmethode kurz präsentiert. Es werden die
entgültigen Formeln für die aus der linearen Potential abhängigen
Kräfteanteile 2.Ordnung herangezogen und für sämtliche Elemeutty-
pen tabelarisch angegeben.

Im Kapitel 5 handelt sich um die aus der Diffraktionspotential 2.Ord-
nung resultierende Kräfteanteile. Dabei wird deren Berechnung - mit
Hilfe eines Fernfeld Theorems - auf eine bis ins Unendlich ragende



numerische Integration der sogenannten Meeresoberflächenfunktion
zurückgeführt. Die relativ aufwendige Quadratur wird, anhand der
Makroelementformulierungen, halbanalytisch gelöst. Die asympto-
tische Lösung, die sich auf Fresnel-Integral-ähnlichen Ausdrücken
zurückführen läßt wird abgeleitet.

Im Abschnitt 6 werden die berechneten Kräfte zuerst für einfache
Zylindern dargestellt und mit aus der Literatur bekannten Ergeb-
nissen verglichen. Weiterhin wird das Verfahren für im Offshorebe-
reich typische Konstruktionen angewandt. Die rechnerisch ermittelten
Kräfte 2.Ordnung für solche Konstruktionstypen werden ausführlich in
Diagrammenform dargestellt und experimentellen Daten gegenüberge-
stellt.



All emeine Formulierun des Randwert roblems
für das Geschwindigkeitspotential

2.1 Annahmen. Randbedingungen

Das untersuchte Randwertproblem wird in der Abbildung i darge-
stellt. Ein starrer, rotationssymmetrischer Körper mit Auflenradius a

wird im Wasser mit endlicher und konstanter Wassertiefe d den Wellen
ausgesetzt. Es wird ein ortsfestes Zylinderkoordinatensystem (r, 9, z)
mit seinem Ursprung auf dem Meeresboden definiert. Unter Einwir-
kung einer regelmäßigen, von links nach rechts fortschreitenden Welle
der Wellenlänge ,\ und Wellenamplitude H/2 wird der Körper erregt.
Das Wasser wird als inkompressibel, homogen und wirbelfrei ange-
nommen, seine Viskosität wird vernachlässigt.

Das Geschwindigkeitspotential (r, i9, z, t) muß die Laplacesche Diffe-
rentialgleichung in dem gesamten Flüssigkeitshereich erfüllen:

52 52, 32= -- + + + -- = O

Folgende Randbedingungen müssen zusätzlich noch erfüllt werden:
- die kinematische Randbedingung an der Meeresoberfläche [38]

8( (ô /O(\ i (O (OC\ a'

Ô19J (Oi9} - ôz

(= Ç(r, 19, t) ist dabei die Wellenerhebung und a1 der Wasserlinienradius
des Körpers (Abb. 1).

die dynamische Randbedingung an der freien Meeresoberfläche

a i [/O\2 /19\2 i+-+[-) () )j=° für z=(+d und rai
(2-3)

9

für z=Ç+d und ra1
(2-2)



- die Randbedingung an der momentan benetzten Oberfläche des
Körpers

-
=O aufSQ

( ist dabei der Einheitsvektor senkrecht zur Körperoberfläche mit
Richtung nach außen.)

- Die Randbedingung am Meeresboden

-=0 furz=0
ôz

und eine Abstrahibedingung im Unendlichen, auf die später ein-
gegangen wird.

(2-4)

(2-5)



2.2 Randwertproblern erster und zweiter Ordnung.

Unter der Annahme kleiner Wellenamplituden (H/2) können das Po-
tential ' und die Well merhöhung ( mit Hilfe der Störungsrechnung
(pertubation method) als Potenzreihen eines kleinen Parameters e

(e = kH/2, k = 27r/À) bis zum quadratischen Term entwickelt werden,
während Beiträge höherer Ordnung vernachlässigt werden:

z, t) = 5c1 (r,9, z, t) + 22(r, , z, t) (2 - 6)

((r,9,t)=e((r,i9,t)+e2(2(r,9,t) (2-7)

Die Randbedingungen (2-2) und (2-3) sind an der unbekannten Wel-
lenoberfläche ((r, 9, t) zu erfüllen. Man umgeht diese Schwierigkeit,
indem das in den Randbedingungen auftretende Potential (und seine
Ableitungen) in eine Taylor-Reihe an der Stillwasserlinie z = d ent-
wickelt wird.

5(r, 9, z, t)= (r,t9,d,t)+((r,t9,t)
az

oder nach Einsetzen der Glg. (2-6) und (2-7) in (2-8):

(r, , ( + d, t) = ei (r, , d, t) + e2 [2(r, , d, t) + (j(r, , t)(r, , z, t)Id]
ôz

(2-9)

Die Ausdrücke (2-6) bis (2-9) werden in die Glgn. (2-1) bis (2-4)
eingesetzt, die Gleichungen (2-2) und (2-3) zusammengefaßt und die
entstehenden Gleichungen nach Potenzen von e, d.h. nach Ordnun-
gen sortiert bzw. gleichgestellt (Anhang I). Das Randwertproblem
(2-1) bis (2-4) wird dadurch in zwei äquivalente Randwertprobleme
getrennt, wobei jedes der beiden sukzessiv zu der Lösung des Potenti-
als erster Ordnung und zweiter Ordnung 2 führt:

(2-8)



Randwertproblem erster Ordnung

Es gilt:

= o im gesamten Flüssigkeitsbereich (2 - lOa)
a1 auf z = d (2 - 10.6)+ - = 0

auf der benetzten Körperoberfläche(2 - 1O.c)= o

._.=Q fürz=O (2lUd)

Weiterhin muß eine Abstrahlbedingung im Unendlichen erfüllt werden.
Für die Lösung des Randwertproblems l.Ordnung (auch als lineares
Randwertproblem bekannt) wurden zahlreiche Arbeiten veröffentlicht.
Es wird daher das Potential im weiteren als bekannt vorausgesetzt
bzw. auf die Literatur verwiesen

Randwertproblem zweiter Ordnung:

Es gilt:

= o im gesamten Flüssigkeitsbereich (2 - lia)

32 32 ¡a' /32\ (3\ (32\ 1 (ôi\ (32cI+ -- =-2
3r ) Or5t) + --) 3z3t) + 595t

(3'\ (32\ (3cI (3\
+ 3) + -

für z=d (2lib)

= o auf der benetzten Körperoberfläche (2 - lic)

= o auf dem Meeresgrund z = 0 (2 lid)

12



und eine Abstrahibedingung im Unendlichen, wodurch die nach außen
abklingende Fortpflanzung der Diffraktionswellen diktiert wird.

Es ist zweckmäßig, die Potentiale und 2 als Summen

(2-12)

auszudrücken, wobei , die Potentiale der ankommenden Welle
und cij9 , die Diffraktionspotentiale sind. Die letzteren beschreiben
das durch die Präsenz des Körpers entstehende Strömungsfeld.

Das Potential der ungestörten Welle l.Ordnung erfüllt die Glgn.
(2-lOa), (2-lob) und (2-bd), wenn kein Körper vorhanden ist. Es
ist bekannt als das Airysche Wellenpotential:

= Re {pe"t} (2 13.a)

mit

H cosh(kz) H cosh(kz)= w kSflh(kd)e = - 2 ksinh(kd) emJm(kr)cos(rn)
m=O

(2 - 13.b)

Dabei wurde die Jacobische Entwicklung in Polarkoordinaten für die
Funktion e' = benutzt. ist das Neumannsche Symbol mit

= i für m = O und Em = 2 für n i, und J,,, die Besselsche Funk-
tion erster Art und m-ter Ordnung. Zwischen der Wellenfrequenz w
und der Wellenzahl k gilt die Dispersionsgleichung, wie sie aus der
Hydromechanik bekannt ist:

= kgtanh(kd)

Das Wellenprofil ergibt sich dann zu:

«[(r, , t) = Re { co C)
}

(2 - 14.a)

13



Weiterhin gilt

3. H'2 cosh(2kz)
- -zw2(r,,z) = (j sinh4(kd)

62-- 2k sinh(2kd)
(2 - 15.b)

mJm(2kr) cos(rnz9). (2 - 15.c)

Durch Einsetzen von '' und in die Gign. (2-10) bzw. (2-11) werden
die Glgn. fur die Lösungen von bzw. ermittelt.

Die Gign. (2-lo) und (2-11) in Zusammenhang mit den Gign. (2-13)
und (2-15) bestimmen die Periodizität der Potentiale und

= Re {pj9e_t} (2-16)

Außerdem gilt für das Potential die Sommerfeldsche Randbedin-
gung [17], wie aus der Theorie l.Ordnung bekannt ist:

)Lt, - ik) = o (2-17)

Betrachtet man die Randbedingung (2-11.b), so sind unter der rechten
Seite die momentanen (reellen) Werte der Potentialfunktion Phi1 und

14

oder:

«(r,9, t) = Re { mimJm(kr) cos(m19)} (2 - 14.b)

Das Potential 2.Ordnung der ungestörten (ankommenden) Welle wird
entsprechend angegeben

j {e'" } + 52t (2 - 15.a)

wobei 62 eine Integrationskonstante Ist, die aus der Bedingung für die
Gleichheit des Wasserspiegels im Ruhezustand ermittelt werden kann:



ihrer Ableitungen zu verstehen. Für zwei beliebige komplexe Zahlen
ab gilt:

Re{ae'"} Re{be'} = Re{abe_2} + {a} (2-18)

wobei die konjugiert komplexe Zahl von b ist. Daraus ist ersichtlich,
daß die rechte Seite der Glg. (2-11.b) und damit das Diffraktionspo-
tential aus einem zeitunabkangigen und einem mit der Frequenz 2w
oszillierenden Teil bestehen muß.

= Re {e_2t } + p'0(r, , z) (2 - 19)

Die Glg. (2-11h) kann weiterhin wie folgt formuliert werden:

ist.

+ = ¡2o + Re {ß2e2t}
az at2

z1 (a2 w2

2 ôz2 g

15

(2-20)

(2 20.b)

wobei

und

ß20 '

az
+42+iw[(+

Pi (a2p1 w2Oçc1

\2 1 /û\2
c9r) -;-) +---)

(2

(\ +' (° (r2Oa)ai9

20e)
2 5z2 g Oz

(a (a + (°'&r)ôr) ôz)ôz)



Entsprechend ist ß2 für die Lösung von zuständig. Das Randwert-
problem für p und kann dann getrennt behandelt werden. Das
Potential liefert erst Kräfte 3.Ordnung und wird hier im weiteren
nicht berücksichtigt. In dem doppetharmonischen Teil 32 bzw. auf
der rechten Seite von (2-20.a) wird weiterhin = + gesetzt.
Aus (2-20.a) folgt dann für diesen Anteil des Potentials in komplexer
Schreibweise

ôr ar) azOz

i (8pf a\2 (+p)
2

[
a2 i'Of
ôz2 g -----)j (2-21)

Dadurch, daß die Gleichung (2-20) auch für das Potential der ankom-
menden Welle gilt, heben sich die Anteile der Gleichung, die p und
dessen Ableitungen nicht erhalten, gegenseitig auf. Daraus folgt:

(Oo\ (ô\ 2 ' fô\
L

\ôr)Or)
/52S w2ô\ (O( 2ôI1

âz2 ôz2

ffas\2 a2 (8S\2 pj (O2 w2a\1+zwI(---) +Lcn1
ßjs+ßssß2 (2-22)

Dabei enthält fus die Summe von Produkten p x yj und ßss die
Summe von Termen der Form x

16



2.3 Lösungsrnethode

Nach Abkoppelung der Zeitvariablen aus der Gig. (2-11) kann man
jetzt das Randwertproblem 2.Ordnung für das doppelharmonische Po-
tential neu formulieren:

2S S 32S 2SS_2' p2
2 Or2 r Or r2 592 0z2

- - auf dem Körper (2 24)-

- 4w24 = = ßzs + ßss für z=d

as-=O fürz=O
Oz

und eine Abstrahihedingung im Unendlichen für

Aus mathematischer Sicht stellen die Gleichungen (2-24) und (2-25)
zwei inhomogene Randbedingungen dar. Innerhalb der Theorie der
Differentialgleichungen kann daher, um eine komplette Lösung zu fin-
den, in eine Summe von zwei Funktionen aufgespalten werden [12],

SF + wobei jede Funktion nur eine inhomogene Randbe-
dingung zu erfüllen hat. Somit lautet das Randwertproblem für das
Potential

= 0 (2 - 27.a)

0SL
g

Oz
42L = ßis + ßss für z=d (2 - 27.b)

0SL
= o für z=O (2 27.c)

Oz
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(2-25)
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und eine Abstrahibedingung im Unendlichen.

Das Raudwertproblem für das Potential kann dann wie folgt for-
muliert werden:

a ai

¿SF =

g
3z

2SF0 fürz=d

SF
o für z=O

e3z -

und eine Abstrahibedingung im Unendlichen.

Das Potential p erfüllt unter anderem die homogene Randbedingung
(2-28.b). Das asymptotische Verhalten von " für r -i ist daher
einem linearen Diffraktionspotential äianlich

SF L(9)- e cosh(,cz) icr» i

auf dem Körper (2 - 28.d)

wobei ic und 2w die Dispersionsgleichung:

4w = icgtanh(tcd) (2 30)

erfüllen.

Bei der Gleichung (2-22) treten Produkte von Potentialen der Form
x und x auf. Das asymptotische Verhalten von ist:

sfi(t9)- i7
cosh(kz)e'

18

(2 - 28.a)

(2 - 28h)

(2 28.c)

(2-29)

(2-31)



Daraus folgt das asymptotische Verhalten von ßss

H(i9) i2kßss e

und weiterhin
I3is

G(tY)
)

- r1/2

bzw.

r

Um für das Randwertprobiem (2-27) eine Lösung für r - zu finden,
wird wiederum die Gig. (2-27.b) bzw. das Potential in zwei Teile
aufgespalten:

Ç°SL = Ç'SLJ + 'SLS (2 - 34)

mit der Forderung nach Erfüllung der Meeresoberflächenrandbedin-
gung:

SL!
g

oz
42SLI =

aLS
g 42,SLSß

(2-32)

(2-33)

(2 35.a)

(2 - 35b)

Die Funktion klingt für wachsendes r mit 1/r relativ schnell ab.

SLS H(:9) cosh2(kz)- (2-36)

Um eine asymptotische Lösung you zu finden, wird die Laplace-
sche Differentialgleichung angenähert:

/02 102 5
+ +

SLI = o(r_h/2)

Es kann leicht ermittelt werden, daß

19
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die Gig. (2-37) erfüllt, weil

/82 182 8 SL! SL!=[_k2(l+cos)2+2k2(1+cos)_k2sin21,
+ o(r"2) = o(r_i'2) (2 - 39)

Um die Gig. (2-35.a) zu erfüllen, genügt es dann, L(9) so zu wählen,
daß

L(,3)fgk(2 + 2 cos )1/2 sinh[k(2 + 2cost9)''2d] 42 cosh[k(2 + 2cost9)"2d] G(t9)

(2-40)

Aus der Gig. (2-38) kann man entnehmen, daß das Potential p'-'
bzw. die Wellen proportional zu ßis für große Radien unterschiedli-
che Geschwindigkeiten in Abhängigkeit des Winkels i9 aufweisen, was
bedeutet, daß die Sommerfeldsche Randbedingung in Form der Gig.
(2-17) für nicht zutreffend ist. Es wird deshalb erforderlich, eine
neue Randbedingung im Unendlichen zu definieren [23].

Physikalisch kann man diese Richtungsabhängigkeit wie folgt erkiïren:

Betrachten wir zuerst die Wellen 1.Ordnung in einem Punkt (Rcost9,
Rsin9) in einem großen Abstand R vom Körper. Sie überlagern sich
durch die ankommenden Wellen in Richtung k = (k,0) und die Diffrak-
tionswelien, die sich in radialer Richtung fortpflanzen und in großem
Abstand vom Körper als ebene Wellen mit einem Wellenzahlvektor

= (k os 9, k sin 19) angenommen werden können. Beide Wellensysteme
haben die gleiche Frequenz w, pflanzen sich aber in verschiedenen Rich-
tungen und mit verschieden Ampiituden (z.B. H1 und H5 ) fort.

Aus der inhomogenen Randbedingung (2-27.b) für das Potential
2.Ordnung SL ist ersichtlich, daß drei Arten von Wellen entstehen,
wobei alle mit der gleichen Frequenz osziUieren.

4
20

SL! L(t9)
P2 u cosh [k(2 + 2cos19)1'2z] ek(1+c0 9)

1/2 (2-38)



Wellen, die proportional zu (H1)2 sind und einen We]lenzahlvektor
aufweisen.

Wellen mit der Amplitude (H5)2 und mit einem Wellenzahivektor
2k5
Wellen, die proportional zu (H1)(Hs) sind und sich mit einem Wel-
lenzahivektor in einer zwischen ì und s liegenden Richtung 1+s
fortpflanzen.

Die erste Wellena.rt (a) wird durch das Wellenpotential beschrieben.
Die Wellen der zweiten Art (b) sind für große Abstände nicht inter-
essant, denn sie klingen proportional zu 1/r relativ schnell ab. (H5
klingt mit i// ah). Die Amplitude der letzteren Wellen (c) klingt
mit wachsendem r proportional zu 1/ ab und ihr asymptotisches
Verhalten wird durch die Gig. (2-38) beschrieben.

In einem sehr großen Abstand vom Körper existieren also zuletzt zwei
'Wellensysteme:

die in radialer Richtung mit 1/ abklingenden Wellen (Glg.(2-
29)), die eine Wellenzahl PC aufweisen. Sie erfüllen die homogene
Meeresoberflächenrandbedingung (2-28.b). Diese Wellen werden
"freie Wellen" genannt -weil ihre Wellenzahl PC nicht identisch mit
der der Wellen erster Ordnung k ist- und werden durch das Po-
tential SF beschrieben.

die zur Welle l.Ordnung "gekoppelten Wellen", deren Fortschrei-
tungsrichtung in einem Punkt (R,ö) gleich 9/2 ist. Ihr asymptoti-
sches Verhalten wird durch die Glg. (2-38) beschrieben.

Das Verhalten der Wellen bzw. des Potentials 2.Ordnung im Unend-
lichen ist sehr nützlich für die Weiterbehandlung des Randwertpro-
blems 2.Ordnung. Obwohl noch keine komplette Lösung des Potenti-
als im Nahfeld vorliegt, sind diese Erkenntnisse über das asymptoti-
sche Verhalten von y aussagekräftig genug, um die Kräfte 2.Ordnung
vollständig zu ermitteln.
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2.4 Ermittlung der auf den Körper induzierten Kräfte:

Der Druck an einem Punkt in der Flüssigkeit wird durch die Beruoul-
lische Gleichung angegeben:

(V')2
p= pg(dz)p-- -

2
+pLf (2-41)

Ersetzt man durch die mit der Störungsrechnung entwickelten Po-
tentialausdrücke so bekommt man den Druck p nach Potenzen von s
sortiert:

P=PLfc+PO+EPi +52(p2 +2)20) (2-42)

wobei:

po=pg(dz) (2-43)

Spi =epRe{üp1e"'t} (2-44)

2 / 2
11[(ap1"\= E2PRe{{9i + [) 8r ) +

] }
e2}
(2-45)

2 1 2 r(ai) (I' + i ía1 /ô,\1EP2o_EP[5 5zj \ôr}r)5}O)j
(2-46)

ist dabei die konjugiert Komplexe von p.

Es werden zunächst die Funktionen (j = 1,2, 3.6) an allen sechs
Freiheitsgraden (drei translatorische j = 1,2,3 und drei rotatorische j =
4,5,6) bezüglich eines kartesischen Koordinatensystems Mxyz definiert:

= cos(ñ,±) ii2=coS(ñz7) 3=cos(, (2-4Ta)

= ycos(#î,i) - zcos(o'iÇ) = Yi3 - Z772 (2 47.b)



775 = z cos(7, S) - z cos(i, S) = zr1 - zr)3 (2 - 47.c)

776 = zcos(,q) - ycos(,S) = zr)2 - Y'li (2 47d)

wobei mit i der Normalenvektor an einem Punkt (x,y,z) der Körper-
oberfläche q und mitj s, ç, i die Einheitsvektoren (1,0,0), (0,1,0),
(0, 0,1) gemeint sind. Dadurch sind die Funktionen i(z, y, z) , j = 1,2,6
durch die Gestalt der Fläche und die Wahl des Koordinatensystems
M(x,y,) bestimmt.

Die auf den Körper wirkenden Kräfte F in Richtung i , (j = 1,2,3) bzw.
Momente (j = 4,5,6) werden durch die Integration des Druckes über
die momentan benetzte Oberfläche des Körpers errechnet. Eine
Vereinfachung wird erreicht, indem man diese Fläche wie folgt auf-
spaltet: Sq = S + SQ. SQ ist dabei eine zeitlich konstante Oberfläche,
die sich bis an die Stillwasserlinie des Körpers mit z = d erstreckt, und
S ist eine zeitlich veränderliche Fläche, die sich zwischen z = d und
z = d - erstreckt. Es ist:

F3=_Jfpr)jds (j=1,2...6) (2-48)

Beschränkt man sich auf Rotationskörper mit vertikaler Achse, mit
einer in x-Richtung ankommenden Welle so gilt F2 = F4 = F = 0. Im
weiteren werden daher nur die Kräfte F für j = 1,3 und 5 behandelt.

Setzt man die Ausdrücke (2-44) bis (2-46) für den hydrodynamischen
Druck in die Formel (2-48) ein, so werden entsprechend die Kräfte bis
zur zweiten Ordnung mit Hilfe der Wellenpotentiale ausgedrückt:

F1 =Re{Fje1}=p [f
J JS,

= F.20 +Re{F2 e 2t}

E2P fi a2 f f (Vj)2dS+p (f (gz+E5')r)3dSJJSQ 2 JSQ J S

j=1,3,5 (2-49)
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2p
2 R [1 (Vj)2OjdS_e2

J
dS+

2 JSQ 2g j --)r
(2-50)

Das Linienintegral wird über die Stillwasserlinie F des Körpers in der
Höhe z = d gebildet. Durch die Benutzung der komplexen Schreibweise
für die Potentiale und 2 mit

l'i = Re{pj} und = Re{2e21) + '2O (2-51)

wird aus der Gig. (2-50) die zeitunabhängige Kraft F20 -auch Drift-
kraft genannt- (bzw. das Driftmornent) und die komplexe, doppel-
harmonische Kraft (bzw. Moment) zweiter Ordnung F2 gewonnen.

2[f (V1)(V)dS 2 2 P fdr+3pe
2ksinh(2kd)

+E W -F20,=---
Sq

=F1+F,+FH (2-52)

Der Term mit dem Kronecker Symbol 83 (8e, = 1 für j = 3, = O
für j 3) bedeutet den zusätzlichen Anteil der Driftkraft in vertikaler
Richtung infolge der Gig. (2-15.b). a ist dabei der Wasserlinienradius
des Körpers.

Die doppeiharmonische Kraft wird aus Gründen besserer Handhabung
zuerst in weitere fünf Anteile zerlegt:

F2, = (2-53)

Im folgenden Ablauf der Arbeit werden die fünf Anteile anhand der
Gign. (2-50) und (2-51) wie folgt vereinbart:
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und
= 2iwe2p [/ odS2

J .iSq

Die Ausdrücke (2-52) und (2-54) bis (2-56) enthalten das Potential
= + p und das Potential der ankommenden Welle. Das Po-

tential wird aus der Lösung l.Ordnung gewonnen (in dieser Arbeit
durch die Makroelementemethode) und wird daher als bekannt vor-
ausgesetzt. p wird durch die Glg.(2-15.c) angegeben und ist ebenfalls
bekannt. Die Gleichung (2-57) enthält das unbekannte Diffraktions-
potential 2.Ordnung. Mohn hatte dafür ein von Haskind [24] stain-
mendes Verfahren weiterentwickelt. Dieses Verfahren wurde auch von
anderen Autoren für die Errechnung der Kräfte 2.Ordnung auf zwei-
dimensionale Körper angewandt [3], [6], [35].

Man definiert zuerst ein hypothetisches, harmonisches Abstrahipoten-
tial W mit der Frequenz 2w. Es beschreibt das Wellenfeld, das duich
die erzwungene Oszillation des betrachteten Körpers im Wasser in
Richtung j entsteht. Dieses lineare Potential hat folgende Gleichun-
gen zu erfüllen:

Re {I'e2} (2 58.a)

F2 = 2iwE2 p ff odS
Se

FII=E_Jf 1(ai2+aYi\2
JSQLZ) +

2,r

E:wai f?i3dö

mit:

v2,i = o
a'IJJ =
un
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(2-54)

]
dS (2 - 55)

(2-56)

(2-57)

in der gesamten Flüssigkeit (2 - 58.b)

auf der benetzten Oberfläche SQ(2 - 58e)



g83 _2=0
0z

Lo

F'' = 2iwE2p [f çaI4dSJJsq

Durch die Anwendung des Greenschen Theorems für das Potential
und 'I' in einem Kontroilvolumen, das durch die vier Teilflächen Sq,
Sp, Sa und S, begrenzt wird (Abbi), bekommt man:

IISQ (' - dS
= fLB+SF+S

ist der in das Kontroilvolumen zeigende Normalenvektor)

Das Integral über den Meeresboden S5 auf der rechten Seite der
Glg.(2-61) verschwindet, weil für z = o gelten rnuß:

ôñ
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=0

an der Meeresoberfläche z = d (2 - 58.d)

am Meeresboden z = 0 (2 - 58e)

(2-60)

(%11 dS
Ori

(2-61)

Wegen des asymptotischen Charakters von und durch die Methode
der stationären Phase [23J kann gezeigt werden, daß das Integrad über

und die Sommerfeldsche Randbedingung im Unendlichen:

=0 (2 - 58f)

mit

= tcgtanh(tcd) (2 59)

Durch Einsetzen der Gig. (2-58.c) in die Gleichung (2-57) ergibt sich:



s, auch nach Null abklingt. Das Verschwinden dieses Integrals ist
gleichzeitig eine physikalisch vollständige neue Randbedingung im Un-
endlichen und ersetzt die Sommerfeldsche Randbedingung für das Po-
tential . Setzt man die Randhedingungen (2-22), (2-24) und (2-58.d)
in die Gleichung (2-61) ein, so ergibt sich:

= 2iwe2 p ' (f WdS + [f ß2dS'
1JJSq 9J SF J
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(2 - 62)

Im folgenden wird der erste Term der Gig. (2-62) als Teil IV und der
zweite Term als Teil V der Kraft F2 2.Ordnung angesprochen. Das
lineare Abstrahipotential i' ist leicht zu ermitteln, während ß2 durch
die Glg. (2-22) gegeben wird. Die gesamte oszillierende Kraft 2.Ord-
nung wird dadurch (Glgn. (2-54) bis (2-56) und Glg. (2-62)) mit Hilfe
der Potentiale 1.Ordnung bzw. deren Ableitungen errechnet, und das
komplizierte Diffraktionspotential 2.Ordnung wird nicht benötigt.
Da für die Ermittlung des Potentials i Ordnung in der Literatur zahl-
reiche numerische Methoden und entsprechend entwickelte Rechen-
programme vorhanden sind (Singularitätenmethode, Finite-Elemente,
Makroelementc usw.), lassen sich die oben formulierten Kräfte 2.Ord-
nung durch eine aufwendige Routinearbeit mit Hilfe einer Rechenan-
lage errechnen. Es hat sich erwiesen, daß für die Ermittlung dieser
Kräfte die zuerst benötigten Ausdrücke 1.Ordnung mit einer hohen
Genauigkeit vorhanden sein müssen. Diese Rechengenauigkeit ist in
den meisten Fällen höher, als sie für die Berechnung der Kräfte lOrd-
nung notwendig wäre. Weiterhin benötigt die Integration des fünften
Anteils über die bis ins Unendliche ragende Meeresoberfläche SF die
Entwicklung eines besonders effektiven Integrationsverfahrens, um die
Berechnungen im Rahmen einer kostenmäßig vertretbaren Rechenzeit
zu halten.



3. Analytische Lösung Ihr den vertikalen Zylinder

Für den SonderfaiJ eines vom Boden bis zur Meeresoberfläche ragen-
den Zylinders mit dem Radius a und der Wassertiefe d können die
Ausdrücke des Diffraktionspotentials und des Abstrahipotentials
', (i = 1,5) und die daraus folgenden Formeln für die Kräfte 2.Ord-
nung analytisch ermittelt werden. Aus der klassischen Lösung von
Mac Camy und Fuchs [45] bekommt man durch die Lösung des Rand-
wertproblems l.Ordrnmg das Diffraktionspotential unter den in Kap.
2 getroffenen Annahmen in folgender Form:

i(r,i9,z,t) Re {(f +

mit

und

iwH cosh(kz)
= 2ksinh(kd)

ef(r, , z)
zwff cosh(kz)

Ê fmlm Jm(kr) cos(rrn9)
2k sinh( lcd)

m=O

F J(ka)
cos(rrn9) (3-3)

Durch Einsetzen von p und in die Gign. (2-52) bis (2-56) und
mit Hilfe der GIg. (2-15.c) für das ankommende Potential 2.Ordnung

werden die entsprechenden Kraftanteile 2.Ordnung gewonnen. Im
folgenden werden die so ermittelten Kraft- und Momenten-Anteile I -
IV tabellarisch angegeben.
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3.1 Anteile i bis iv der Kräfte und Momente 2.Ordnung
auf den Zylinder

a. Horizontale Erregiuigskraft:

F 3jir
J1(2ka)

pga(H/2)2 2sinh2(kd)

= cose

Für den Iv. Anteil der horizontalen Kraft 2.Ordnung bzw. Gig. (2-
62) wird das Abstrahipotential W1 benötigt. Dieses kann leicht aus
der Lösung des Randwertproblcrns 1.Ordnung, das die Gign. (2-58)
beschreiben, ermittelt werden. Es ist

W1 = Re{Wie2"'t}

- 4sin(Cd) K1(Cr)
(2d + sin(2Cd)) CK (Ca)

cos(Cz)
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(3-8)

F' 21 ( / 2kd \ (-1)"'
pga(H/2)2 (ka)2 1

sinh(2kd)) H H,,,,=o +1

2kd \ (_1)m( + 1)rn) (3 5)+ (k)2 (i + sinh(2kd)) H' H'm+I m

F21" 41 (_1)m
(3-6)pga(H/2)2 - (ka)2 H' H'

dabei Ist:

dHm(kr)H' (3-7)d(kr)



Die Summe über erstreckt sich über i, ..... o bzw.
(j=1,2,3,...) sind die eine imaginäre bzw. die unendlich vielen reellen
Wurzeln der Gleichung:

2 + tan(ed) = o

Der entsprechende Kraftanteil IV lautet:

FjV 24iirJ(21ca)1c3 . sin(2d) Kj(a) i
pga(H/2)2 - cosh(kd) (2d+ sin(2Cd)) K(a) e(e2 + 4k2) (3_9)
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b. Moment 2.Ordnung

Bezüglich eines Bezugspunktes mit den Koordinaten (r, i9, z) = (O., O., e)
können die Anteile I bis Iv des Momentes 2.Ordnung analytisch wie
folgt ausgedrückt werden:

Fj 3iirJj(2ka) (d'\ e tanh(kd)
pga2(H/2)2 2sinh2(kd) a) d 2kd

4i (de tanh(kd)'( (+1)) (-1)'
pga2(H/2)2 - ir(ka)2 4ak ) 2 H' H'30 (ka) j+1

+
4i d/2 - e (i(i +1)) (_i)i

(ka)sinh(2kd) ( a ) (ai (ka)2 2+' H'
(3-11)

3=

FJ" 4i (de) °° (-1)3 (de) FJ,"
pga2(H/2)2 - «ka)2 a H' H' - a pga(H/2)2

(3 - 12)
7=0 j+l j

Das für den IV. Anteil benötigte Abstrahipotential wird:

7.9, Z, t) = Re {W5e2""

4 K1()s(r, , z) = coo
(2d + sin(2ed)) K(ea)

[d -
° sin(ed) + {cos(d) - i}] cos(z) (3 13)

Den dazugehörigen Momentenanteil bekommt man in folgender Form:

FV 48i7rk3J(2ka) [(d - e) sin(ed) + ' (cos(ed) - 1)] cos(ed)
pga2(H/2)2 acosh(kd) 2 (4k2 + e2) (2Cd + sin(2Cd))

(3 - 14)
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c. Driftkräfte:

Analog zu den osziffierenden Kräften 2. Ordnung werden auch die
zeitunabhängigen Kräfte bzw. Driftkräfte auf einem festgehaltenen
Zylinder mit Hilfe der Formel (2-52) gewonnen:

F' 2 2kd '\ (
20

pga(H/2)2 - (ka)2
[(1 - sinh(2kd)) 1ml , }

2kd \ (j+1)jl
+ (k)2 sinh(2kd)) 1m Ì]

(3-15)
j=0

Das Linienintegral über F der Gig. (2-52) wird:

d. Driftmomente:

Im
4

pga(H/2)2 - ir(ka)2
2=0

((j+i)j4d(d/2 - e)
ImT(ka)a2 si(2kd) (ka)2

1)

und
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(3-16)

20F' 4 rd - e th(kd)1
Im {

(i +
+ ij\

pga2(H/2)2 - (ka)2 L2a2k (2ka)2 j (ka)2 ) H1Ç
J

(3-17)

Fr 4(de)20
pga2(H/2)2 - (ka)2aIm { H' }

(d - e' Fío, (3-18)
a ) pga(H/2)2j=0 j+I J

Dabei bezeichnet Im{...) den imaginären Anteil einer kompiexen Zahl.



3.2 Integration der Meeresoberflächenfunktion

Der V. Anteil der horizontalen Kraft bzw. des Moments auf den
Zylinder wird mit Hilfe der Formel (2-62) für j = i bzw. j = 5 errechnet:

9iwE2p 2,r
F2v_

f f /324jrdrdt9
(3-19)

Der dafür benötigte Ausdruck der Meeresoberflächenfunktion wird
aus der Gleichung (2-22) entnommen Werden die in der Gig. (2-
22) auftretenden Potentia.le , sowie deren Ableitungen aus den
Formeln (3-1) bis (3-3) ersetzt, so bekommt man nach einigen Opera-
tiorien die Funktion ß2(r,9) in der Form einer trigonometrischen Reihe:

ß2(r,19) = Brn(r)cos(mt9) (3-20)

Aus der Gig. (3-19) in Verbindung mit den Glgn. (3-8) bzw. (3-13)
des Abstrahipotentials W ist ersichtlich, dall für die Ermittlung der
Kraft F' nur der cosl9 Term bzw. B1 der Gig. (3-20) benötigt wird.

Nach Durchführung einer Reihe von Operationen wird folgende Formel
für Bj(r) erhalten:

dabei ist:

J(ka)
m H(ka)

4w2
Bi(r) =

- k2 th2(kd)
[Um j+i + Um+iJHi

I
(m(rn-i-1) 1 3+ um+ju,H+iH, +

(kr)2 2
+

2
tanh(kd))

X (umjm+iHm + Um+iJmffm+j + m+ mHm+ iHm)] }

1m Jm(kr) ; Hm = Hm(kr) (3 22)
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Die Funktion Bi(r) wurde beispiethaft für einen Zylinder mit d/a = 3,
a = 10 Meter und eine Wellenzahl Ic = 0.15m in der Abb. 3. gezeich-
net.

Der Ausdruck (3-19) für die horizontale Kraft wird dadurch:

= I(oo) (3 - 23)

lt

R

1(R)
2zwE2plr 4sin(ed)cos(ed)

f B1(r)Ki(&)rdr (3-24)
g e(2ed+sin(2ed))Ka)

Entsprechendes gilt für das Moment:

I (de)F
_22

l ¿sin(d)
1

4cos(d)
X f2d + sin(2d)K(ea) f Bj(r)Ki(&)rdr (3 - 25)

für -i?C wird Kj(eor) = _0.5rH1)(,cr).

Wird das Meeresoherflächenintegral (3-24) bis zu einem Radius R in-
tegriert und wird das Ergebnis als eine Funktion von R aufgetragen,
so kann festgestellt werden, daß diese Integral-Funktion mit einer Pe-
riode ) = 2ir/e oszilliert und sehr schlecht konvergiert. Indem aber
der Mittelwert über die Periode .\ gebildet wird, können diese Oszil-
lationen herausgefiltert werden, und so kann eine schnelle Konvergenz
erreicht werden. In der Praxis wurde diese Konvergenz in den meisten
Fällen für ca. R0 < iSa längst erreicht.

In der Abb.4 wurde für einen einfachen, vom Meeresboden bis
zur Meeresoberfläche ragenden Zylinder der Verlauf des Meeresober-
flächenintegrals als Funktion von r vor und nach dem Ausfiltern dieser
Oszillationen aufgetragen. Es ist ersichtlich, daß das Herausfiltern der
Oszillationen ein einfaches aber effizientes Mittel für die Bestimmung
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dieses Integrales ist. In der Praxis wurde für diese numerische Inte-
gration die Simpsonsche Regel benutzt.

Um eine weitere Bestätigung der Richtigkeit numerischer Ergebnisse
zu erzielen, wurde zusätzlich eine halbanalytische Methode für große
Radien R entwickelt, die ausführlich im Kapitel 5 beschrieben wird.
Beide Methoden lieferten die gleichen Ergebnisse bis auf zwei Dezimal-
stellen mit vergleichbaren Rechenzeiten. Für eine genauere Rechnung
jedoch hat sich die halbanalytische Methode in Bezug auf Rechenzeit-
Ersparnis als wesentlich effizienter erwiesen.

35



4. Numerisches Verfahren zur Ermittlung

der Kräfte 2.Ordnung auf beliebige Rotationskörper

4.1 Prinzipieller Aufbau des Makroelementverfahrens.

Für die numerische Behandlung des Problems 2.Ordnung wurden das
Diffraktionspotential 1.Ordnung, seine Ableitungen und das Abstrahl-
potential 'Je durch die Makroelementemethode numerisch ermittelt.
Diese Methode wurde am Lehrgebiet Grundlagen der Meerestech-
nik der Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule Aachen ent-
wickelt. Eine Zusammenfassung wird hier kurz präsentiert, um die
Erfassung der numerischen Entwicklung des Randwertproblems 2.Ord-
nung zu ermöglichen. Für eine ausführliche Analyse wird auf die Li-

teratur verwiesen ([32], [33}, [39], [40], [42], [43]).

Unter Beibehaltung der Koordinatendefinitionen sowie der Annah-
men, die im Kapitel 2 getroffen wurden, müssen das lineare Gesamt-
potential c = + cZ'j die Gleichungen (2-lo) und das Diffraktions-
potential 4 zusätzlich die Abstrahlbedingung (2-17) im Unendlichen
erfüllen. Bei der Makroelementemethode wird die Körperkontur durch
eine Treppenkurve angenähert. Das Strömungsfeld im Bereich der
Struktur wird in ringförmige Elemente aufgeteilt, die sogenannten Ma-
kroelemente, die durch die Horizontalflächen der Struktur-Stufen und
die Meeresoberfläche bzw. den Meeresboden begrenzt werden (Abb.
2). Der äußere Bereich des Wasserkörpers wird durch ein infinites
Ringelement beschrieben. Das in dem Kapitel 2 beschriebene Rand-
wertproblem 1.Ordnung (2-10) läßt sich so für jedes Makroelement ge-
trennt aufstellen. Durch diese Diskretisierung werden zwei zusätzliche
Randbedingungen verlangt, nämlich die Gleichheit des Druckes und
der horizontalen Geschwindigkeit an den vertikalen Rändern zweier
benachbarter Elemente.

Die Kontinuitätsgleichung bzw. die Laplacesche Differentialgleichung
(2-lOa) für das Potential l.Ordnung 4 bzw. nach Abkoppelung der
Zeitvariable (d', = Re{ie"'}), wird durch die Methode der "Tren-
nung der Variablen" behandelt. Macht man nämlich den Lösungsan-
satz:
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00 00 00

i(r,i9,z) = >R(r)O(19)Z(z), (4-1)
j k

so wird das Problem bekanntlich [44J auf die Lösung folgender drei
gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen zurückgeführt:

2

+ A20 = o

d2 z - B2Z = o
dz2

d2R ldR+(B2 A2\
dr2 +rdr _)R=o

Unter Berücksichtigung der für jedes Element geltenden Randbedin-
gungen bekommt man aus der allgemeinen Lösung der Glgn. (4-2) bis
(4-4) die Ansätze für die Funktion für alle drei Elementtypen, wie
in {33] hergeleitet wurde. Sie werden hier der Vollständigkeit halber
wiedergegeben.

Durch die Wahl einer ankommenden harmonischen Elementarwelle der
Form (2-13) (Airysche Welle) wird zuerst der allgemeine Ansatz für
das gesamte Potential = + getroffen:

37

ep1(r,i9,z) = -iw--
m=C

{rn(rz)} cos(m) (4-5)

. ist das Neumannsche Symbol mit . = i für in = o und = 2 für
in i. Die dimensionslosen Funktionen (r,z) lauten für die drei
Elementtypen:

(4-2)

(4-3)

(4-4)



Elementtyp A. (Infinites Ringelement:)

brn(r,z) = {Jrn(kr)
Jm(ka) Hm(kr)1 Zk(z) FKm(ar)Z(Z)
Hm(ka) ÌdZ(d)

+
Km(aa)

g

sind. Die Summe über a in der Glg.(4-6) erstreckt sich über die eine
der beiden imaginären Wurzeln a0 = ik, k > 0 (die konjugiert kom-
plexe Wurzel +ik erfüllt nicht die Sommerfeidsche Abstrahlbedingung)

X und die unendlich vielen reellen Wurzeln der GIg. (4-9) a1, (i = 1,2,...)
Die Einführung des Wertes a = ik in die Gig. (4-9) führt nämlich

zu der Dispersionsgieichung. Weiterhin gilt:

Z,(z) = N;/2 cos(az) (4 - 10)

N=[siri(2ad)
1+

2ad

AÇ, ist die modifizierte Besselsche Funktion zweiter Art, und 2,,. sind
die noch unbekannten Fourierkoeffizienten.
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(4-6)

Zk(z) = N112 cosh(kz) (4 - 7)

sinh(2kd) i-Nk [i + (4-8)- 2kd j

wobei a die Wurzeln der transzendenten Gleichung

atan(ad) + = O (4-9)



Elementtyp B:

In dem Deflnitionshereich a, < r < a,+l und h, < z < d eines Elementes
i des Typs B wird für die Funktion bm(r,z) folgender Ansatz gewählt:

bm(r,z) = [ ,(r)m + R(r)] Za,(z) (4 12)

mit

Im(oza,)Km(Or) - Km(Q,aI)Im(o,r)=
Im(a,a,)Km (a,a,+j) - Im(a,a1+, )Km(c,a,)

* Km(&,ai+i)Im(c,r) - I,(a,a,+,)K,,(a,r)Rm(r) - I(aa,)Km(a,a,+,) - im(,a,+i)Km(,a,)

(4 - 13)

(4-14)

wobei Im die modifizierte Besselsche Funktion erster Art und m-ter
Ordnung ist und c, die Wurzeln der Gleichung

w2c,tan[a,(d h1)] + - = 0 (4-15)
g

sind. Weiterhin sind die in dem Bereich z = [h,, d] orthonorinalen Funk-
tionen Z(z) wie folgt definiert:

Z(z) = N"2 cos[o,(z - h,)] (4 - 16)

i I sin[2a,(d - h,)] iN = + 2a,(d h,) j
(4-17)

wobei cj die reellen Wurzeln der Glg. (4-15) sind.

Für die erste Wurzel o,, = ik, wird die Funktion Z(z) entsprechend
modifiziert:

Zk(z) = N'12 cosh]k,(z - h,)] (4 - 18)
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mit

Elementtyp C:

m(r,z) = ,,, [Rm(r)Fmr + Rin(r)F,] cos (-) (4-20)

(rip = 0, 1,2, co)

Rmo(r)= ()(
a,

R,(r) =

Im(cir)
hrn Rm,, =aiO Im(oa1+1)

40

Nk, =
[

+ sinl42k,(d - h1)]1
2k4(dh1) j

(±5±i)" ( r

r
,Rma(r) = / \ m /

( -(-s-l\ J \a,+

Betrachtet man weiterhin den Sonderfall des mittleren Elementes des
Typs B bzw. C mit az 0, bzw. a o, so werden die Grenzwerte
für die Funktionen Rrn, R,, durch Einsetzen der Grenzwerte für die
Besselschen Funktionen in die Formeln (4-13), (4-14), bzw. (4-22),
(4-23) ermittelt [33]:

(4-19)

für ri = 0, (4 21)

R,,,,,(r)
Im (a) Km (yr) ir,,, (rap) m

, (4 22)
1m(ap) Km(ai+i) Im(ap+i) Km(ap)

Km (-ap+i) '= I,, (ap+i) Km (yr)
Im(p) Km(ap+i) Im(2ap+i) Km(p)
für n=1,2,3,...00. (4-23)

hrn R,,. = 0. (4-24)



Im(r)
Um Rm,, = " um R = 0. (4 - 25)

1m (aii) /
Die Potentialfunktionen wie sie in den Gign. (4-6), (4-12), (4-
20) dargestellt wurden, haben den Vorteil, daß sie an den vertikalen
Rändern r = a1 (i = 1,2,...L), r = a (p = 1,2, P) und r = a durch
einfache Fourier-Reihen wie folgt ausgedrückt werden können:

a,z) = Z(z), für O <z <d

= ,Z1(z), für h1 z d

1Im(al+i,z) = für o z d

für 0< z <

m(ap+i, z) = cas für O < z h (4 26)

Die Ansätze der GIgn. (4-6),(4-12) und (4-20) erfüllen a priori die ki-
nematischen Randbedingungen an den horizontalen Rändern der ide-
alisierten Struktur (Typ B, C) am Meeresboden (Typ A, C) und an
der Meeresoberfläche (Typ B, C). Der Ansatz der Glg.(4-6) erfüllt
zusätzlich die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung im Unendlichen.

Durch die noch zu erfüllenden Randbedingungen der Gleichheit des
Potentials und seiner ersten Ableitungen an den vertikalen Rändern
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zweier benachbarter Elemente sowie der kinematischen Randbedin-
gung (2-l0.c) an den vertikalen Rändern der idealisierten Struk-
tur, gelangt man mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens (Fehler-
minimierung) zur Lösung eines Gleichungssystems mit den Fourier-
Koeffizienten Fm,p und .î als den einzigen Unbe-
kannten. Wird dieses Gleichungssystem gelöst, so sind das Potential
E1 und seine Ableitungen in dem gesamten Flüssigkeitsbereich be-
kannt.

Für die Ermittlung des mit der Fequenz 2w oszillierenden Abstrahi-
potentials 4' bzw. ', das durch das Randwertproblem (2-58) beschrie-
ben wird, kann analog wie bei der Lösung des Randwertproblems
l.Ordnung (2-lo) verfahren werden. Es wird lediglich die Randbedin-
sung auf der Körperoberfläche geändert und die Frequenz verdoppelt.
Uber die Lösung dieses Abstrahipotentials durch die Makroelemente-
methode wurde in früheren Arbeiten ausführlich berichtet [32], [33].
Hier werden nur die für jeden Elementtyp geltenden Ausdrücke von 4'

wiedergegeben:

Wj(r,i9,z,t) = Re {IIj(r,i9,z)e_2t} (4 27)

mit

= yi(r,z)cos9

4J3(r,,z) = y3(r,z)

5(r, 9, z) = y5(r, z) cos

Für y, (j = 1,3,5) gilt weiterhin:

Elementtyp A:

i Km(&)-yj(r,z) = Fm,K(e)Z(z)
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mit

mit

mit

= fi3 = d ¿55 = d2 (4 - 28.a)

undm=Ofürj=3;m=lfürj=1,5.

Elernenttyp B: - /(

yj(r,Z) = gj(r, z) + [Rm,,Fm,t + R F] Z(z)

gi(r,z) = 0.

g3(r,z) = {(z_d)+

g5(r,z)= [(z_d)+2-]

und 83 bzw. m entsprechend Gig. (4-28.a). f sind die Wurzeln der
Gleichung j tan [1(d - h + = O mit = und j, (j = 1,2,3,...)
reelle Zahlen.

Elementtyp C:
, :

yj(r,z) = g2(r, z) + [Rm,F + RFJ COS (4 - 30)

z2 - 0.5r2 r(z2 - 0.25r2)
gj(r,z) = O ; g3(r,z) = gs(r,z)

2hd22hd
(4 - 30.a)
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4.2 Kraft und Momentengrößen 2.Ordnung infolge
des linearen Potentials

In diesem Abschnitt werden die endgültigen Formeln für die nume-
rische Berechnung der auftretenden doppelharmonischen horizontalen
und vertikalen Kräfteanteile IIV 2.Ordnung sowie des Moments in y-
Richtung in tabellarischer Forni wiedergegeben. Sie wurden mit Hilfe
der durch die Makroelementemethode ermittelten Potentialausdrücke
1.Ordnung aus den Glgn. (2-54) bis (2-57) und (2-62) hergeleitet. Die
Ausdrücke der Driftkräfte F20 aus der Gig. (2-52) werden ebenfalls
ermittelt.

Die Teile i, III und IV lassen sich durch analytische Ausdrücke in
Form von Fourierreihen herleiten. Teil II wird durch die Integration
der Drucicanteile, die aus dem Quadrat der Geschwindigkeit bei der
Bernoullischen Gleichung entstehen, bestimmt. Während für die ho-
rizontale Richtung (j = 1) des II-ten Teils eine a.nalytische Integration
möglich ist, können Ergebnisse in vertikaler Richtung (j = 3) erst nach
einer numerischen Integration gewonnen werden.

Teil V wird durch eine numerische Integration des Ausdrucks der
Meeresoberflächenfunktion über die bis ins Unendliche ragende freie
Oberfläche SF gewonnen. Diese Integration ist relativ aufwendig und
empfindlich bezüglich numerischer Ungenauigkeiten. Sie wird daher
in einem getrennten Kapitel behandelt.

Mit Hilfe der Potentialausdrücke (4-5), (4-6), (4-12) und (4-20) für die
drei Elementtypen A, B und C sowie der generalisierten Richtungs-
kosinusse für die idealisierte Strukturgeometrie (Treppenkurve) in den
Gign. (2-54) bis (2-57) und nach Durchführung der Operationen erhält
man für jede Berandung den entsprechenden Kräfteanteil.

Für die Kräfteanteile in horizontaler Richtung sind nur die vertikalen
Wandungen, für die Kräfteanteile in vertikaler Richtung sind nur die
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horizontalen Wandungen relevant, während sich die Integration der
Druckanteile zur Ermittlung des Momentes über alle Wandungen des
Körpers erstreckt. Im folgenden werden die Formeln für jeden Anteil je
nach Wandungsform tabellarisch angegeben. Durch das Aufsummie-
ren über alle relevanten Berandungen erhält man danni den gesamten
entsprechenden Anteil. Für eine detaillierte Herleitung wird auf An-
hang IV verwiesen.
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4.2.1 Oszillierende Kräfte 2.Ordnung:

a. Horizontale Erregungskraft:

Teil I:
Dieser Anteil wird aus der Integration der Druckanteile, die infolge des
ankommenden Potentials 2.Ordnung entstehen, ermittelt. Da das
Potential 2.Ordnung der ankommenden Welle bekannt ist, bekommt
man für diesen Kräfteanteil eine analytische Formulierung.

Für eine vertikale Wandung, die sich zwischen den Elementhöhen h-
und h-_1 erstreckt, einen Radius a aufweist und für die h- > h,_1 gilt,
bekommt man unabhängig vom Elementtyp:

F 3i7r (a2\ (2ka)
sinh(2kh,)sirih(2kh,_i) (3)

pga(H/2)2 2sinh2(kd) " a 1 sinh(2kd)

Teil II:

Dieser Anteil wird durch die Integration der Druckanteile, die aus
dem Quadrat der Geschwindigkeit bei der Bemnoullischen Gleichung
stammen, hergeleitet (Gig. (2-55)).

II.a Elernenttyp A:

An der vertikalen Wandung mit dem maximalen Radius des Behälters
r = a

F"2, kdtaflh(kd)i7r (-1)
pga(H/2)2 - m=O

00

x [(ad)(ßd)Ls + m(m +1) ()
2]

(4-32)

Dabei sind co bzw. fi die Wurzeln der Gig. (4-9) mit c, = = ik und

46



II.b Elernenttyp B:

Für eine Wandung mit r = a4 und h1_1 > h4

pga(H/2)2 =
- kdtanh(kd)4 () (_1)

x [(zd)(ß!d)Lß + m(m +1) () Lø] (4-34)

wobei c bzw. ß die entsprechenden Wurzeln der Gig. (4-15) und

N"2N"2 h_

= d f sin[a,(z - h4)} sin[ßi(z - hi)]dz

N''2N112 ,.hL
s / sín(cz) siri(ßz)dz

d Jhp

= cos(az) cos(ßz)dz (4 - 33)

mit

,.i/2.-1/2 r''
LC = ß

J cos[j(z - h,)] cos[,(z - hj)]dz
h1

(4-35)

sind. Ähnlich bekommt man für eine Wandung r = a und h,_1 <h4:

pga(H/2)2
= kdtanh(kd)i () (-1)"

[(al_ld)(l_Id)Llß + m(n2 + 1) () LIß1]. (4 - 36)
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hi_iLß = - d ' j sin[a1(z - h,_1)} sin[(ßz_j(z - h_i)Idz

- P_l i
= i cos[aj_1(z h,_1)]cos[(ß1_i(z -

d j,
(4-37)

IJ.c Elernenttyp C:

'ür eine Wandung mit r = a und hp_1 < h wird ermittelt:

F(,'
= kdtanh(kd)zir () (_i ipga(H/2)2 m0 jp0

(d\2 i
i d)(d)L + m(m + 1) -) Liji (4-38)x

( hh ,

wobei:

-

LCC lp3p / cos
h /rL7rz) (Jplrz\'' d h

cos I dz

während für eine Wandung mit r = a5 und h5_1 > h,, gilt:

2
= kdtanh(kd)i7r (-1)"' 1m+1,j

pga(H/2) a
,,,

[(fl') ('') L',1 ++ i ()2L1]

mit:

(4-39)
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L:,
in (_iz) dz

= i: (nz) (p-iz)
dz (4-41)

Teil III:

Teil III entsteht aus der Integration des Wellenprofils über den zeitlich
veränderlichen Anteil der benetzten Oberfläche S und bezieht sich
nur auf das Element, das den Wasserlinienradius a1 ( ¿ = i) enthält.

III Elementtyp B:

00

- i(kd)2 tanh2(kd) () (_1)m
pga( H/2)2

x ,1 0Z0(d) Z(d) (4-42)
at ßt

ai, /3, sind dabei die Wurzeln der Gleichung (4-15) mit i = i. Die Formel
(4-42) gilt auch für den Elementtyp A, wenn man die Ausdrücke (a,, /3,)
durch die Wurzeln a,ß der Gig. (4-9) und die Fourier-Koeffizienten
(.,+,a,.F,,ß,) durch die des äußeren Feldes ( +ia,F=ß) ersetzt.

Teil IV:

IV.b Elementtyp B:

Für eine Wandung mit r = a und h1_1 <hi gilt:

F' V
2, 3(kd)2 taah(kd)i7r (ai)

J(2ka,)pga(H/2)2 - - sinh4(kd) a e-t
i r'"

X Jcosh(2kz)Z,,(z)dz (4-43)
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und für r = a und h1_1 > h1

FJV 3t1/cd)2 tanh(kd)i7r () J(2kai)
pga(H/2)2 = sinh4(kd) \ a)

Die Summe über , erstreckt sich über die erste imaginäre Wurzel
a10 = ic und die unendlich vielen reellen Wurzeln der Gig. (4-45).
Fl,L bzw. F sind die aus der Lösung des doppelharmonischen
Abstrahipotentials 1' errechneten Fourier-Koeffizienten.

rV.c Elementtyp C:

In analoger Weise bekommt man die horizontalen Kraftanteile IV für
eine Wandung r =
a) für h - i < h,

und

F211V 3(kd)2 tanh(kd)z7r (z) J(2ka)
pga(H/2)2 sinh4(kd) a II, 0

(r»rz'\
x - / cosh(2kz) cos

h )
dz

d
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(4-47)

x - / cosh(2kz)Z(z)dz
d Jh

sind die Wurzeln der Gleichung

5 tan]j(d - h1)] +

und

- = o
g

sin[2i(d - h1)] i

(4-44)

(4-45)

Z(z) = N"2 cos]j(d - h1)] = (4 - 46)[i + 2,(d - h1) j



b) für h - i > h,

3(Icd)2tanh(kd)i7r (ar) J(2ka)
pga(H/2)2 - sinh4(kd) a

(n...iirz
X

J
cosh(2kz)cos h_, ,,,

dz (4-48)

Hier sind wiederuni F1,_1, die aus der Lösung von Ii ermittelten
Fourier-Koeffizienten.
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b. Vertikale Erregungskraft 2.Ordniing:

Teil I:

Durch die Integration über eine Ringfläche mit Radius r : aj <r <a+j
und eine Elementhöhe z = h1 werden folgende Formeln gewonnen:

I.b Elementtyp B:

3ircosh(2kh1)

pga(H/2)2 - 2sinh(2kd)sinh2(kd)
[l1 Ji(2kai+1) - Ji(2kai)J

J.c Elementtyp C:

2,F' 3ircosh(2khp) íP±!Ji(2ka+i) - -J1(2kap)]
pga(H/2)2 = 2sinh(2kd)sinh2(kd) L a

Teil II:

Die Berecimung dieses Kraftanteiles benötigt die Durchführung einer
einfachen numerischen Integration in radialer Richtung.

II.b Elementtyp B:

F211 w2ird2

pga(H/2)2 - 2ga m0

x f'' [ Am, (r)Am,ß, (r) + A, (r)Aß (r)r] dr (4-51)

wobei

A'
8Am,,(r)

- ôr

Am,,(r) = Rma(r),m,,, + R,(r)T,rn
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ist. (Siehe auch Gig. (4-13) und (4-14)).

II.c Elementtyp C:

j2ird2

pga(H/2)2 2ga

entsprechendes gilt für

aAmp(r)A,,,,(r)
= ôr

und

m p

,,=O ,=O j=O

in2
x f

[
Am (r)Arnj (r) + (r)A (r)r] dr

53

(4-53)

Am,,,(r) = + (4 54)

wobei die Funktionen Rm,(r) und R(r) aus den Gleichungen (4-21)
bis (4-23) zu entnehmen sind.

Teil III:

Es wird vorausgesetzt, daB die idealisierte Struktur in der Nähe der
Wasserhnie eine vertikale Wand aufweist. Da der Richtungscosinus
der Integrationsfläche S Null wird, wird der Kraftanteil III ebenfalls
Null.



Teil IV:

IV.b Elementtyp B:

/ k2ôirsinh(2kh,) (d
pga(H/2)2 - sinh2(kd) sinh(2kd) a) [1 + N"2

4k2 +
e'

x { [AtJo(2kaz+i) - DJo(2kai) _2kaiJ1(2ka1)]F

+ {AO,C, Jo(2kaij) - D0 Jo(2ka1) + 2kaj1J1 (2kar+i)] Foe, }] (4 - 55)

mit

+ - ) {kai+1J1(2ka,+i) - kaiJi(2kai)J (4 56)

und

= aj+j
(r) = a11

0R (r) (4-57)
r= aj +

D,,, = a1 3Rm, (r)
D =a1 aR,,e(r) (4-58)

Die Eigenwerte e sind der Gleichung (4-45) zu entnehmen. Weiter-
hin sind Foe, die Fourier-Koeffizienten, die aus der Lösung des
doppelharmonischen Abstrahlpotentials If gewonnen werden.
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IV.c Elementtyp C:

r=a,

55

F2IV 6irsinh(2kh) (d
Pp + ( k2 \

pga(H/2)2 sirìh2(kd)sinh(2kd) \a 4k2 + ()2)

Am
ORm,(r)

ra,+,

OR (r)
(4-61)= a+1 or Am, = ap+l

Or
r=ap+ I

ORm,(r) OR (r)
D (4-62)=a

' ' Or
=am,p " Or

x { [A Jo(2ka+j) - DJo(2ka) - 2kapJi(2kap)]F

+ [Ao,,Jo(2kap+i) - Do,Jo(2kap) + 2ka+iJi(2ka+i)]Fo}] (4-59)

mit

ai[2(kh - (kap+j)2 + 1lJj(2ka+i) a[2(kh)2 - (kap)2 + 1lJi(2kap)
8hkd 8hkd

a1Jo(2kai) - aJp(2ka)
(4 - 60)8hd

und



4.2.2 Oszillierende Momente 2.Ordnung:

Teil I:

l.a Elementtyp A:

Für r = a gilt:

F' 3iirJi(2ka) (d2

pga2(H/2)2 - sinh2(kd)sinh(2kd) a) [2khL - e)sih(2khL)

- 2k(hp - e)sirih(2khp) - cosh(2khL) + cosh(2khp)] (4-63)

I.b Elementtyp B:

Für r = a1 und h1_1 < h1 oder h1 < h1_1 folgt:

F2' 3iirJi(2kai) aid)
pga2(H/2)2 sinh2(kd)siüh(2kd) (a2 4kd

- c)sinh(2khi_j)

- 2k(h1 - e) sinli(2khj) - cosh(2khi_i) + cosh(2khi)J (4 - 64)

Für a1 r al+l und z = h1 gilt:

(al\2F21 3i7r cosh(2khi) [(ai.4.i) 2

pga2(H/2)2 - 2sinh2(kd)sinh(2kd) a
J2(2ka,+) - -, J2(2kai)]

a
(4-65)

I.c Elementtyp C:

Für r = a und hp_1 <h oder h <h1 bekommt man:

F'25 3i7rJ1(2ka) 7ad i

pga2(H/2)2 - sinh2(kd)sinh(2kd) a2 ) 4kd
[2k(h - e)sinh(2kh)

- 2k(h1 - e)sinh(2kh_i) - cosh(2kh) + cosh(2khp_i)] (4 66)

56



Für a r a+1 und z = h gilt:

mit

F' 3i7rcosh(2kh) [(P+1)2 a 2

pga2(H/2)2 - 2sinh2(kd)sinh(2kd) a
J2(2kap+i) - () J2(2ka)]

(4-67)

Teil II:

II.a Elementtyp A:

Für r = a und hp < z < hL wird ermittelt:

FJ'
=zirkdtanh(kd) () (-1)" m+lFm,ß

pga2(H/2)2

2

x [(d)(ßd) + m(m +1) ()
]

(4-68)

= /hL (z - e) sin(az) sin(ßz)dz
Jhp

N;"2N"2 hLf (z - e) cos(z) cos(ßz)dz- d2 Jhp

II.b Elementtyp B:

Für r = a1 und h,_1 > h1 wird ebenfalls ermittelt:

F' (ald\ 00 00 00

- iirkdtanh(kd) i-) (_1)m+l0
pga2(H/2)2 a

m=O

x [(ald)(ßld)ß + m(m +
()2

]

(4-69)
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mit

£ß = d2 J, (z - e)sin[ai(z - h1)] sin]ße(z - hi)]dz

Nh/2N,Ç/2 h_

/ (z - e) cos[j(z - h1)] cos[i(z - h1)]d4 - 71)Laß - d2 Jh,

Für r = aj und h1_1 < h1 folgt:

pga2 (ff12)2
- 2lrkdtanh(kd)

(aid) (1)m Fm+i,,

x {(I_ld)(ßl_ld) + m(m + 1)
()2

Lß,i] (4-72)

mit

N112N112
= f (z - e)sin[j_i(z - h1_1)] sin]ßi_i(z -

= f (z - e)cos[aj_1(z - hj_i)]cos]ßj_1(z -

(4-73)

Für eine horizontale Wandung mit z = h1 und a1 r aj1 gilt:

, 00

2 = iirkdtanh(kd) () (-1)" N"2
pga2(H/2) m0

i "'+
x f [m(m + 1)Am+l,ai(r)Am,ß:(r) + r2A1 01(r)Aß1(r)] dr

(4-74)
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II.c Elementtyp C:

Für r = a und < h folgt:

pga2(H/2)2
- irkd tanh(lcd)

(aid)
:( 1)"

p

x [(d)(d)r + m(m +1) (4 75)

mit

Für r = a und h1_1 > h wird ühnlich ermittelt:

- iirkdtanh(kd)
(and)

(_i)pga2(H/2)2

x [(d)(d)L2 +rn(m+ 1) (d)2

mit

(4 - 77)

p-2p-L
L1(z - e)sinz)srn(z)dz

- fJz -e) cos( z)cos(z)dz (4-78)

Für eine horizontale Wandung mit z = h und a r ap+l wird:
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!P - e)sin(rz)sin(Zz)dz

L I' L - e)cos(-z)cos(4»)dz (4-76)



pga2(H/2)2
- iirkdtanh(kd)

(d)2 (_1)m ,(i)'
x f [m(m + 1)Am+i,n(r)Am,jp(r) + r2A+10(r)Aj(r)] dr

(4-79)

Teil III:

Dieser Anteil entsteht durch die Integration des Druckes über die zeit-
lich veränderliche Körperoberfläche S Er bezieht sich nur auf das
Element mit I = i

Fj" ai(de)
ii-(kd)2 tanh2(kd)

a2
(_i)m 1Z(d)

pga2(H/2)2 -

2
X ßZß(d)

(d - F"
a ) pga(H/2)2

Teil IV:

IV.a Elementtyp A:

Für r = a gilt:

FV 6zir(kd)2

pga2(H/2)2 sinh2(kd)sinh(2kd) () J(2ka)
°°

X f cosh(2kz)Z(z)dz

wobei die Wurzeln der Gleichung

¿ tan(d) + - = O
g
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sind, mit der imaginären Wurzel = itt, und den unendlich vielen
reellen Wurzeln , (j = 1,2,3...)

IV.b Elementtyp B:

Für r = a und h,_, > h, gilt:

Fly2, 6i7r(kd)2J(2ka,) a,d I a {(d_ _2_) _] cosh(2kz)dz
pga2(H/2)2 sinh2(kd) sinh(2kd) a2 d3 L 4w2

' F f cosh(2kz)ZE, (z)dz (4-82)

Für r = a und h,, < h, folgt:

F' V2, 6iir(kd)2J(2ka,) a1d I a
pga2 (H/2)2 = - sinh2(kd)sinh(2kd) a2 td3 L

[(d_ ) - z] cosh(2kz)dz

+ f cosh(2kz)Zi(z)dz} (4-83)

Für eine horizontale Wandung mit z = h, und a <r <a,+j wird folgende
Formel ermittelt:

F,V 3iir sinh(2kh,) 2 oo / 4k2 '\

pga2(H/2)2 - 2sinh2(kd)sinh(2kd) a) L'
+ N7112 4k2 +

x {[Ji(2ka,+i)A - Ji(2ka,)(D, - 1) 2ka,J2(ka,)]F,

+ [Ji(2ka,+j)(Ai, - 1) - J1(2ka,)D,,, + 2ka,,J2(2ka,1)JF,, }] (4 84)

wobei

2/h, g= + 42d - i) [(ka,+i)2J2(2ka,+i) - (kad2J2(2ka,)]
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ist.

IV.c Elernenttyp C:

Für r = a und h.1 < h wird analog ermittelt:

Fly
2 6iir(kd)2J(2ka) apdf a

pga2(H/2)2 sinh2(kd)sinh(2kd) 2hd3 L
(a z2) cosh(2kz)dz

FV 6i7r(kd)2J(2ka) apdf a, h_

pga2(H/2)2 sinh2(kd)si(2kd) a2 2h_,d3 f (a - z2) cosh(2kz)dz

fl -
}

(4-87)+ -f cosh(2kz) cos( z)dzh_,

Für z = h, und a <r a+j kann man errechnen:

4k2 \FV 3sinh(2kh) (d2
+ (i) (4k2 + ()2)pga2(H/2)2 - 2sinh2(kd)sinh(2kd) ka)

[

x {[Ji(2kap+i)A, - Ji(2kap)(D,,, - 1) - 2kapJ2(ka)1F,

+ [Jj(2ka,)(A, 1) J1(2ka)Di, + 2ka+,J2(2ka+i)]F,, }]
(4 88)

wobei

a1 J2(2ka+i)
2 - 4(kh)2 - 21

aJ2(2ka)
[(ka)2 4(kh)2 2][(kap,)

4kh& 4kh&
a,J,(2ka.4.,) - aJ,(2ka) (4 89)- 4h&

ist. Die Koeffizienten A1, A, D,,, und werden durch die
Gign. (4-61) und (4-62) definiert.

i 1h,, nplr

}
+

J
cosh(2kz) cos( ---z)dz

p

Für r = a und h_, > h, folgt:

(4-86)
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4.3 Zeitunabhängige Kräfte 2.Ordrmng:

Die auf einen festgehaltenen Körper zeitunabhängig (statisch) wir-
kende Kraft infolge einer monochromatischen Welle (hier eine Stokes-
sche Welle 2.Ordnung ) ist als die mittlere Driftkraft (mean drift-force)
bekannt. Nach Einsetzen der für ihren Definitionsbereich geltenden
Potentialfunktioneu pl der Glg. (4-5) bzw. (4-6), (4-12) und (4-20)
in den Ausdruck (2-52) werden diese Kräfte relativ einfach ermittelt.

Setzt man in der Glg. (2-52) den entsprechenden Richtungskosinus in
einer der Richtungen j = 1,3 oder 5 sowie das für den geeigneten
Elementtyp ein und führt man die Integrationen durch, so bekommt
man die Driftkraft für i = 1,3 bzw. das Moment (j=5) in Form von
programmierfähigen Suminenreihen als Funktion der als bekannt vor-
ausgesetzten Fourier-Koeffizienten.

Im folgenden werden die Formeln für die Errechnung dieser Kräfte in
allen drei Richtungen und für jeden Elemeuttyp bzw.für jede Wandung
der idealisierten Struktur wiedergegeben. Die gesamte Driftkraft in ei-
ner Richtung bekommt man dann durch das Aufsummieren über die
gesamte Anzahl der in Frage kommenden Stufen (Wandungen). Sämt-
liche einfach zu rechnenden trigonometrischen Integrationen wurden
aus Platzgründen nicht aufgeführt.

4.3.1 Driftkräfte auf einen festgehaltenen Körper:

Horizontale Driftkraft:

Für die zeitunabhängige Kraft 2.Ordnung sind nur die vertikalen Wan-
dungen relevant. Weiterhin gilt für den Richtungskosinus an den Stu-
fen der idealisierten Struktur: i = cosi9 für (h1...1 > h1 ; r = ai) und
(hp_1 < h1 ; r = ap) bzw. i = cosi9 für (h1_1 < h1 ; r = ai) und
(hp_1 > h1 r = a
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a. Elementtyp A:

F210 _irkdtanh(kd) Re{i
pga(H/2)2 m0 a ß

2

x + m(m +1) () L]
}

(4-90)

Lß, sind in der Gig. (4-33) gegeben. ist die konjugiert Kom-
plexe von F.

b. Eiementtyp B:

In analoger Weise gilt für h,_, > h, r = a

_irkdtanh(Icd) t Re)i
pga(H/2)2 m=o ai

x {((d)(ßld)Lß + m(m + 1) (d2 L0]
}

(4-91)\a,)

mit Lß, Lß, nach Gleichung (4-35) und für r = aj und h,_, < h,:

F0
pga( H/2)2

00

= kdtanh(kd) () Re{i Fm+i a

64

[(l_ld)(ßl_ld)L1ß1, + m(m + 1) (d)2 L_15]
}

(4-92)

mit L5, Ls1 nach Gleichung (4-37).

Das Linienintegral der Gig. (2-52) ergibt einen zusätzlichen Kraftan-
teil in horizontaler Richtung, der bei den Formeln (4-91) und (4-92)

mß,_ i
si_L



nicht berücksichtigt wurde. Die Integration wird über den Wasserli-
nienradius al = a1 durchgeführt.

ocF20r
= (kd)2 tanh2(kd) () Re{i Fß1Zß1(d)}pga(H/2)2 rn=0 aj Pi

(4-93)

c. Elementtyp C: Für r = a und hp_1 < / gilt:

F
kdtanh(kd) ( Resipga(H/2)2 = \ a ,

P
._

x [(d)(d)L°1 +rn(+1) ()2L]
}
(4-94)

mit L°3, L, nach Glg. (4-39),

bzw. für r = a und hp_1 >

pga(H/2)2 - kd tanh(kd) () Re { i c0 m+i i r

[(ned) (id) L° + rn(m + 1) ()
2]

} (4 95)

mit und nach Glg.(4-41).

Vertikale Driftkraft:

Hierbei bekommt man ähnliche Ausdrücke wie beim Teil II der dop-
pelharmonischen Kräfte. Sie werden hier vollständigkeitshalber wie-
dergegeben:
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Elementtvp B:

F' w27rd2
00 00 00

203

pga(H/2)2 - 2ga
N"2 N,'12

ßl

FJ03 w27rd2 :: 0(_l)0+iP
pqa(H/2)2 - 2ga m=0 o.0 j0=0

x f {_Amo(r)Ami(r) + Ao9(r)A jv(r)r] dr (4 97)

Für Am,r(r) siehe Gig. (4-54). Weiterhin muß für die Driftkraft in
vertikaler Richtung (j = 3) der letzte Term der Glg. (2-52) berücksich-
tigt werden, während das Linienintegral derselben Gleichung keinen
Beitrag liefert.

4.3.2 Driftmomente:

xfru2[_Am (r)Amß,(r) + A (r)A ß(r)r] dr (4 - 96)

Am,o, und Am,ß sind durch die Gig. (4-54) gegeben.

Elementtyp C:

Für r=a und a r a+i kann man folgendes herleiten:

Durch die Integration der Geschwindigkeitsquadrate aus der Bernoul-
lischen Gleichung wird aus der Gig. (2-52) für j = 5 das Driftmoment
hergeleitet.

a. Elementtyp A: An der Wandung mit r = a und h <z < h, und
= (z - ) cos bekommt juan:
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mit

2O =kdth(kd) ( Reh m+1am,fipga2(H/2)2 a) 1. m0 fi

7d\ 2

x [(ad)(ßd) + m(m +1) ( - J }
(4-98)\a)

b. Eiementtyp B:

Das Teil-Driftmoment an der Wandung mit r = aj und h11 > h1 wird
wie folgt ausgedrückt:

F1 (aid) Re{i ;e+Jai Tß
pga2(H/2)2 m0 a fi

+ m(m + 1) 1ß] } (4-100)\ a)

und £ß sind aus der Gig. (4-71) zu entnehmen.

Ähnlich folgt für einen Rand mit r = a1 und h,_1 < h1:

= kdtanh(kd) (aid) Re{z m+1eii

x [(al_id)(ßlld) ß, + m(m + 1) () £ß] } (4 101)

N"2N"2 fhL
= d2

/ (z - e) sin(az) sin(ßz)dz
Jhp

N''2N"2 11'L

/ (z - e) cos(z) cos(ßz)dz- d2 Jh
(4-99)
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wobei die durch die Gig. (4-73) definiert werden.

Weiterhin bekommt man für eine Wandung mit z = h, und aj <r <aj+j:

00 00 00

i: Nh/2N2
,n=O cr1

i 0f -
x f [m(m + i)A+l,(r)Arn,ß(r) + r2A+,1(r)Aßß(r)] dr}

(4 - 102)

c. Elementtyp C:

Für einen Rand mit r = a und h_, < h, folgt:

FJ0 (a d \ 00 00

- 7rkdtanh(kd)
i--)

Re
pga2(H/2)2 a ' ==o j=O

x [(d)(d)r, + m(m +1)
(d2

£ (4 103)
h a) 2Jf

sind einfache Integrale, die durch die Gleichung (4-76) definiert
werden.

Weiterhin gilt für den Rand mit r = ap und hp_1 > h,,:

pga2(H/2)2
- irkdtanh(kd) () Re{z Fm+u

x [(d)1d),3, ± m(m + 1)
()2

}
(4-104)

F'2O kdth(kd) (2ReI
pga2(H/2)2 - cZ)

Die Integrale sind der Gig. (4-78) zu entnehmen.
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Schließlich wird das Driftmoment aus den Quadraten der Geschwindig-
keit bei der Bernouffischen Gleichung an einer horizontalen Wandung
mit z = h7, und a7, r ap+l durch folgende Formel errechnet:

pga2(H5/2)2 = kdtanh(kd) ()
2Re{

x f [m(rn + 1)Am+i,(r)Aj(r) + r2A+i (r)A, (r)] dr}

(4 - 105)

Das Linienintegral der Gig. (2-52) ergibt einen Driftrnomentenanteii:

2O = ir(kd)2 tarih2(/cd)
F7' ai(d - Re{z i:pga2(H/2)2 a2

(de) Fr20,

a pga(H/2)2
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5. Ermittlung des Meeresoberflächenintegrals
und die Fernfeld-Lösung.

Der in der Gleichung (2-62) auftretende V. Kräfteanteil in Richtung
j erfordert den Ausdruck der Meeresoberflächenfunktion ß2 sowie des

Abs trahipotentials 'Ib.

= 2iwe2 "SF ß2'JedS (5 - 1)

Die Funktion ß2 wird aus den Gign. (2-20.a) bzw. (2-22) hergeleitet,
während das doppetharmonische Abstrahlpotentiaa durch die Glei-
chungen (4-27) bis (4-30) gegeben wird. Die Ausdrücke des Potentials
für das Diffraktionsproblem , die durch die MEMethode gewonnen
wurden, liegen für den inneren Bereich bzw. für r < a als Gesamt-
potentiale p vor. Für r > a bzw. im äußeren Bereich sind solche
Ausdrücke als Potential der ankommenden Welie ( bzw. der Diffrak-
tionswelle getrennt vorhanden. Es ist daher zweckmäßig, bei der
Gleichung (5-1) die Funktion ¡32 im inneren Bereich durch den Aus-
druck der Glg. (2-20.a) und im äußeren Bereich durch den Ausdruck
(2-22) zu ersetzen. Die beiden Bereiche werden im folgenden getrennt
behandelt.
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5.1 Berechnung im Nahbereich durch finite Makroelemente.

Der innere Bereich der Wellenoberfläche wurde als die Fläche für z =
d und r a definiert, wobei a der maximale Radius des Behälters
ist. Das Potential 1.Ordnung wird in diesem Bereich durch die
Makroelemente des Typs B im Definitionsbereich jeden Elementes I
als Gesamtpotentiai çz(r, i9, z)c"'' angesprochen. Zuerst werden die in
der Gig. (2-20.a) auftretenden Potentialausdrücke in der Form von
Reihen über m zugrundegelegt.

und

71

mj,

j 3wcosh(2kd)
,rimJm(2kr) cos(nìi9) (5 2)

8k2sinh4(kd)
m=O

3iw sinh(2kd)

ôz
mimJm(2kr) cos(m) (5 3)

4k sinh4(kd) ,n0

m,a,(r)Za, (d) cos(m19)

= _fmimRrn(r)cos(ma)
m=O

mit Rm(r) A,,aj(r)Z(d) (5 4)

ud
3r kt-

mit R(r)= (5-5)

az = k
E,,i" cos(mi9) )N1"2 sin(,d)A,,a,(r)

a'



und

(bi) = ajbj_m +

abm_j} cos(m) (5 - lo)

Für das Produkt von zwei konvergierenden trigonometrischen Reihen
und mit Hilfe eines Additionstheorems können folgende Formeln her-
geleitet werden (s. Anhang II):

(, am cos(m))
(

b cos(m))
= {

(aj bj_m +

+ aibm_i} cos(m) (59)
i= o

72

= -- o

&'"Sm(r)cos(mi9)

mit Sm(r) =

a2

(c )N'/2A,, (r) sin(cd) (5-6)

=
-

mZm cos(mi9)Qrn
0z2

mit Q, - CN"2 cs(ctd)Amj(r) (5-7)

und

d
fmi(m)siT1(m73)Rm(r) (5-8)



dabei ist m1 fürrn=Ound Em=2fürm>O.

Die Anwendung der Formeln (5-9) und (5-10) auf die Produkte von
Potentiaiausdrücken der Gig. (2-62) führt zu einem Ausdruck der
Funktion /32 in Form einer trigonometrischen Reihe:

/32= Bmcos(mt9) (5-11)
m=0

z.B. wird für das Produkt (%. x () wie folgt verfahren:

(o iwd"2
) = ) m=0

Aus (5-9) folgt:

Rm cos(m)) (iz)Ri cos(i))

ç2r- I cos(mi9)cos(ji9)th9 8mj2ir J0
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(5-13)

(8)2
=_ ()2{JEmizmR;R,

+ m [j_mZ2_mRR_m]} cos(m)

= E,,, cos(mt9) (5-12)

Durch Entwickeln der restlichen im Ausdruck von /32 auftretenden Pro-
dukte bekommt man /32 in der Form (5-11). Nach Einsetzen der tri-
gonometrischen Reihe (5-11) und des Potentials 'Ii, in die Gleichung
(5-1) ist ersichtlich, daß nur die Terme B0 (für die Kräfte in vertikaler
Richtung) und B1 (für die Kräfte in horizontaler Richtung und die
Momente) der Gig. (5-11) einen Beitrag liefern, denn es gilt folgendes
für das Integrai über t9



mit Smj = i für rn = j bzw. 6mj = O für m i.

Dies vereinfacht wesentlich die Berechnungen. Die rechte Seite der
Gleichung (5-12) wird dann

für m = O:

E0 = - (5-14)

und für m =

E1 = - (5-15)

Nach Durchführung der Operationen für alle Terme von ì3 bekommt
man so den nuilten und ersten Term der Gleichung (5-11) bzw. B0
und B:

B,
3iw[kg sinh(2kd) - 2w2 cosh(2Icd)] J(2k)

4k2 sinh4(kd)

iw3d2

k2
1)3{2 (R2 + s, + - RQ + (5-16)

i=0

3w[kgsinh(2kd) _2w2cosh(2kd)}J(2k)
2k2 sinh4(kd)

- (_1)3{4 (RR;_, + + 1)RR) - (RQ1 + RQ)

(R5S_1 + R_1S3) } (5 - 17)

R,, R, Q und Sm sind durch die Gleichungen (5-4) bis (5-7) gegeben.
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Aus der Gleichung (5-1) folgt nun:

2iwE2p L-1 2w{irf Biyi(rd)rdr+f I ß2irdr} (5-18)
g J..

4zwe2p
L-1

28 - g f B0y3(r,d)rdr + f j ß23rdr} (5 - 19)

L-I "+1 2w p002zwr2Pf B1y5(r,d)rdr+ f / ß2srdr} (5-20)
g JO J31.

In den GIgn. (5-18) bis (5-20) und für den Bereich r aL treten
Integrale in der Form

auf, wobei L (y = 0,1,2,...; i' = rn n, q) eine der Besseischeri Funk-
tionen I,, K, , J, oder H, sind. Da diese im endlichen Bereich
aj <r < al+ analytisch kaum integrierbar sind, wurde für die Berech-
nungen eine numerische Integration (Gausssche Quadratur) herange-
zogen.

Für den äußeren Bereich mit r > aj = a wurde ein etwas modifiziertes
Verfahren zugrundegelegt.

L m(&ir)n(ajr)q(0r)rdr



5.2 Das Verfahren fur das infinite Makroelement.

Für den äußeren Bereich liegt das Potential 'Pl als Summe des ankom-
menden und des Diffraktionspotentials vor. Setzt man den Ausdruck

= + in die Gig. (2-20.a) ein, so wird das Potential der
ankommenden Welle, wie schon gezeigt wurde, aus dieser Gleichung
eliminiert und man bekommt für ß2 den Ausdruck (2-22). Dieser Aus-
druck ist einfacher zu handhaben und wird für den äußeren Bereich
bzw. beim zweiten Summanden auf der rechten Seite der Glgn. (5-18)
bis (5-20) verwendet.

Wir führen die abgekürzte Schreibweise = pj, (für i = r, z, t9) ein.
Aus der Meeresoberflächen-Randbedingung 1.Ordnung (2-lob) und
aus den Glgn. (2-12) und (2-13) folgt:

0' 2
'Pi ¡ ¡ 'Pi s s W

'P1L=d7'P1, Oz 'Pi=d='P1

da die Randbedingung 1 .Ordnung an der Meeresoberfläche auch
für das Potential der ankommenden Welle gilt. Werden diese
Ausdrücke in die Gig. (2-22) eingesetzt, so bekommt man nämlich

42 =iw[2r'P. + + 32,IS +P'P)
i s 2 2( S)2_+

(,)2
+ + y 'Pi

2

Mit Hilfe der Gleichung (2-13.b) kann das ankommende Potential 'f
wie folgt formuliert werden:

= cosh(kd)f(r,i9) (5 23); 'Pf. = k2 cosh(kd)f(r,i9) = k2ip'
= d

(5 24)

wobei f(r,i9)
= (-) J,n(kr)cos(mi9) ist. (5-25)

kd
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Aus den Gign. (4-5) und (4-6) bekommt man für das Diffraktions-
potential eine entsprechende Formulierung. Zuerst wird das Diffrakti-
onspotential im äußeren Bereich aus der Makroelemente-Formulierung
entnommen

00
s iwd

[

m{ Jm(ka)
Hm(kr) Zk(z) Km(ar)+F Z0(z)I= - T Hm(ka) J dZ(d) m Km(coa)

jm0
x cos(rn19) (5 - 26)

Die Reihe über a erstreckt sich dabei über die eine imaginäre Wurzel
a0 = ik und über die unendlich vielen reellen Wurzeln a (j = 1,2,...)
der Gig. (4-9). Es gilt zusätzlich folgende Beziehung:

Km(ikr) Hm(kr) (5-27)Km(ika) - Hm(ka)

Dadurch kaiin der erste Summand der Gig. (5-26) in die Reihe mit-
einbezo gen werden:

s = omi F_ Km(ar)N_l,2 cos(az)cos(m), (5-28)"Km(aa) O
o

nachdem die neuen Fourier-Koeffizienten Fmo des infiniten Elementes
wie folgt definiert wurden:

Jm (ka)=
- dZ(d) +.Fmoo; Fm0, = -Tmoj (j = 1,2,3...) (5-29)

Es wird abgekürzt:

= cos(ad)c(r, ?9) (5 - 30)

mit
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Ähnlich wird abgekürzt:

s
2ç S\2 lp1 S

Pi)

Km(ar)
=
(:_) ;1/2 Ei'+'FmoK( cos(rmt9) (5-31)

m=O

und

= - a2 cos(ad)e-(r, i9) (5-32)

Mit Hilfe der Definitioneu (5-23), (5-24), (5-30) und (5-32) erhält man
für die Stelle z = d:

i Is i372iS + ) = cosh(kd)f{ (62 + a2 - k2)cos(az)e}

= cos(az)c = p(r, t9) (5 33)
o

mit

= 6y2 + a2 - k2, (5-34)

p(r, i9) = ) 6 cos(az)e (5 - 35)

is
(3y2 + a2)c0 cos(ad) = q (5 36)

o

q(r,9) = (e0cos(ad) (5-37)

bzw.
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Die Glei hung (5-22) kann dann umgeschrieben werden:

2- =iw[,. + +

1 52+ (pj)2 + - (,,) +

Weiterhin gilt für die Ableitungen des Potentials nach r und nach

= cosh(kd)f,.

= cosh(kd)f,,

Aus der Gig. (5-39) bekommt man dann:

- 4u =iw [2 cosh(kd) (f + + p)
i 2 1+ (r)2 + j (j,,) + q]

Die Funktionen f, f, f,,, , , ,, p und q können als Reihen über
m umgeformt werden:

f = Rm cos(mt9) (5-43)

= 'Rcos(rri9) (5 44)

f,, = mR,,, sin(mt9) (5 - 45)
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(5-42)

3,x2 + a2 (5-38)

(5-40)

(5-41)



und

1m =

Tm = kdsinh(kd)

R = - () E2m+1T

J,jkr)
- dsinh(kd)

Weiterhin kann umformuliert werden:

= L cos(rri9)

Jm(kr)

cos(cd)N"2 Fm
Km(cr)

Km ( cpa)
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(5-47)

(5 - 47a)

(5-48)

(5-52)

Dabei ist:
Rm = -

(Ei) mjm+lTm (5-46)

s - cos(m9) (5-49)

= >mLmsin(rnl9) (5-50)

mit

Lm
= (_) mi"11m (5-51)

bzw.



mit

p(r, ) = Pm(r) cos(m) (5 53)

q(r, 9) = Qm(r) cos(m'9) (5 - 54)

/ wd\
Pm(r)

=
Emim+lprn(r) (5 55)

Fmapm(r) = (6y2 + a2 - k2)N/2 cos(ad) Km(ar) (5 - 55.a)
Km (aa)a

/
Q,n(r) = (-i-) mimqm(T) (5 - 56)

q() (32 + a2)N;1/2 cos(ad) Fma
Km (ar)

o Km(aa)

Werden diese Reihen über m in die Gleichung (5-42) eingesetzt und
die Formeln (5-9), (5-10) benutzt, so wird nach der Durchführung der
Operationen folgendes ermittelt:

42
{

[2cosh(kd){RL_ + m)L + Prn_))}

+ LL_J + - m)
Lm_j + )] + [2 cosh(kd)

{(RLm +RmL) + m)L
+ ) +R3m( J_m)L

+

+2LL_m +Lj(1(2m)Lj_m + QJ;rn) +Lj_m(J( m)
L2 + )]}cos(m)

= Bm(r) cos(irn9) (5-57)

81

(5 - 56.a)



Für die Ermittlung der Kräfte sind nur Bo(r) und B1 (r) von Interesse.
Diese Funktionen folgen aus der Gleichung (5-57):

für m=O:

B0 = iw> {2cosh(kd){R.L.+R. (L1
+ ) } +LÇ +L (2 +

3=0 -

(5-58)

und für m=1:

i(i+i)B1 =i[2cosh(kd){(R'. L' +RL1)+
r2

(R1L3+RL1)3+1 3

+ (R+1P + RP+1)}

+ 2L1L + L+1L + (L1Q1 + (5-59)

Schließlich kann aus den GIgn. (5-58) und (5-59) der Faktor
()mi"' herausgezogen werden:

wd2
B0 =zw(---) [2cosh(kd){i'1 +2-1 + 4,30

und

2 f +i(i+1)B =2iw()
r

i=0

+ (+ipo + Pi+i) + 211] + 4 lj+i1j + (ij+tq + ijqj+1)

2

+ l'2 + i(2l + 2i
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Die ermittelten Ausdrücke B0 und B1, die in dem Definitionsbereich
r oo des infìniten Elementes A gelten, kommen beim Mee-

resoberflächenintegral im Integranten vor. Ferner wurde die numeri-
sche Integration bis zu einem großen Radius R durchgeführt. Ab die-
sem Radius R bis ins Unendliche wurden dann asymptotische Lösun-
gen gesucht. Man kann dabei die für den einfachen Zylinder angewen-
dete Methode des "Herausfilterns der Oszillationen" anwenden, um
den Wert für das Meeresoberflächeitintegral bzw. den V. Kräfteanteil
zweiter Ordnung numerisch zu ermitteln. Eine genauere und gleichzei-
tig Rechenzeit sparende Methode, die auf einem halbanalytischen Ver-
fahren beruht, wurde jedoch zusätzlich für die Ermittlung des asym-
ptotischen Wertes des Integrals entwickelt.
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5.3 Asymptotische Lösung durch Fresnel Integrale

Durch Herausfiltern der in dem Meeresoberflächenintegral auftreten-
den Oszillationen bekommt man eine Aussage über den asymptoti-
schen Wert dieses Integrales, aber dadurch kann noch kein ingeni-
eurmäßig genauer Wert im Rahmen einer kostenmäßig vertretbaren
Rechenzeit bestimmt werden. Um einen exakten Wert mit hoher Ge-
nauigkeit zu erzielen sowie um durch eine numerische Integration fein-
ster Aufteilung hervorgerufene große Rechenzeit zu vermeiden, wurde
eine halbanalytische Methode entwickelt. Obwohl diese Entwicklung
und die Programmierung relativ kompliziert sind, wird dadurch viel
Rechenzeit erspart.

Für das infinite Element A wurde zuerst das Meeresoberflächeninte-
gral bis zu einem Radius R numerisch integriert. Ab diesem Radius R
wurde dann eine analytische Integration vorgenommen, nachdem die
asymptotischen Ausdrücke der Besselschen Funktionen Jm und Hm ein-
geführt wurden. In diesem Zusammenhang muß R groß genug gewählt
werden, so daß die in der integrierenden Funktion auftretenden modi-
fizierten Besselschen Funktionen Km keinen Beitrag mehr liefern. Die
modifizierten Besselschen Funktionen Km(or) weisen für große Werte

bzw. z folgendes asymptotisches Verhalten auf:

Km(a) = I - i
+ ( - i)( 9)

+ ( - 1)( - 9)( - 25)
+c_< i +

2z 8z 2!(8z)2 3!(8z)3

(5-62)

mit = 4m2 und einer reellen Zahl z. D.h. sie klingen für wachsendes
z exponentiell mit e sehr schnell ab. Bei der Potentialfunktion be-
schreiben diese Funktionen die in der Nähe des Körpers auftretenden
lokalen Phänomene.

Für die Besselschen Funktionen Jm(z), Ym(z) und Hm(Z) erhält man für
grosse Werte von z, wie bekannt [49), asymptotische Ausdrücke der
Form:

Jm(Z) IPm(z)COSXQm(z)sinX}
V irz
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und

Ym(z) /IP(z)siX+Qm(z)cosX}V lrz (5-64)

H(z) = Jm(z) + iYm(z) = I{Pm(Z) + iQm(z)}C (5-65)

dabei ist x=z(m+f).

Mit der Abkürzung = 4m2 sind weiterhin die Funktionen Pm(z) und
Qm(z) wie folgt definiert ([49]):

Pm(z)1 (-1)(-9) + 1)9)(p25)(p.-49)
... (5-66)2!(8z)2 4!(Sz)4

und

Q (z) _') (-1)(-9)(z-25)=
(Sz) 3!(8z)3 (5-67)

Nach Aufsummieren der Funktion Pm(z) über k Terme und für positiv
ganze Zahlen m und positiv reelle Zahlen z ist der Restbetrag kleiner
als der (k + 1)te Term und weist sogar das gleiche Vorzeichen auf,
vorausgesetzt es gilt: k > m - . Dasselbe gilt auch für die Funktion
Qm(Z) unter der Bedingung: k> -m -

Aus den Gleichungen (5-60), (5-61) für B0 bzw. B1 sowie aus dem Aus-
druck des Potentials und nachdem die Terme mit KmFunktionen
für große Radien R abgeklungen sind, kommen für die weitere Analyse
nur Terme der Form:

i
= f (r)(kr)(kr)rdr (5 - 68)
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in Betracht. Dabei sind /.L,v,) = 0,1,2,... und ,,, Besseische Funktio-
nen Jm oder Flankeische Funktionen H$»(..) = J,,(..) + iYm(..). Es wird
zunächst die Entwicklung der Formel (5-68) für den Fail

= J,,; Zr,, = J,,; i = Ji (5-69)

fortgesetzt, die restlichen Kombinationen sind analog durchzuführen.

Werden die Besse]schen Funktionen (5-69) bzw. ihre Näherungsfor-
mein (5-63) in die Gig. (5-68) eingesetzt, so wird zuerst

1= () f (P5cosX,, +Qsinx)(P,,cosx,, + Q,,sinxv)

x (P,. cosx,. + Q,.sin,.)r"dr (5 70)

abgeleitet. Weiterhin bekommt mari für den Ausdruck:

A = (P ces + Q, sirix4(P,, ces x + Q sin x,,)(P,. COS + Q,. siex,.)

= {B1 cos(x - x + x) + B2 cos(x + x + xì) + B3 cos( + x - xi)
+ B4 cos(x, - x - xi) + B5 sin(x,, - x + xi) + B5 sin(x, + x + x)
+ B7 sin(x. + x - xi) + B8 sin(x,, - Xu - xi)} (5-71)

mit:

und

B1=h1+b2+b3b4 Bi=i+c2+c3c4
B2=b5+b2b3+b4 Bs=ci+c2c3+c4
B3=b1b2+b3+b.1 B7=cjc2+ca+c4
B4=b1b.2b3b4 B8=cjc2c3c4

= P,,P,,PA 1 = Q5QPQA
b2 = Q,Q,,P,. C2 = P,P,,QA
b3 = P,Q,,Qi c3 = Q5P,P,.
b4 = Q5PQi c4 = P,Q,,Pi
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Setzt man weiterhin x = ,cr - + f) , = kr - (v + f) und
= kr - (A + f) und wendet das Additionstheorem für die Kosinus-

Funktionen an, so bekommt man die Gig. (5-71) als eine Summe von
trigonometrischen Funktionen einfacher Variablen, die in Matrizen-
form formuliert werden kann:

A = [Bj(18) [D](88) {Kj}(81) (i,j = 1,2, ...8) (5-72)

Die B, sind in der Gig. (5-71.a) definiert. Die Matrix D hat die Form:

wobei

O cos[fE---v+.\+)] O O

[cos[f(L_v++)[

- cos[f(+v--t-)[
O O O

und

ist.

Die Elemente der Matrix D haben den Wert D = ±//2 bzw. D,3 = O.
Schließlich lautet die Spalte {K}(81):
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[S] = O

O

sin[f+i'+A+)]
O

O

sin[f(--v\+)[
O

O

O O O

[D]
=

[C]

[[S]
[S]1
[C] j

(5-73)



cos(lcr)
cos[(2k - )rj

cos(r)

'K i cos[(2k + c)r]
i 31 - sin(cr)

sin[(2k -
sin(Icr)

sin[(2k + c)rJ

[00
cos(cir)d

JR r1,/2 r

88

100 sin(cr)

JR rm+h/2
T

ausgedrückt werden können, wobei m = 0,1,2,... ist.

In der Literatur sind die Integrale (5-76) für den Wert rn = 0 als
FresnelIntegrale bekannt.

Diese sind nach vielfacher partieller Integration analytisch zu ermitteln
und für große Werte von R konvergieren sie sehr schnell. Es wurde

t cos(ax) sin(x)
{ + fi [[(m - 3/2) + 2.j][(rn - 1/2) + 2j]1)>

J m+1/2 dx = +1/2 (x)2 ij
n=1 j1

(ni + 1/2)cos(cx) f
+ fi {[(771_ 5/2) + 2.1[(m - 3/2) + 2Th

(x)2 jia2xm+3/2
=2 j=2

(5-77)

(5-74)

(5-76)

)w Terme b1 bis b4 bzw. c1 bis c4 sind Polynome der Form:

Cm (Cm = Konstanten) (5 - 75)

denn sie entstehen aus der dreifachen Multiplikation von Pm bzw. Q,,,
(Gig. 5-71.a), (5-71.b)). Dies bedeutet, daB die Integrale der Gign.
(5-70) bzw. (5-68) als eine Summe von einfachen Integralen in der
Form:



abgeleitet (s. Anhang III) mit rn = 0, 1,2,... und mit einer reellen Zahl
o.

Auf ähnliche Weise bekommt man:

r sin(Ox) - cos(ox) f
+ fi [[(m - 3/2) + 2J][(m - 1/2) + 2j]] ijxI dx = xm+h/2

L.
(ox)2 if

(m + 1/2)sin(ax)
{ + fi [[(m - 5/2) + 2j][(rn - 3/2) + 2j]]

}02Xm+3/2
=2 .,=2 (ox)2

(5-78)

bzw.

r

J =+2 dx = xm+h/2 11 + (-1) fi [[(m - 3/2) + 2j][(m - 1/2) + 2i]j

}L. j=1 (ox)2

(m + 1/2)e
+ 2m+3/2 { ' j=2

[[(02 - 5/2) + 2jJ[(rn - 3/2) + 2j]]

}(ox)2

- oxm+h/2 1 +
- 1/2)1

(5-79)2ox
j

oder:

i: xm±u/2 dx - je"
oRm+l /2 + ifi

(ro +j 1/2)

Bei der Behandlung der Polynome b bzw. c (Glg. (5-75)) durch
den Rechner wurde für jedes Polynom die maximale Anzahl der zu
berücksichtigenden Reihenglieder einzeln bestimmt, nachdem festge-
stellt wurde, daß die nachfolgenden Terme (im Rahmen einer relativen
Genauigkeit) keinen Beitrag mehr liefern.
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Weiterhin bestehen die Reihen auf der rechten Seite der Gign. (5-77)
und (5-78) aus Glieder.a mit wechselnden Vorzeichen (+,,+,...). Mit
wachsendem n werden sie zuerst kleiner. Al) einem sehr großen ri = N
jedoch wird der Zähler größer als der Nenner und die nachfolgenden
Glieder N + 1, N + 2,... werden größer im Betrag. Als Folge dessen
divergiert die Reihe. Da aber die Konvergenz auf der linken Seite der
Glg. (5-80) für rn 2 0 und eine positive reelle Zahl a bewiesen ist, muß
das Aufsummieren über n höchstens bis zu n = N begrenzt werden,
denn für ri > N gelten die Formeln (5-77) bis (5-80) nicht mehr. Für
n = N wird auch die höchste Rechengenauigkeit erreicht. Für relativ
große Werte von - (z.B. 10) ist dieser Wert von N so groß, daß eine
hohe relative Genauigkeit (z.B. 10_10) des Integralwertes längst vorher
erreicht wurde. Bei der Erstellung des Computer-Programmes wurde
dies berücksichtigt und das Aufsurnrnieren nicht weiter ausgeführt,
wenn eine vordefinierte relative Genauigkeit erreicht wurde (z.B. 10'°)
oder es erfolgte (in den seltensten Fällen) eine Aufsumamation bis zum
Wert n = N.

90



6. NUMERISCHE ERGEBNISSE:

Für die Ermittlung aller Komponenten der Kräfte sowie der Momente
bis zur 2.Ordnung auf beliebige rotationssymmetrische Körper mit
vertikaler Achse wurde am Lehrgebiet Grundlagen der Meerestechnik
(LMT) der RheinWestfälischen Technischen Hochschule (RWTH)
Aachen das Rechenprogramm NONLIN in der Programmiersprache
FORTRAN-77 erstellt. Ausführliche Berechnungen wurden auf der
Rechenanlage CYBER-175 des Rechenzentrurns der RWTH Aachen
vorgenommen

Durch dieses Programm wird zuerst numerisch die Lösung des poten-
tialtheoretischen Problems 1.Ordnung für Rotationskörper mit ver-
tikaler Achse (Diffraktions- und Abstrahlungsproblem) mit Hilfe der
Makroelementmethode gewonnen. Darauf aufbauend erfolgt die Be-
rechnung der oszillierenden Kräfte 2. Ordnung sowie der Driftkräfte
mit Hilfe des im Kapitel 2 beschriebenen theoretischen Verfahrens.

Für die Verifizierung des Rechenprogramms wurden zuerst Vergleichs-
rechnungen mit den wenigen aus der Literatur vorhandenen theoreti-
schen und experimentellen Werten durchgeführt.

In den Abbn. 5. und 6. wurde zunächst das Beispiel eines vom
Meeresboden bis über die Meeresoberfläche ragenden Zylinders dar-
gestellt. Die Formulierung des Potentials im Definitionsbereich des
einzigen Elementes A führt in diesem einfachen Fall auf die im Kapi-
tel 3 angegebene analytische Lösung.

Für zwei Verhältnisse von Wassertiefe zu Zylinderradius bzw. d/a =
1.16 und d/a = 2.0 sind in den Abbildungen. 5.a, 5.b bzw. 6.a, 6.b
die reellen und imaginären Werte der Kräfteanteile I - V 2.Ordnung
in horizontaler Richtung als Funktion des dimeiisionslosen Parameters
ka abgebildet. Die Konvergenz des Meeresoberflächenintegrals wurde
nach dem Herausfiltern der Oszillationen, die dieses Integral als Funk-
tion von r aufweist, durch eine numerische Integration bis zu einem
Radius r = 15a erreicht. Die Ergebnisse wurden den theoretischen
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Werten von Molin und Marion [21] gegenübergestellt. Die Überein-
stimmung kann hier als exzellent bezeichnet werden. Die Addition die-
ser fünf Komponenten liefert die oszillierende Kraft 2.Ordnung (Abbn.
5.c bzw. 6.c), die weitere Superposition der Driftkraft und der Kraft
1.Ordnung führt zur auf den Körper wirkenden Gesamtkraft. Das po-
sitive Maximum über eine Wellenperiode T = 2ir/w dieser Gesamtkraft
wurde in den Abbn. 5.d bzw. 6.d als Funktion des dimensionslosen
Parameters ka für eine bestimmte Wellensteilheit bzw. Wellenhöhe ge-
zeichnet. Ein Vergleich mit der Amplitude der Kraft 1.Ordnung zeigt,
daß für große Wellensteilheiten bzw. Wellenhöhen im Vergleich zum
Körperdurchmesser durch die Effekte 2.Ordnung ungewöhnlich große
zusätzliche Kräfte hervorgerufen werden können. Sämtliche Anteile
der Horizontaikraft für dia =1.16, 2. und 3. wurden auch in tabel-
larischer Form angegeben (Tabelle JIII). Für alle Berechnungen mit
Hilfe der Makroelementmethode und bei den Summen über n bzw.

wurden 20 bzw. 7 Reihenglieder berücksichtigt. Diese Anzahl von
Reihengliedern wurde für den Bereich begrenzter Wassertiefe und für
einen relativen Fehler von weniger als 1% als ausreichend empfunden.
Für sehr große Wassertiefen jedoch (dia > s) ist bei der Berechnung
der Summen über n eine höhere Anzahl der Reihenglieder notwendig.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen von E.Taylor und Hung [47} zeigte
eine Ubereinstimmung der beiden Methoden für den einfachen Zylin-
der mit dia = 1., 3., und 10. in den meisten Fällen über drei signifikante
Stellen.

Als nächstes Beispiel wurde ein in der Welle festgehaltener und bis
zu einem Tiefgang h = 1.5a = d/2 eingetauchter einfacher Zylinder,
der auch von Abdul-Azm und Williams (1988) [46] berechnet wurde,
untersucht. Die Kräfte 2.Ordnung sind in einer Form dargestellt, die
einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen von [46] ermöglichen.
In der Abb. 7.a wurden die Beträge der Horizontalkräfte 2.Ordnung
infolge des Potentials (bzw. ¡Fi' + F"I) und infolge des Potentials
P2 (bzw. F + FV + F2I) für eine konstante Wellensteilheit Hi.\ = 0.1
dargestellt. Die gesamte Driftkraft F20

+F1l ist ebenfalls in der Abb.
7.a zu sehen.
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Abb. 7.b zeigt die gleiche Aufteilung der Kräfte 2.Ordnung in ver-
tikaler Richtung. Eine sehr gute Ubereinstimmung mit den in [47]
gewonnenen theoretischen Ergebnissen ist hier festzustellen. In den
Abbn. 7.c und 7.d wurde die maximale Kraft innerhalb einer Periode
für eine Wellensteilheit H/A = 0.1 mit den aus der linearen Theorie
gewonnenen Kraftamplituden verglichen. Es ist ersichtlich, daß die
lineare Theorie die Wellenlasten auf die Struktur, die durch Wellen
finiter Höhen verursacht werden, im gesamten Frequenzbereich unter-
schätzt. Die Kraft in horizontaler Richtung weist einen Unterschied
von ca. 15-25% im Vergleich zur aus der linearen Theorie ermittelten
Kraft auf, während für die Gesamtkraft in vertikaler Richtung noch
größere Abweichungen auftreten Ab ka = 1.6 wird die Komponente
wegen 2 sogar größer als der aus der linearen Theorie errechnete Wert.

Vollständigkeitshalber wurden in den Tabellen W und V alle Teillasten
zahlenmäßig angegeben.

Die Ergebnisse für die oszillierenden Kräfte 2.Ordnung zusammen mit
den Driftkräften sind für einen halb eingetauchten Zylinder in den
Abbn. 8.a und 8.b angegeben. Für diesen Zylinder liegen experimen-
telle sowie theoretische Ergebnisse vor ([21]).

In [21] wird ein auf der Finite Elemente (FE)-Methode basieren-
des numerisches Verfahren für die Ermittlung des Potentials 1.Ord-
nung zugrunde gelegt. Im Vergleich zu den FE-Verfahren ist die
Makroelementmethode bezüglich des Rechenaufwands und der Spei-
cherkapazität wesentlich leistungsfähiger. Bei allen Makroelement-Be-
rechnungen wurden bei den Aufsummierungen über n 20 und bei der
Summation über rn 7 Terme berücksichtigt. Das Meeresoberflächen-
integral wurde nach der "Ausfilteruug der Oszillationen" zur Konver-
genz geführt. Die Ubereinstimmung mit den von [21] angegebenen
theoretischen Ergebnissen ist zufriedenstellend. Wegen der limitierten
Ergebnisse in [21] kann nicht festgestellt werden, ob die auftretenden
Unterschiede auf die von p' und/oder von a2 abhängigen Kräfteanteile
zurückzuführen sind. Die Ubereinstimmung mit den experimentellen
Ergebnissen, die für verschiedene Wellenhöhen ermittelt und dann auf
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(H/2)2 normiert wurden, kann als gut bezeichnet werden. Weiterhin
sind in den Abbn. 8.c und S.d die durch die Makroelementmethode be-
rechneten Komponenten I - V dieser Kräfte gezeichnet. Es ist ersicht-
lich, daß die momentanen Komponenten der Kräfte 2.Ordnung wegen

und wegen 2 entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen, und daß der
dominierende Teil der aus dem Diffraktionspotential (hauptsäch-
lich Teil V) hervorgerufene Teil ist. Es ist deshalb nicht richtig, gerade
diesen -Anteil außer Acht zu lassen. Schließlich wurde in den Abbn.
8.e und 8.f die Gegenüberstellung mit der linearen Theorie dargestellt.
Bei diesem Beispiel dominieren die nichtlinearen Effekte besonders in
vertikaler Richtung.

Der Zylinder des vorherigen Beispiels wurde weiterhin im Bereich des
Bodens mit einer Kreispiatte unterlegt und neu berechnet. Dies führte
zu einer Verminderung der vertikalen Kräfte 2.Ordnung. In den Abbn.
9.a bzw. 9.b wird der Betrag der Summe I bis V der Horizontal- bzw.
Vertikalkräfteanteile 2.Ordnung ebenso wie im vorherigen Beispiel mit
den aus der Literatur vorhandenen experimentellen und theoretischen
Ergebnissen verglichen.

Der Einfluß der Wellensteiilieit wird am Beispiel einer konusförmigen
Schwerkraftstruktur in der Abb. 10 demonstriert. Hierfür wurden
zuverlässige Experimente, die den nichtlinearen Charakter der Bela-
stung auf dieser Struktur verdeutlichen, von Jamieson et. al. [48J

durchgeführt. Für die Idealisierung des die Plattform umgebenden
Wassers wurden 9 Makroelemente benutzt. Die Berechnungen haben
bei der CYBER-175 im Durchschnitt ca. 200 CPU Sekunden pro
Frequenz in Anspruch genommen. Für drei Werte des Verhältnisses
Bodendurchmesser zu Wellenlänge (D/A) wurde in den Abbn. lO.a
bis lO.c der maximale Wert der Kraft als eine Funktion der Wellen-
steilheit (H/A) dargestellt. Mit wachsender Wellenhöhe nehmen die
experimentell ermittelten Werte fast quadratisch zu und zeigen deut-
lich, daß die lineare Theorie diese Lasten unterschätzt. Dies begründet
die Notwendigkeit einer nichtlinearen theoretischen Erfassung.

Die Übereinstimmung der durch die Stokessche Theorie 2.Ordnung er-
mittelten Diffraktionskräfte mit den experimentellen Ergebnissen kann

94



als gut bezeichnet werden. Wegen der besonders geneigten Körper-
oberflächenform wird jedoch die Welle im sehr nahen Bereich der
Wasserlinie gezwungen, sich stark zu verformen bzw. zu brechen. In
diesem Bereich treten u.a. Effekte von höherer als 2.Ordnung auf,
die durch die in dieser Arbeit benutzte Stokessche Theorie 2.Ordnung
nicht berücksichtigt wurden. Die relativ kleinen Differenzen zwischen
den experimentellen Ergebnissen und der Theorie können hauptsäch-
lich hierauf zurückgeführt werden.

Als nächstes wurden zwei abgestufte Zylinder untersucht, die im Off-
shore Bereich breite Anwendung finden, ein schwimmender abgestufter
Zylinder und ein auf dem Boden stehender (Abb. 11 bzw. Abb.12).
Es kann festgestellt werden, daB für den auf dem Boden stehenden ab-
gestuften Zylinder die Kräfte 2.Ordnung in vertikaler Richtung größer
sind (Abb.11.c) als die Kräfte 2.Ordnung in horizontaler Richtung
(Abb.11.b). Für den schwimmenden abgestuften Zylinder nehmen die
Effekte 2.Ordnung erst ab ka > 1.5 zu. Dieses trifft sowohl für die
horizontalen als auch für die vertikalen Gesarntkräfte zu (Abb.12.b,
12 .c).

Schließlich wurde eine schwimmende Halbkugel mit Hilfe der Makro-
elementmethode analysiert. Es wurde eine Idealisierung durch 6 Ma-
kroelemente vorgenommen Die fünf Komponenten der Kräfte 2.Ord-
nung sind in den Abb. 13.a bis 13.d dargestellt. Bei den Makro-
elementen des Typs A bzw. C wurden 20 bzw. 30 Terme bei den
n-Summationen berücksichtigt. Das Aufsummieren über ro wurde bis
ro = 7 erstreckt. Hierfür liegen aus der Literatur keine theoretischen
oder experimentellen Ergebnisse vor, bzw. sie sind dem Autor nicht
bekannt.

Der Einfluß der Wellensteilheit und des Verhältnisses Wellenlänge/Durch-
messer auf die Maximaikräfte in horizontaler und vertikaler Richtung
sowie ein Vergleich mit den Ergebnissen aus der linearen Theorie sind
in den Abbn. 13.e bzw. 13.f gezeichnet. Es ist auch hier deutlich, daß
die Effekte 2.Ordnung im gesamten Frequenzbereich und für Wellen
mit großer Wellensteilheit H/A auf die Belastung der Struktur einen
nicht vemachlässigbaren Beitrag liefern.
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7. ZUSAMMENFASSUNG:

96

Bei der Betrachtung der nichtlinearen Hydrodynamik kann die Erfas-
sung der Kräfte 2.Ordnung auf Körper, die den Wellen ausgesetzt sind,
von besonderer Bedeutung werden. Speziell für Wellen mit großen
Steilheiten und für nichtlineare ankommende Wellen kann erst die Mit-
berücksichtigung des Randwertprohlems 2.Ordnung zu zuverlässigen
Aussagen über die Strukturbelastung führen.

In dieser Arbeit wurde eine Methode präsentiert, die die Berechnung
der oszilLierenden Diffraktionskräfte zweiter Ordnung auf beliebige ro-
tationssymmetrische Körper mit vertikaler Achse ermöglicht.

Es wurde Wert auf die Errechnung der durch das Potential 2.Ordnung
hervorgerufenen Kräfte gelegt.

Diese Methode benutzt den zweiten Greenschen Satz sowie entspre-
chende lineare Abstrahipotentiale, um die durch das Potential 2.Ord-
nung entstehenden Kräfte zu ermitteln. Die durch Molin's [21J Ar-
beit entstandenen theoretischen Grundlagen wurden hier auf belie-
bige rotationssymmetrische Körper unter Benutzung der Makroele-
mentmethode angewandt bzw. erweitert. Die Makroelementmethode,
mit deren Hilfe hier zuerst das Diffraktionsproblem 1.Ordnung gelöst
wurde, hat sich auch für die Erfassung des nichtlinearen Problems
2.Ordnung, insbesondere in Verbindung mit der Behandlung der Mee-
resoberflächenrandbedingung, numerisch als sehr effizient erwiesen.

Die Berechnung der restlichen doppelharmonischen sowie zeitunabhän-
gigen Kräfteanteile 2.Ordnung erfolgte durch direkte Integration der
Druckkomponenten auf der Körperoberfläche.

Die durch eine ankommende monochromatische Stokessche Welle
2.Ordnung entstehenden Diffraktionskräfte in horizontaler und verti-
kaier Richtung sowie die entsprechenden Momentenausdrücke wurden
ermittelt und angegeben.
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Ein effizienter Algorithmus wurde entwickelt, um die rechnerisch an-
spruchsvolle Integration der Meeresoberflächenfunktion bis ins Unend-
liche genau zu ermitteln. Die Methode erreicht eine für die Praxis
erforderliche Genauigkeit in verhältnismäßig geringer Rechenzeit. Da-
durch ist eine Berechnung auch auf "Mikrorechnern" (z.B. Pc-AT)
realisierbar.

Um den Einfluß der nichtlinearen Effekte zu demonstrieren, wurden
für einige im Offshore Bereich praktische Anwendung findende Struk-
turformen Studien durchgeführt. Dazu wurden für eine Reihe von
rotationssymmetrischen Körpern numerische Ergebnisse gezeigt und
kurz erläutert. Die Beiträge aller Komponenten 2.Ordnung wurden
getrennt dargestellt. Dabei wurde zwischen den rechnerisch ermittel-
ten und den aus der Literatur bekannten experimentellen und/oder
theoretischen Ergebnissen eine gute Ubereinstimmung erzielt.

Es erwies sich, daß die lineare Theorie die durch Wellen größerer Steil-
heiten hervorgerufenen Strukturlasten zum Teil stark unterschätzt.
Weiterhin wurde gezeigt, daß im allgemeinen die Effekte 2.Ordnung
im gesamten Frequenzbereich einen Lastbeitrag liefern, mit Vorliebe
jedoch bei größeren Verhältnissen Wellenlänge/Körperdurchmesser.
Weiterhin kann festgestellt werden, daß diese Effekte in größeren Was-
sertiefen auch dort noch einwirken, wo die Effekte 1.Ordnung schon
längst abgeklungen sind.

Um die Effekte 2.Ordnung genau genug bestimmen zu können, ist
zuerst eine präzise Ermittlung der linearen Größen notwendig.

Die hier benutzte Theorie ist allgemeingültig und kann auf allgemeine
3-D Methoden (z.B. Singularitätenverfahren) angewandt werden. Die
hier ermittelten Ergebnisse können u.a. als Basis dienen, um zukünf-
tige allgemeinere Algorithmen zu vergleichen bzw. zu verifizieren.

Die Untersuchung des nichtlinearen Bewegungsverhaltens frei schwim-
mender bzw. schwebender Strukturen und der daraus auf den Körpern
resultierenden Belastungen 2.Ordnung ist ein sinnvoller Erweiterungs-
schritt der vorliegenden Arbeit.



Die Berechnung der nichtlinearen Belastung infolge bichromatischer
Wellen ermöglicht weiterhin (obwohl numerisch sehr intensiv) die Er-
fassung des nichtlinearen Verhaltens der Struktur unter natürlichem
bzw. unregelmäßigem Seegang.
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ANHANG I

Trennung der Randbedingungen an der Meeresoberfläche.

Aquivalente Randbedingungen erster und zweiter Ordnung:

Mit Hilfe der Störungsrechnung (perturbation method) werden das
Gcsamtpotential (r,9,z,t) sowie die Wellenerhöhung ((r,9,t) als Po-
tenzreihen eines kleinen Parameters = kH/2 bis zum quadratischen
Term entwickelt:

z, t) = &11(r,i9, z,±) + &22(r,9, z,t)

((r,9,t) = e(i(r,i9,t) +E2(2(r,t9,t)

Die Randbediagungen (2-2) und (2-3) gelten auf der unbekannten
Wellenoberflche ((r, 9, t). Unter der Annahme kleiner Wellenerhöhung
ç kann weiterhin der Ausdruck des Potentials 4 und seiner Ableitun-
gen für z = + d nach einer Taylorschen Reihe um die Stillwserlinie

= d entwickelt werden.

= i(r,9,z,t)+e2 (I-3)
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für z = d, bzw:

= Cl,. + E2 (r + (I-4)

= + + (I-5)

= Ej + e2 + (I-6)

= El + e2 + (I-7)



Durch Einsetzen der Gign. (J-3) bis (I-7) in die Gleichung (2-2), wobei
Terme höher als 2.Ordnung vernachlässigt werden, folgt:

/
= e1 + e2 (2 + (i1r) . (I-8)e( + 2 + (1r1r + r )

bzw:
(1i=I'1 für z=d (I-9)

und

(2i + (i + + für z = d (Ilo)

Aus der Gleichung (2-3) folgt entsprechend:

(I-11)

und

+g(2 +2 +
( + , + =0 (I 12)

Durch die Eliminierung der Wellenerhöhung 2.Ordnung (2 aus den
Gign. (I-10) und (J-12) bekommt man:

+ + + 2fl + (11tt + Ci
- - = - (I - 13)

für z = d.

Durch Einsetzen der Glgn. (J-9) und (I-11) in die Gleichung (I-13)
wird auch ( eliminiert. Man bekommt dann:

g2 + 2tt = 2 (1r1 + + + iti +

(I-14)

bzw. die Gleichung (2-ll.b). Die Ermittlung der restlichen Rand-
bedingungen l.Ordnung (2-10) und 2.Ordnung (2-il) mit Hilfe der
Störungsrechnung ist offensichtlich.
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ANHANG II

Surnmenbildung des Produktes von zwei Fourier-Reihen

Die Multiplikation von zwei unendlichen trigonometrischen Reihen
kann wie folgt formuliert werden

s
= (

a cos(n9))

(
b cos(J)) = a cos(l) cos(j) (I - 1)

wobei = abj ist.

Die einzelnen Glieder der Summe bilden eine semi-infinite Matrix, und
das Aufsummieren wird reihenweise vorgenommen

oder

iìter der Voraussetzung, daß ab einer gewissen grossen Zahl i bzw.
die Koeffizienten a, mit wachsendem i bzw. j kleiner werden

(wie es hier bei den Fourier-Reihen der Fall ist), kann die Summa-
tion auch antidiagonal (Diagonale senkrecht zur Hauptdiagonale bzw.
i + j =konstant) durchgeführt werden.

a00 a01 a02 ...

a10 a11 a12

a0 a1 a2 a

S = a3,,_3 cos(j19)cosftin -i)'1
m=0 j0
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a00 a01 a02 aoj
a10 a11 a12 a1

(II-2)
a0 a1 a2 ... a



Durch die Anwendung des Kosinus-Theorems folgt daraus:

s = Êaim_i{ cos[(m - 2j)] + cos(m)} (II-5)
m0 3=0

Die erste Summation kann jetzt über parallel zur Hauptdiagonale ver-
laufende Diagonalen durchgeführt werden.

a00 a01 02

a10 a11 a12

a0 a,1 a2

aim_i cos[(m - 2j)19]
=

(a_ + a3_m,j)cos(mo9)

(II-7)

Die ursprüngliche Multiplikation zweier Kosinus-Reihen erfolgt dar-
aus:

(, cos(m)) (° b cos(J))
=

(a,bj_ +

+ abm_i] cos(m) (I18)

Entsprechendes gilt auch für die Multiplikation zweier Sinus-Fourier-
Reihen:

5i) (b
{

ajbj_m + aj_mbj)

aibm_ij cos(m) (II-9)
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mit e. = i für rn = O und ,,, = 2 für rn o. Für a = b kann weiterhin
vereinfacht werden:

(, am cos(ui))
2

[m a am_j cos(mi9) (II - lo)

bzw.

(
a, sin(m))

2

[Em ajaj_m
-

cos(mi9) (II - il)
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ANHANG III

Ermittlung der in (1cm asymptotischen Ausdruck der Meeresoberflächen-

funktion auftretenden Integrale.

Für eine positive reelle Zahl k 1/2 und eine komplexe Zahl /3 (ß o)

kann das unbestimmte Integral f &9xdx nach einer partiellen Inte-
gration wie folgt ausgedrückt werden:

k k ç

j---dx= e+j Xk+ldx

oder

fe k I e 1

j --dxj j-dx=e
Wird in der Formel (III-1) k = k+1 eingesetzt und die neu entstandene
Gleichung mit k/ß multipliziert, so bekommt man:

k ' e k(k + 1) f k

J--j-dx /32 J xk+2 - ß21k+1 e (III-2)

In der Gleichung (III - 2) wird erneut k = k + 1 eingesetzt und das
Ergebnis mit k/ß multipliziert.

k(k + 1) f ----dx k(k + 1)(k + 2) f ---dx k(k + 1)ßZ (III-3
/32 J z2 /33 J x'± -

Nach n Schritten (wobei immer in die letzte Gleichung k = k + 1 ein-
gesetzt wird und mit k/ß multipliziert wird) bekommt man:
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k(k+1)...(Ic-f-n-1) t e k(k+1)...(k+n)J --dx ß+l J Tk++I

k(k+1)...(k+n-1) ß
- ßfl+1xk+'

e

Für n -. z und durch die Addition der linken und rechten Seiten aller
Gleichungen bekommt man dann die Formel:

fdx=1Lrn[k (i+111))]

j;
(n(k+-1

Durch Substitution von k = m + 1/2 (Tn = 0,1,2,...) und ß =
Zahl) in die Gig (III - 5) bekommt man die Formel:

f
&

= ;:; [ +

(m

(III-4)

Der reelle bzw. imaginäre Teil der Gig. (III_6) ergibt nach einer Reihe
von algebraischen Operationen die Ausdrücke der Gign. (5-77) bzw.
(5-78). Die zuletzt erwähnten Formeln ermittelt man leichter durch
wiederholte partielle Integrationen.

Das Integral f x cos(ax)dx für k 1/2 und a eine reelle Zahl wird nach
zweimaliger partieller Integration wie folgt ausgedrückt:

Çcosax sinax kcosax k(k+1) [cosaz
f dx= j dxj 1k ax a2xl+1 a2 j xk+2
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oder

[cosax k(k+1) fcosax sinax kcosaxJx dx + 2 J xk+2
dx = ax a2x

Wendet man diese Formel für k = k + 2 an und multipliziert dann die
ermittelte Gleichung mit k(k + 1)/a2 so wird erhalten:

ens axk(k+1) (cosax k(k+1)(k+2)(k+3)f
dxa2 J k+2

dx
a4

- k(k+1)sinaxk(k+1)(k+2)cosax(1118)
- a3x!+2 a4xk+3

Wird dieser Vorgang n-mal wiederholt (indem für k = k + 2 eingesetzt
wird und das Ergebnis mit k(k + 1)/a2 multipliziert wird), so kann
gezeigt werden daß:

[k(k + 1)1[(k + 2)(k + 3)]...[(k + 2n - 2)(k + 2e, - i)J f cosax(-1)
a2" J xk+2

[k(k + 1)1[(k + 2)(k + 3)]...[(k + 2n - 1)(k + 2n)] P cosax
a2+2 j dx

[k(k+ 1)1...[(k+ 2n - 2)(k + 2n - 1)J= (-1)" a2+ixk+2 sin ax

k[(k + 1)(k + 2)]...[(k + 2n - 1)(k + 2n)]
cosax (IIIg)- (-1)"

Für n -i c und durch die Summation beider Seiten der Glgn (III - 7),
(IIIs), ..., (ïu), ..., usw. erhält man dann die Formel des gesuchten
Integrals:
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f COSOX sinai kcoscsx

J
d. axk

sin ax
+ (-1) fi (k+2j - 2)(k + 2j 1)

(ax)2
1 3=1

kcosax °° fl(k+2i-1)(k+2i) (III-10)(ax)2
,=1 j=1

Wird in die Gig (III - io) k = rn + 1/2 (m = 0,1,2, ...) eingesetzt, so
bekommt man den Ausdruck (5-77).

Die Berechnung des Integrals f x_"'1 sin(ax)dx erfolgt dann auf ähn-
liche Weise.
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ANHANG IV

Im folgenden wird anhand eines Kraftanteiles die Herleitung der For-
meln für die Kraftanteile I bis IV demonstriert. Als charakteristischer
Teil wurde die vertikale Kraft 2. Ordnung F' auf eine Ringfläche mit
ap < r < a9+j und z = h infolge der Quadrate der Geschwindigkeiten
gewählt. Die restlichen Anteile lassen sich analog entwickeln. Aus der
Formel (2-55) mit j = 3 und i = i bekommt man:

¡aYFhI=_-J f L) +--) ]ri3rdrd9 für z=h5
28 4

(1V-1)

denn die Geschwindigkeitskomponente in vertikaler Richtung ist gleich
Null.

Die Glg. (IV-l) wird in zwei Komponenten aufgeteilt:

FJ' = F'" + F (IV - 2)

wobei die Indizierung ii und Ii,, sich auf die entsprechenden Ablei-
tungen der Glg.(IV-1) bezieht.

Das Potential o1(r,a,z) wird in diesem Fall aus der Glg. (4-5) und
(4-20) entnommen:

z) = pAp(r) cos (°Çz) cos(raa) (IV-3)
m0 np

mit

A,(r) = Rm,8p(r)nn + R(r)m,p.Çrn (IV 4)

die Ableitung des Potentials in radialer Richtung wird:

711=0 Tjp
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mit A = . Weiterhin durch die Abkürzung:

=

j2r
f

Durch die Anwendung der für konvergierende Reihen geltenden For-
mel:

cos(rn9)) ( S cos(J9))

00 m

= [msSm +ss,] cos(m) (IV 9)

und aus der Formel:

f2

cos(m)d = 26m = i für i = j 6 = O, für i j

folgt:

S(r)rdr (IV 11)

00 00

(8(r)cos(m)) (S(r)cos(ji9))rdrd9

(Iv-8)
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00

5(r) = ----&
r?O

0(l)0PA,,,(r) (IV-6)

nimmt die Ableitung des Potentials nach r die Form an:

irSo(r)cos(mt9) (IV-7)

Durch Einsetzen in die Gig. (IV-2) folgt dann:



Wird der Ausdruck aus der Glg.(IV-6) für Sm(r) eingesetzt, so erhält
man:

FIJr P(Wd)2 ,,(-1)
À=O j=O

x f A(r)A1(r)rdr

bzw. in dimensionsloser Form

pga(H/2)2
E i: ,(-1)''

x f A(r)A(r)rdr

Entsprechendes gilt für den Kraftanteil infolge der tangentialen Ge-
schwindigkeitskomponente:

F21" w2ird2 oc, 00 00

pga(H/2)2 - 2ga
i,=o

x j0p+1
AAc, (r)AA1 (r)dr (W-14)
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ANHANG V

Kräfte und Momente 1.Ordnung:

Zur Vollständigkeit des Ausdruckes für die momentane Gesamtkraft in
einer Richtung als Summe der momentanen Kraft 1.Ordnung, 2.Ord-
nung und der Driftkraft, werden hier zusätzlich die Formehi für die
Beträge der Kräfte 1.Ordnung auf eine festgehaltene rotationssym-
metrische Struktur wiedergegeben. Sie wurden mit Hilfe der Formel
(2-49) ermittelt, wobei das Diffraktionspotential 1.Ordnung ' mit
Hilfe der Makroeleinentformulierung gewonnen wurde [33].

Durch Einsetzen des für den Definitionsbereich eines Elementtyps gel-
tenden Potentialausdruckes in die Gleichung (2-49) wurden die Kräfte
und Momente für eine entsprechende Wandung der idealisierten Struk-
tur abgeleitet und in tabellarischer Form wiedergegeben.

Horizontale Kraft 1.Ordnung:

Elementtyp A:
1/2

F1, 2irzkdtanh(kd) N Fia [sin(&hr) - sin(ahp)] (V - 1)
pga2H/2 - a a

Elernenttyp B:

Für eine vertikale Wandung mit r = ai und h1_1 > h1 gilt:

F1 = 27rikdtanh(kd)
pga2H/2

Fia sin[c11(hI_i - h1)] (V - 2)

bzw. für r = a1 und h1 > h,_1 gilt:

N"2F1, a- 2irikdtanh(kd)L LT1,a,, sin[ai_i(hj - h1_1)] (V 3)
pga2H/2 a2 a'-'
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Elernenttyp C:

An einer vertikalen Wandung mit r = a gilt:

für h >

F11 a- 2ikd tanh(kd) (h -
pga2H/2 a2

bzw. für h <

FiL a=2ikd th(kd) (h_ - h)
pga2H/2

Vertikale Kraft 1.Ordnurig:

Elementtyp B:

2 , (rn,h_i
np h ) }n,=

np - L = i

/n_ih\ i( h_
)

Sfl
hp_1 ) fnP_1
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(V-4)

(V-5)

2n-/cdtanh(kd) -1/2

(V-6)

(V-7)

(V-8)

pga2H/2

mit

Amn

- a2

ORm,, (r)

1=

5R n,(r)
= ai+j

Or

ORnLni(r)

= at+i
Or

OR' (r)

r=a, i

=
Or

= aj
a i r=ai



Elementtyp C:

F1, 2irkdtanh(kd) IF ( 2 a) Fo',o a a+i'\
pga2H/2 - a2 2

(a2
- 21n(-) 2 - 21ri(---) J"p+' /
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r=ap

Moment 1.Ordnung:

Elementtyp A:

Für eine Wandung mit h < z < h und r = a erfolgt für das Teilmo-
ment um einen Bezugspunkt auf der Rotationsachse und in der Höhe

= e vom Meeresboden:

N"12 I
i.,, , 1n(e - hL) sln(cohL)

- n(e - hp)sin(ahp) - cos(QhL) + cos(ahp) (V - 12)

Elementtyp B:

Für r = a und h7..,1 > h1 gilt:

'h 2

+ iy [F0,,(A0,\,rn) - D0,.,) + - Dt,.)] } (V 9)

ôRm,.p (r)

r=

OR* (r)
Am,,, = ap+l

Or
A,,,. = a+1 (V-10)

5Rm,., (r) OR,.,. (r)'' (Vli)Dm,. =a
37'

=a
Or

F1, 2i7rkdtanh(kd)
¿ga2H/2 - a2 a



F1
=2iirkdtanh(kd)

pga3H/2 al

- cos[ai(h,_i - h1)] +

bzw. für r = a1 und h1_1 <h1

F1 = - 2iirkdtanh(kd)-
pga3H/2 a3

- cos]ai_1(h, - h1_1)] +

al - L

N;112 I
a1_j(e - hl_j)sin]cll_1(hl -

Oj_

Das Moment infolge des Druckes 1.Ordnung auf eine ringförmige
Fläche mit a1 < r <ai+j und z = h, kann wie folgt ausgedrückt werden:

F1 2iirkdtanh(kd) V'12

{
a,+ii,a - 1) - aiDi a]pga3H/2 - a3

al

+ ,a [ai+iA1 - ai(D, - i)] } (V-15)

Die Ausdrücke Aia, A, Dia, D,a werden durch die Glei-
chungen (V-7) und (V-8) bestimmt.

Elementtyp C:

Für eine Wandung mit r = a1 und h1_1 > h, bekommt man das Tedino-
ment:

F1
_4iirkdtanh(kd) í1Op h2 - h2

pga3H/2 a3 2
[e(hp - h9_1) ' i

2 j

+ I(hp_1 - )siri(h9_1)
ir rl9

L

rl9ircos(h9i) _(_1)}]}im9
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(V 14)

(V-16)

a1
N112

- h1_1 ) siri]aj(hi_1 - h1)]

(V - 13)



bzw. für hp_1 > h

F1 Íe(h1 - h) h1 - h]
=

pga3H/2 a3 2 2

+ - e) sin(P_1 h
J, p"p1

undfüra<r<a+i; z=h:

- hp_3
(_1YP-}]}+ ' ) -

2

+ 2 (-1) { [a1(A1 - 1) - aD3]7rn)

+ [ap+iA;, ap(D - 1)] F
}]

(V-18)

Ebenso werden durch die Formeln (V-10)
und (V-11) errechnet.

(V-17)
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Abb.5.a Kräfteanteile P-I- V in horizontaler Richtung für einen einfachen
Zylinder mit dia = 1.16. Reelle Anteile.
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Abb.5.b : Kräfteanteile Pr f-V in horizontaler Richtung für einen einfachen
Zylinder mit d/a = 1.16. Imaginäre Anteile.
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Abb.8.a: Eingetauchter Zylinder ohne Platte. Horizontale Kraftamplitude
2.Ordnung.
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Abb.8.b : Eingetauchter Zylinder ohne Platte. Kraftamplitude 2.Ordnung
in vertikaler Richtung.
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Abb.11.a : Auf dem Boden stehender abgestufter Zylinder. Oszillierende
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tikaler (j=3) Richtung.
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Abb.13.e Schwimmende Halbkugel. Übertragungsfunktion der Maximal-
kraft in horizontaler Richtung.
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